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SÈRIE 3 
 
 
Responeu a CINC de les sis qüestions següents. En les respostes, expliqueu sempre què 
voleu fer i per què. 
 Cada qüestió val 2 punts. 
 Podeu utilitzar calculadora, però no s’autoritzarà l’ús de calculadores o altres 
aparells que portin informació emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre 
informació. 
 
 
Criteris generals per a la correcció: 

- En tots els casos la resolució que fa l’estudiant s’ha de poder seguir i comprendre els 
passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no estiguin desenvolupades 
o no es pugui seguir com s’ha arribat a donar la resolució seran puntuades amb 0 
punts. 

- La resolució proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en principi, 
única. Per tant, sempre que l’enunciat ho permeti, en el cas que l’estudiant 
respongui amb una resolució alternativa totalment correcta se li assignarà el total 
de puntuació de l’apartat. Si la resposta és parcial la puntuació obtinguda serà 
proporcional a la part corresponent de la puntuació total.  

- En alguns casos, la solució final pot admetre expressions equivalents. En aquests casos 
la puntuació serà la totalitat de la puntuació de l’apartat. 

- Penalització per errades de càlcul:  
o Si l’errada de càlcul que es comet no té més transcendència, es descomptaran 

0,125 punts de la puntuació parcial que correspongui.  
o En el cas que l’errada condueixi a derivacions paral·leles de l’enunciat, es 

valorarà i puntuarà el desenvolupament i coherència de la resolució resultant, i 
només s’aplicarà la penalització fruit de l’errada (0,125 punts). 

o En cas que l’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qüestions que es 
demanen, aleshores la puntuació màxima serà la parcial corresponent i es 
descomptaran els 0,125 punts. 

o Si la resolució d’un apartat conté dues errades es descomptaran 0,25 punts del 
que s’estigui resolent i no es valorarà la resta de l’apartat. En cap cas un apartat 
tindrà una puntuació negativa. 
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1. Considereu el sistema d’equacions lineals següent: 
ݔ2 ൅ ݕ4 ൅ ݖ4 ൌ 4݇ െ 7

ݔ2 െ ݕ݇ ൌ െ1
െ2ݔ ൌ ݇ ൅ 1

ൡ 

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del paràmetre real k. 
[1 punt] 
b) Resoleu el sistema per al cas ݇ ൌ 0. 
[1 punt] 

 
Resolució: 
a) La matriu de coeficients i l’ampliada, A i A’, són les següents: 

ۉ

ۈ
ۇ 2 4 4
2 െ݇ 0
െ2 0 0ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

஺

ተተ
4݇ െ 7
െ1
݇ ൅ 1

ی

ۋ
ۊ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
஺ᇱ

 

Estudiem primer per a quins valors del paràmetre k el rang(A) és màxim. Per a això calcularem 
det(A) i estudiarem quan s’anul·la. 

|ܣ| ൌ อ
2 4 4
2 െ݇ 0
െ2 0 0

อ ൌ െ8݇. 

Per tant, el determinant d’A s’anul·la només en el cas k = 0. Per tant, tenim els següents dos 
casos. 
Cas I: ࢑ ് ૙ 
En aquest cas, tenim rang(A) = 3, per tant rang(A’) =3 = nombre d’incògnites. Per tant, el 
sistema és Compatible Determinat. 
Cas II: k = 0 
En aquest cas la matriu del sistema és 	

ۉ

ۈ
ۇ 2 4 4
2 0 0
െ2 0 0ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

஺

ተተ
െ7
െ1
1
ی

ۋ
ۊ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
஺ᇱ

 

Com que det(A) = 0, rang(A) < 3, però el menor ቚ2 4
2 0

ቚ ൌ െ8 ് 0 ens diu que  

rang(A) = 2. 
Per a saber el rang de la matriu ampliada orlem el menor anterior i calculem el determinant. 

Com que อ
2 4 െ7
2 0 െ1
െ2 0 1

อ ൌ 8 െ 8 ൌ 0 ⇒ ᇱሻܣሺ݃݊ܽݎ ൌ 2 ൌ  ሻ i per tant el sistema ésܣሺ݃݊ܽݎ

Compatible Indeterminat amb 1 (3-2) grau de llibertat. 
 
En resum: 

 Si ݇ ് 0	: Sistema Compatible Determinat. 
 Si k = 0: Sistema Compatible Indeterminat amb un 1 grau de llibertat. 
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b)  
k = 0. 
És el cas II de l’apartat anterior en el qual ja hem vist que el sistema era Compatible 
Indeterminat amb 1 grau de llibertat. Per la matriu resultat, tenim que el sistema inicial és 
equivalent al sistema 

ݔ2 ൅ ݕ4 ൌ െ7 െ ݖ4
ݔ2 ൌ െ1

ቅ 

D’on podem obtenir ݔ ൌ
ିଵ

ଶ
 i substituïnt a la primera equació െ1 ൅ ݕ4 ൌ െ7 െ  d’on tenim ݖ4

ݕ ൌ െ
଺ାସ௭

ସ
ൌ െ

ଷାଶ௭

ଶ
, utilitzant la variable z com a indeterminada. Així doncs, la solució en el 

cas k = 0 són els punts de la forma ቀ
ିଵ

ଶ
,
ିଷିଶ௭

ଶ
, ቁݖ  

 
Pautes de correcció: 
Apartat a) 
0,5 punts pel plantejament inicial fins al valor crític de k. 
0,25 punts pel cas I. 
0,25 punts pel cas II. 
Apartat b) 
0,5 punts pel plantejament fins a indicar que el sistema és Compatible Indeterminat. 
0,5 punts per l’expressió de la solució per a ݇ ൌ 0. 
 
2. A R3, siguin la recta r que per equació ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺ1 ൅ ,ߣ ,ߣ 1 െ  d’equació ߨ ሻ i el plaߣ

ݔ2 െ ݕ ൅ ݖ ൌ െ2. 
 

a) Determineu la posició relativa de la recta r i el pla ߨ. 
[1 punt] 
b) Calculeu la distància entre la recta  r i el pla  ߨ. 
[1 punt] 

 
Resolució: 
a) Els punts de la recta r són de la forma ሺ1 ൅ ,ߣ ,ߣ 1 െ  ሻ per tant r és la recta que passa pelߣ

punt P = (1,0,1) i que té vector director ݒ௥ ൌ ሺ1,1, െ1ሻ. 
Per altra banda, el vector normal del pla està format pels coeficients A, B i C de l’equació 
cartesiana i  és ݊ ൌ ሺ2,െ1,1ሻ. 
Si fem el producte escalar ݒ௥ ൉ ݊ ൌ ሺ1,1, െ1ሻ ൉ ሺ2, െ1,1ሻ ൌ 2 െ 1 െ 1 ൌ 0, per tant són dos 
vectors ortogonals (perpendiculars) entre sí amb la qual cosa tenim que la recta r és paral·lela al 
pla ߨ. Com que el punt P no satisfà l’equació del pla ߨ, la recta queda paral·lela exterior (no 
continguda) al pla. 
Observació: El paral·lelisme també pot ser demostrat via la resolució del sistema d’equacions 
lineals format per la recta i el pla i veient que és un Sistema Incompatible. 
 
b) Per a fer la distància de r a ߨ, com que són paral·lels, és suficient agafar un P de r i fer 

d(P,	ߨ) 

Així tenim ݀ሺݎ, ሻߨ ൌ ݀ሺܲ, ሻߨ ൌ
|ଶ൉ଵିଵ൉଴ାଵ൉ଵାଶ|

ඥଶమାሺିଵሻమାଵమ
ൌ

ହ

√଺
ൌ

ହ√଺

଺
. 

Observació: En lloc d’aplicar una fórmula també es pot calcular el punt Q projecció 
perpendicular de P sobre ߨ i calcular d(P,Q). 
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Pautes de correcció: 
Apartat a) 
0,25 punts per la identificació de la recta r, a partir d’un punt i un vector director. 
0,25 punts per veure el vector normal del pla. 
0,25 punts pel producte escalar igual a 0 i deduir el paral·lelisme. 
0,25 punts per veure que la recta no està inclosa en el pla. 
Apartat b) 
0,50 punts per indicar que la distància es pot fer a partir d’un punt de r. 
0,5 punts per la substitució i càlcul final (no cal eliminar els radicals del denominador). 
 
 
3. Sigui la funció ݂ሺݔሻ ൌ  .௫ିଵ݁	ݔ

a) Calculeu l’equació de la recta tangent a la gràfica de la funció f en el punt d’abscissa 
 x = 1. 

[1 punt] 
b) Determineu en quins intervals la funció f és creixent i en quins intervals és decreixent. 
[1 punt] 

 
Resolució: 
a) En un punt x = a, l’equació de la recta tangent a una funció f té l’expressió 

ݕ ൌ ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ ൅ ݂ሺܽሻ 
En el nostre cas tenim ݂ሺݔሻ ൌ  ௫ିଵ   i    a = 1݁	ݔ
La funció derivada f’(x) és ݂ᇱሺݔሻ ൌ 1 ൉ ݁௫ିଵ ൅ ݔ ൉ ݁௫ିଵ ൌ ሺ1 ൅  .ሻ݁௫ିଵݔ
 
Tenim doncs: a = 1, ݂ሺܽሻ ൌ ݂ሺ1ሻ ൌ 1	݁଴ ൌ 1, i ݂′ሺܽሻ ൌ ݂′ሺ1ሻ ൌ 2	݁଴ ൌ 2. 
 
Per tant la recta tangent és ݕ ൌ 2 ൉ ሺݔ െ 1ሻ ൅ 1 ൌ ݔ2 െ 1 . 
 
b) Com que la funció f és derivable en tot el seu domini, la funció creixerà allà on la 
derivada sigui positiva i decreixerà allà on la derivada sigui negativa. 
 
Tenim que ݂ᇱሺݔሻ ൌ ሺ1 ൅  .ሻ݁௫ିଵ. Mirem si la funció s’anul·la en algun puntݔ
݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 porta a que 1+x = 0 i per tant x = -1. 
 
Si ݔ ൏ െ1 ⇒ 1 ൅ ݔ ൏ 0 ⇒ ݂ᇱሺݔሻ ൏ 0 i per tant la funció és decreixent. 
Si ݔ ൐ െ1 ⇒ 1 ൅ ݔ ൐ 0 ⇒ ݂ᇱሺݔሻ ൐ 0 i per tant la funció és creixent. 
 
La funció és decreixent en l’interval ሺെ∞,െ1ሻ i és creixent en l’interval ሺെ1,∞ሻ. 
 
 
Pautes de correcció: 
Apartat a) 
0,25 punts per la fórmula de la recta tangent. 
0,25 punts pels càlculs de f(a) i f’(a). 
0,25 punts per la substitució 
0,25 punts per l’equació final. 
Apartat b) 
0,25 punts pel plantejament a partir del signe de la funció derivada. 
0,25 punts pel punt on s’anul·la la derivada. 
0,25 punts per l’interval on la funció és decreixent. 
0,25 punts per l’interval on la funció és creixent. 
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4. Responeu a les qüestions següents. 

a) Calculeu totes les matrius de la forma ܣ ൌ ቀ1 0
݉ െ2

ቁ que satisfan la igualtat ܣଶ ൅ ܣ ൌ

ܫ en què I és la matriu identitat  ,ܫ2 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ. 

[1 punt] 
b) Justifiqueu que si A és una matriu quadrada que compleix la igualtat ܣଶ ൅ ܣ ൌ  ,ܫ2

aleshores A és invertible, i calculeu l’expressió de ିܣଵ en funció de les matrius A i I. 
[1 punt] 

 
Resolució: 
a) La igualtat matricial que es planteja és 

ቀ1 0
݉ െ2

ቁ ൉ ቀ 1 0
݉ െ2

ቁ ൅ ቀ1 0
݉ െ2

ቁ ൌ 2 ቀ1 0
0 1

ቁ 

ቀ 1 0
െ݉ 4

ቁ ൅ ቀ1 0
݉ െ2

ቁ ൌ ቀ2 0
0 2

ቁ 

ቀ2 0
0 2

ቁ ൌ ቀ2 0
0 2

ቁ 

que observem que és una igualtat que es compleix per a qualsevol valor de m. 

Per tant, totes les matrius de la forma ቀ1 0
݉ െ2

ቁ satisfan la igualtat. 

 
 
b) La igualtat de l’enunciat, traient factor comú, es pot reescriure així: 
 

ܣ ൉ ሺܣ ൅ ሻܫ ൌ ܫ2 ൌ ሺܣ ൅ ሻܫ ൉  ܣ
és a dir  

ܣሺܣ ൅ ሻܫ

2
ൌ ܫ ൌ

ሺܣ ൅ ሻܫ ൉ ܣ
2

 

ܣ
ܣ ൅ ܫ
2

ൌ ܫ ൌ
ܣ ൅ ܫ
2

 ܣ

Amb això ja tenim que la matriu A és invertible ja que hem trobat una matriu, en el nostre cas 
஺ାூ

ଶ
, que multiplicada per la dreta i per l’esquerra per A dóna la matriu identitat. Per tant, 

ଵିܣ ൌ
஺ାூ

ଶ
. 

 
 

Pautes de correcció: 
Apartat a) 
0,25 punts per les primeres operacions matricials. 
0,25 punts per les segones operacions matricials. 
0,5 per identificar la igualtat terme a terme i concloure que la igualtat és certa independent de m. 
Apartat b) 
0,25 punts per la factorització. 
0,25 punts per la deducció de la invertibilitat. 
0,25 punts per l’expressió de la matriu inversa. 
0,25 punts per l’argument que el producte ha de ser per la dreta i per l’esquerra. 
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5. Considereu el tetraedre que té per vèrtexs el punts A = (x,0,1), B = (0,x,1),  
C = (3,0,0) i D = (0,x,0) amb 0 < x < 3. 
a) Comproveu que el volum del tetraedre és donat per l’expressió  

ܸሺݔሻ ൌ
ଵ

଺
ሺെݔଶ ൅  .ሻݔ3

[1 punt] 
b) Determineu el valor de x que fa que el volum sigui màxim i calculeu aquest volum 

màxim. 
[1 punt] 
 

Resolució: 
 
a) El volum del tetraedre de vèrtexs ABCD es pot calcular amb l’expressió 

ܸ ൌ
1
6
หdet	ሺܤܣሬሬሬሬሬԦ, ,ሬሬሬሬሬԦܥܣ  ሬሬሬሬሬԦሻหܦܣ

Calculem els tres vectors arestes: ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെݔ, ,ݔ 0ሻ, ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ ሺ3 െ ,ݔ 0, െ1ሻ i 	ܦܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെݔ, ,ݔ െ1ሻ. 
Per tant 

ܸሺݔሻ ൌ
1
6
หdet	ሺܤܣሬሬሬሬሬԦ, ,ሬሬሬሬሬԦܥܣ ሬሬሬሬሬԦሻหܦܣ ൌ

1
6
ቮอ
െݔ 3 െ ݔ െݔ
ݔ 0 ݔ
0 െ1 െ1

อቮ ൌ
1
6
ଶݔ| െ ଶݔ ൅ ሺ3ݔ െ |ሻݔ

ൌ
1
6
ሺ3ݔ| െ  |ሻݔ

Ara bé observem que 0 < x < 3 i per tant l’expressió ݔሺ3 െ  ሻ serà sempre positiva i aleshores elݔ
seu valor absolut serà ݔሺ3 െ  .ሻݔ

Tenim doncs ܸሺݔሻ ൌ
ଵ

଺
൫ݔሺ3 െ ሻ൯ݔ ൌ

ଵ

଺
ሺെݔଶ ൅  .ሻ, com volíem demostrarݔ3

 
Observació: El volum es pot calcular també a partir de l’àrea del triangle de la base i de l’alçada 
del tetraedre. La puntuació en aquest cas, que és una mica més llarg, es repartirà per igual entre 
els diferents passos.  
 
 
b) Per a obtenir el volum màxim buscarem un punt que anul·li la derivada primera i que faci 

negativa la derivada segona. 
 

ܸሺݔሻ ൌ
ଵ

଺
ሺെݔଶ ൅  ,ሻݔ3

ܸ′ሺݔሻ ൌ
ଵ

଺
ሺെ2ݔ ൅ 3ሻ i 

ܸᇱᇱሺݔሻ ൌ
ଵ

଺
ሺെ2ሻ ൌ

ିଵ

ଷ
.  

Els punts singulars vindran d’anul·lar la primera derivada.  

Resolem l’equació െ2x ൅ 3 ൌ 0 d’on obtenim que hi ha un únic candidat que és ݔ ൌ
ଷ

ଶ
. 

Com que en substituir la derivada segona ens dóna negatiu, tenim  

ݔ ൌ
ଷ

ଶ
 hi ha el màxim que se’ns demana. 

I el volum màxim ܸ ቀ
ଷ

ଶ
ቁ ൌ

ଵ

଺
ቆെ ቀ

ଷ

ଶ
ቁ
ଶ
൅ 3 ቀ

ଷ

ଶ
ቁቇ ൌ

ଵ

଺
ቀିଽ
ସ
൅

ଽ

ଶ
ቁ ൌ

ଵ

଺
൉
ଽ

ସ
ൌ

ଷ

଼
 unitats cúbiques 
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Pautes de correcció: 
Apartat a) 
0,50 punts pel càlcul dels vectors aresta. 
0,25 punts pel càlcul del determinant (sense arribar al càlcul del valor absolut) 
0,25 punts per l’argument del valor absolut a partir del signe del resultat del determinant. 
Apartat b) 
0,25 punts per les derivades. 
0,25 punts pel plantejament d’anul·lar la derivada primera. 
0,25 punts pel valor de x que maximitza el volum. 
0,25 punts pel volum màxim. 

 
 

6. Siguin les paràboles ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݇ଶ i ݃ሺݔሻ ൌ െݔଶ ൅ 9݇ଶ. 
a) Calculeu les abscisses, en funció de k, dels punts d’intersecció entre les dues paràboles. 
[1 punt] 
b) Calculeu el valor del paràmetre k perquè l’àrea compresa entre les paràboles sigui de 

576 unitats quadrades. 
[1 punt] 
 
 

Resolució: 
a) ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݇ଶ i ݃ሺݔሻ ൌ െݔଶ ൅ 9݇ଶ. 
És directe observar que la paràbola f(x) és la paràbola elemental x2 desplaçada k2 unitats, mentre 
que la paràbola g(x) és la paràbola elemental -x2, desplaçada 9k2 unitats, totes dues simètriques 
respecte l’eix de les ordenades i de manera que al voltant de l’origen la paràbola g(x) està per 
sobre de la f(x). (Un dibuix ho il·lustra força bé). 
  
Calculem les abscisses dels punts intersecció igualant f(x) = g(x) i obtenim  
ଶݔ ൅ ݇ଶ ൌ െݔଶ ൅ 9݇ଶ, o sigui 2ݔଶ ൌ 8݇ଶ, per tant ݔ ൌ േ2݇ . 
 
b) L’àrea compresa entre les dues paràboles serà doncs 

ܣ ൌ න ሾሺെݔଶ ൅ 9݇ଶሻ െ ሺݔଶ ൅ ݇ଶ	ሻሿ
ଶ௞

ିଶ௞
ݔ݀ ൌ 2න ሺെ2ݔଶ ൅ 8݇ଶሻ

ଶ௞

଴
ݔ݀ ൌ 4න ሺെݔଶ ൅ 4݇ଶሻ

ଶ௞

଴
ݔ݀

ൌ 4ቆെ
ଷݔ

3
൅ 4݇ଶݔቇ቉

௫ୀ଴

௫ୀଶ௞

ൌ 4ቆെ
8݇ଷ

3
൅ 8݇ଷቇ ൌ

64݇ଷ

3
. 

Per tant, el valor que demana l’enunciat haurà de satisfer l’equació 
଺ସ௞య

ଷ
ൌ 576. 

݇ଷ ൌ 27 ⇒ ݇ ൌ 3  
 

Observació: També es valorarà com a correcte si el plantejament de les funcions en l’integrant 
no té en compte quina està per sobre de quina però es discuteix al final el signe del resultat. Per 
tant, la puntuació pot ser la màxima sense haver representat cap figura ni haver discutit la 
posició relativa, sempre que s’indiqui correctament que cal prendre el valor absolut del resultat 
de la integral. 
  



Oficina d’Accés a la Universitat  Pàgina 8 de 8 
 PAU 2016 
Criteris específics de correcció i qualificació per ser fets públics un cop finalitzades 
les proves  Matemàtiques 

 
Pautes de correcció: 
Apartat a) 
0,5 punts pel plantejament de la igualtat a resoldre. 
0,5 punts per l’obtenció de les dues abscisses 2k i -2k. 
Apartat b) 
0,25 punts pel plantejament de la integral. 
0,25 punts pel càlcul de les primitives. 
0,25 punts per la regla de Barrow 
0,25 punts per la solució final. 
 

 


