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Criteris especifics de correccid i qualificacié per ser fets publics un cop finalitzades
les proves Matematiques
SERIE 3

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué
voleu fer i per qué.

Cada qiiestio6 val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara 1I’us de calculadores o altres
aparells que portin informaci6 emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacié.

Criteris generals per a la correccio:

En tots els casos la resolucié que fa I’estudiant s’ha de poder seguir i comprendre els
passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no estiguin desenvolupades
0 no es pugui seguir com s’ha arribat a donar la resoluci6 seran puntuades amb 0
punts.

La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en principi,
unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en el cas que D’estudiant
respongui amb una resolucié alternativa totalment correcta se li assignara el total
de puntuaciéo de I’apartat. Si la resposta és parcial la puntuaciéo obtinguda sera
proporcional a la part corresponent de la puntuacio total.

En alguns casos, la solucio final pot admetre expressions equivalents. En aquests casos
la puntuacio sera la totalitat de la puntuaci6 de I’apartat.

Penalitzacio per errades de calcul:

o Si I’errada de calcul que es comet no t¢ més transcendencia, es descomptaran
0,125 punts de la puntuacio6 parcial que correspongui.

o En el cas que I’errada condueixi a derivacions paral-leles de 1’enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucid resultant, i
només s’aplicara la penalitzacid fruit de 1’errada (0,125 punts).

o En cas que I’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qiiestions que es
demanen, aleshores la puntuacié6 maxima sera la parcial corresponent i es
descomptaran els 0,125 punts.

o Si la resolucié d’un apartat conté dues errades es descomptaran 0,25 punts del
que s’estigui resolent i no es valorara la resta de ’apartat. En cap cas un apartat
tindra una puntuacio negativa.
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1. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

2x+4y+4z = 4k -7
2x—ky = -1
—2x = k+1

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre real £.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema per al cas k = 0.

[1 punt]

Resolucio:

a) La matriu de coeficients i ’ampliada, 4 1 4°, son les segiients:

(2 4 414k -7

2 -k 0] —1

=2 0 O0fk+1
A

Al
Estudiem primer per a quins valors del parametre k el rang(A4) és maxim. Per a aixo calcularem

det(A4) 1 estudiarem quan s’anul-la.

2 4 4
|Al=|2 —k 0|=-8k.
-2 0 0

Per tant, el determinant d’4 s’anul-la només en el cas £k = 0. Per tant, tenim els segiients dos
casos.

Casl: k+0

En aquest cas, tenim rang(A4) = 3, per tant rang(4’) =3 = nombre d’incognites. Per tant, el
sistema és Compatible Determinat.

CasIl: k=0

En aquest cas la matriu del sistema és

2 4 4(-7
2 0 0f-1
=2 0 0f1
A
Ar
Com que det(4) = 0, rang(4) < 3, perd0 el menor |§ 0 =—-8+0 ens diu que
rang(A) = 2.
Per a saber el rang de la matriu ampliada orlem el menor anterior i calculem el determinant.
2 4 -7
Comque [2 0 —1|=8-8=0=rang(4") =2 =rang(A) i per tant el sistema és
-2 0 1

Compatible Indeterminat amb 1 (3-2) grau de llibertat.

En resum:

e Sik # 0: Sistema Compatible Determinat.
e Sik=0: Sistema Compatible Indeterminat amb un 1 grau de llibertat.
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b)

k=0.

Es el cas II de I’apartat anterior en el qual ja hem vist que el sistema era Compatible
Indeterminat amb 1 grau de llibertat. Per la matriu resultat, tenim que el sistema inicial €s
equivalent al sistema

2x+4y = —7—42}
. 2x = -1
D’on podem obtenir x = - 1 substituint a la primera equacié —1 + 4y = —7 — 4z d’on tenim
y=- 6:42 = — % utilitzant la variable z com a indeterminada. Aixi doncs, la soluci6 en el

cas k= 0 son els punts de la forma (71, _32 2z z)

Pautes de correccié:

Apartat a)

0,5 punts pel plantejament inicial fins al valor critic de .

0,25 punts pel cas L.

0,25 punts pel cas II.

Apartat b)

0,5 punts pel plantejament fins a indicar que el sistema és Compatible Indeterminat.
0,5 punts per 1’expressio de la solucio per a k = 0.

2. A R’, siguin la recta r que per equacio (x,y,z) = (1+4,4,1—21) i el pla m d’equacio
2x—y+z=-2.

a) Determineu la posici6 relativa de la recta » i el pla .
[1 punt]
b) Calculeu la distancia entre la recta riel pla m.

[1 punt]

Resoluci6:

a) Els punts de la recta » son de la forma (1 + A, 4,1 — 1) per tant r és la recta que passa pel
punt P =(1,0,1) i que té vector director v,- = (1,1, —1).

Per altra banda, el vector normal del pla esta format pels coeficients 4, B i C de ’equacio

cartesianai ésn = (2,—1,1).

Si fem el producte escalar v, -n=(1,1,—-1)-(2,-1,1) =2—-1—1 =0, per tant séon dos

vectors ortogonals (perpendiculars) entre si amb la qual cosa tenim que |1a recta r és paral-lela al

W. Com que el punt P no satisfa I’equacié del pla m,

continguda) al pla.

Observacio: El paral-lelisme també pot ser demostrat via la resolucié del sistema d’equacions

lineals format per la recta i el pla i veient que és un Sistema Incompatible.

b) Per a fer la distancia de » a m, com que son paral-lels, és suficient agafar un P de r i fer
d(P, m)
[2:1-1-0+1-1+2] i_ﬁ
A1x1ten1mm—d(P M) = oo |- s |
Observacid: En lloc d’aplicar una formula també es pot calcular el punt Q projeccid
perpendicular de P sobre 7 i calcular d(P,Q).
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Pautes de correccié:

Apartat a)

0,25 punts per la identificaci6 de la recta r, a partir d’un punt i un vector director.

0,25 punts per veure el vector normal del pla.

0,25 punts pel producte escalar igual a 0 i deduir el paral-lelisme.

0,25 punts per veure que la recta no esta inclosa en el pla.

Apartat b)

0,50 punts per indicar que la distancia es pot fer a partir d’un punt de r.

0,5 punts per la substitucié i calcul final (no cal eliminar els radicals del denominador).

3. Sigui la funcié f(x) = x e*7 1.
a) Calculeu I’equaci6 de la recta tangent a la grafica de la funci6 f'en el punt d’abscissa
x=1.
[1 punt]
b) Determineu en quins intervals la funcio f'és creixent i en quins intervals és decreixent.
[1 punt]

Resolucio:
a) En un punt x = a, I’equacio de la recta tangent a una funcio f'té 1’expressio

y=f'(@x—-a)+f(a)
En el nostre cas tenim f(x) = xe* 1 i a=1
La funci6 derivada f(x) és f'(x) = 1-e* 1+ x-e* 1 = (1 + x)e* L.
Tenimdoncs:a=1, f(a) = f(1) =1e° =1,if'(a) = f'(1) =2e° = 2.
Per tant la recta tangent és[y]| = 2+ (x — 1) + 1[= 2x — 1]

b) Com que la funcié f és derivable en tot el seu domini, la funcid creixera alla on la
derivada sigui positiva i decreixera alla on la derivada sigui negativa.

Tenim que f'(x) = (1 + x)e*~1. Mirem si la funci6 s’anul-la en algun punt.
f'(x) = 0 porta a que 1+x =0 i per tant x = -1.

Six<—-1=>1+x<0= f'(x) < 0iper tant la funcio és decreixent.
Six>-1=>1+x>0= f'(x) > 01iper tant la funcié és creixent.

La funcio és decreixent en 1’interval (—oo, —1) i és creixent en I’interval (—1, o).

Pautes de correccié:

Apartat a)

0,25 punts per la féormula de la recta tangent.

0,25 punts pels calculs de fla) 1 f'(a).

0,25 punts per la substitucio

0,25 punts per I’equacio6 final.

Apartat b)

0,25 punts pel plantejament a partir del signe de la funci6 derivada.
0,25 punts pel punt on s’anul-la la derivada.

0,25 punts per I’interval on la funcid és decreixent.
0,25 punts per I’interval on la funci6 és creixent.
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4. Responeu a les qiiestions segiients.

a) Calculeu totes les matrius de la forma A = (731 _02) que satisfan la igualtat A% + A =

21, en que [ és la matriu identitat | = (é (1))

[1 punt]

b) Justifiqueu que si 4 és una matriu quadrada que compleix la igualtat A% + A = 21,
aleshores A4 és invertible, i calculeu ’expressio de A~ en funci6 de les matrius 4 i /.

[1 punt]

Resolucio:
a) Laigualtat matricial que es planteja és

(22 G 2+ Gy 2)=2( )
(G D)l =G 2)
6 -G 2

que observem que és una igualtat que es compleix per a qualsevol valor de m.

Per tant, totes les matrius de la forma (T}l _02) satisfan la igualtat.

b) La igualtat de I’enunciat, traient factor comu, es pot reescriure aixi:

A-(A+D=21=A+D-A

és a dir
A(A+I)_I_(A+I)-A
2 T 2
A+1_I_A+I
2 2

Amb aixo ja tenim que la matriu 4 €s invertible ja que hem trobat una matriu, en el nostre cas
A+]

2
A=

, que multiplicada per la dreta i per I’esquerra per A dona la matriu identitat. Per tant,
A+l
T

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per les primeres operacions matricials.

0,25 punts per les segones operacions matricials.

0,5 per identificar la igualtat terme a terme i concloure que la igualtat és certa independent de m.
Apartat b)

0,25 punts per la factoritzacio.

0,25 punts per la deduccio de la invertibilitat.

0,25 punts per I’expressio de la matriu inversa.

0,25 punts per I’argument que el producte ha de ser per la dreta i per I’esquerra.
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5. Considereu el tetraedre que té per vertexs el punts 4 = (x,0,1), B = (0x,1),
C=(3,0,00iD=(0,x,0) amb 0 <x <3.
a) Comproveu que el volum del tetraedre és donat per 1’expressio
V(x) = < (—x? + 3%).
[1 punt]
b) Determineu el valor de x que fa que el volum sigui maxim i calculeu aquest volum
maxim.

[1 punt]
Resolucio:
a) El volum del tetraedre de vertexs ABCD es pot calcular amb I’expressio
1 —_— — ——
V=g |det(AB, AC, AD)|

Calculem els tres vectors arestes: AB = (—x,x,0), AC = B3—x0-1)i AD = (—x,x,—1).
Per tant

1 e 1]l 3—x —x 1
V(x) :g|det(AB,AC.AD)| =zl * 0 x =€|x2—x2+x(3—x)|
0 -1 -1

—g|x( —x)|

Ara bé observem que 0 <x < 3 i per tant I’expressio x(3 — x) sera sempre positiva i aleshores el
seu valor absolut sera x(3 — x).

Tenim doncs V(x) = %(x(?) -x)) = %(—x2 + 3x), com voliem demostrar.

Observacid: El volum es pot calcular també a partir de 1’area del triangle de la base i de I’alcada
del tetraedre. La puntuaci6 en aquest cas, que és una mica més llarg, es repartira per igual entre
els diferents passos.

b) Per a obtenir el volum maxim buscarem un punt que anul-li la derivada primera i que faci
negativa la derivada segona.

V(x) = %(—x2 + 3x),
V'i(x) =z (-2x +3)i
" 1 -1
|74 (X) = g(—Z) = ?
Els punts singulars vindran d’anul-lar la primera derivada.
Resolem I’equaciéo —2x + 3 = 0 d’on obtenim que hi ha un unic candidat que és x = %

Com que en substituir la derivada segona ens dona negatiu, tenim

3. .
x =7 hi ha el maxim que se’ns demana.

I el volum maxim V (g) = %(— G)Z +3 G)) == (— + —) = % . % = gunitats cubiques
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Pautes de correccié:

Apartat a)

0,50 punts pel calcul dels vectors aresta.

0,25 punts pel calcul del determinant (sense arribar al calcul del valor absolut)

0,25 punts per I’argument del valor absolut a partir del signe del resultat del determinant.
Apartat b)

0,25 punts per les derivades.

0,25 punts pel plantejament d’anul-lar la derivada primera.

0,25 punts pel valor de x que maximitza el volum.

0,25 punts pel volum maxim.

6. Siguin les paraboles f(x) = x? + k?1i g(x) = —x% + 9k2.
a) Calculeu les abscisses, en funcio de £, dels punts d’interseccid entre les dues paraboles.
[1 punt]
b) Calculeu el valor del parametre £ perque I’area compresa entre les paraboles sigui de
576 unitats quadrades.
[1 punt]

Resoluci6:

a) f(x)=x2+k?ig(x) =—x%+9k2.

Es directe observar que la parabola f{x) és la parabola elemental x* desplagada k* unitats, mentre
que la parabola g(x) és la parabola elemental -x*, desplacada 9% unitats, totes dues simétriques
respecte 1’eix de les ordenades i de manera que al voltant de 1’origen la parabola g(x) esta per
sobre de la f{x). (Un dibuix ho il-lustra forga bé).

Calculem les abscisses dels punts intersecci6 igualant Afx) = g(x) 1 obtenim

x2 + k% = —x? + 9k?, o sigui 2x? = 8k?, per tant|x = +2k|.
b) L’area compresa entre les dues paraboles sera doncs

2k 2k 2k
A= f [(—x? +9k2) — (2 + k2)]dx =2 | (—2x2+8kB)dx =4 [ (—x? + 4k?)dx
-2k 0 0

x3 x=2k 8k3 64k3
=4 -2 4 4k2x —4( -2 18k3)= .
3 o 3 3

. . . s ., 64k3
Per tant, el valor que demana 1’enunciat haura de satisfer I’equacio - = 576.

K =27 = [(=3]

Observacio: També es valorara com a correcte si el plantejament de les funcions en I’integrant
no té en compte quina esta per sobre de quina pero es discuteix al final el signe del resultat. Per
tant, la puntuaciéo pot ser la maxima sense haver representat cap figura ni haver discutit la
posicio relativa, sempre que s’indiqui correctament que cal prendre el valor absolut del resultat
de la integral.
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Pautes de correccio:
Apartat a)

0,5 punts pel plantejament de la igualtat a resoldre.
0,5 punts per 1’obtencio de les dues abscisses 2k i -2k.

Apartat b)

0,25 punts pel plantejament de la integral.
0,25 punts pel calcul de les primitives.
0,25 punts per la regla de Barrow

0,25 punts per la solucio final.




