ESERCIZI SUI PIANI
D1CoMAT LAB - UNIVERSITA DI TRENTO

Esercizio 1.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane del piano 7 passante per il punto A = (2,0,1) e perpendi-
colare alla retta r: (z,y,2) = (2+ 2t,1,¢).

b) Determinare il punto di intersezione tra 7 e r.

¢) Trovare un’equazione cartesiana del piano 7’ parallelo al piano 7 e passante per il punto C = (0, 1, 2).

SOLUZIONE:

a) La retta r ha equazione parametrica r : (z,y,2) = (2,1,0) + (2,0, 1)¢, quindi ha direzione v(2,0,1) e un
piano ad essa perpendicolare ha equazione del tipo 2z + z = d.
Imponendo il passaggio per A, o equivalentemente calcolando A - v, si ottiene d = 5. Infine il piano 7
cercato ha equazione cartesiana

m: 2x+2=5
Un’equazione parametrica di 7 si puod ottenere ponendo due variabili uguali a due parametri s e ¢
=1
T dy=s = 7w (x,y,2) = (t,8,5 —2t) =(0,0,5) + (1,0, —2)t + (0,1,0)s Vs,t € R
z=5—2t

Notiamo che i due vettori (1,0,—2) e (0,1,0) sono paralleli al piano 7, ovvero ortogonali a v = (2,0,1),
infatti (1,0,—2) - v =(0,1,0) - v = 0. Il punto A(0,0,5) ¢ un punto di 7 (che si ottiene quando s =t = 0).
Le due rette 1 : (z,y,2) = (0,0,5)+¢(1,0,-2) ery : (x,y,2) = (0,0,5)+s(0,1,0) sono due rette contenute
in 7.

b) Per trovare il punto di intersezione tra r e m basta mettere a sistema le equazioni ottenute, ovviamente
tenendo per 7 ’equazione cartesiana:

T=2+2t T =2+2t t=1%
=1 =1 =12 12 1
ram: {7 =Y {75 Srnr=H-= —,1,=
z=1 z=t y=1 5 )

20 +2=5 2(24+2t)+t=5 z=1

Notiamo che il punto H ¢ la proiezione ortogonale di A su r.
¢) Un piano parallelo a 7 ha ancora equazione del tipo 2z + z = d.
Imponendo il passaggio per C, o equivalentemente calcolando C - v, si ottiene d = 2. Infine il piano 7’
cercato ha equazione cartesiana

o 24 z=2
O

Esercizio 2. Determinare un’equazione della retta r passante per il punto A(1, —4,—2) e perpendicolare al piano
m: rz+y—3z=15.

SOLUZIONE:

Sappiamo che la direzione ortogonale a m pud essere descritta dal vettore v (1,1, —3). Di conseguenza le retta
cercata, passante per A e di direzione v | ha equazioni parametriche

r=1+t
r: (x,y,2)=A+tvy, =(1,-4,-3)+t(1,1,-3)=(1+¢t,—-4+¢t,-3-3t) = r:y=-4+t VteR
z=-3-3t

Esercizio 3. Si considerino i piani 71, w9, w3 di equazioni

m : z2—3=0

m rx+y+2=0

w3 3r+3y—2z+9=0
e la retta r = m N .

a) Si stabilisca se il piano 73 contiene r.
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b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano 74 passante per l'origine e contenente r.

SOLUZIONE:

Calcoliamo un’equazione parametrica di r = my N mo:

r=-2-1
-3=0
z = r:qy=t = r: (z,y,2) =(-2,0,3)+(-1,1,0)t ViteR
z+y+2=0 3

z =

a) Un modo per verificare se w3 contiene r ¢ di controllare se 73 contiene due qualsiasi punti di r. Dall’equazione
parametrica di r, assegnando per esempio i valori t = 0 e t = 1 otteniamo i punti A(—2,0,3) e B(—3,1,3)
di 7. Quindi 73 contiene A e B se:
3-(-2)+3:-0—-34+9=0 e 3-(-3)+3:-1-34+9=0

Siccome entrambe le condizioni sono verificate A e B, e di conseguenza 7, sono contenuti in 3.
In alternativa potevamo direttamente sostituire ’equazione parametrica di r in 73:

3(—2—t)+3() -34+49=0 — 0=0

Poiché I’equazione ¢ verificata per ogni valore di ¢, ogni punto di r, e di conseguenza tutta r, appartiene a
URE
b) Un piano 74 contenente 7 contiene i suoi due punti A e B. Si tratta quindi di trovare un’equazione del piano
per A, B e lorigine.
Risolviamo l'esercizio in tre modi differenti.
(1) Poiché chiede l'equazione cartesiana la cosa piu semplice ¢ forse considerare la generica equazione
cartesiana e imporre il passaggio per i tre punti:

—2a+3c=d a= %c
ar+by+cz=d = {-3a+b+3c=d ={b=3c
d=0 d=0
Possiamo ora scegliere un valore di c¢. Ponendo ¢ = 2 otteniamo
a=3
b=3
= my: 3x+3y+22=0
c=2
d=0

(2) In alternativa potevamo ricavare l'equazione parametrica e da questa ricavare I’equazione cartesiana.
Poichée A=A -0 = (-2,0,3) e B= B — 0 = (—3,1,3) sono due vettori paralleli a 74, otteniamo
I’equazione parametrica di m4:

r=—2t—3s
7y (2,y,2) =(0,0,0) + (—=2,0,3)t + (—=3,1,3)s my: (y=3s Vs, t € R
z=3t+3s
Eliminando i parametri s e ¢t otteniamo
$=Y s=Y
r=-2t—-3y = tz%w = my: 3r+3y+22=0
z=3t+3y =323 4 3y

(3) In alternativa ancora potevamo sfruttare il fatto che A = (—2,0,3) e B = (—3,1,3) sono due vettori
paralleli a w4 per cercare la direzione ortogonale ad entrambi e quindi anche a m4. Per esempio tutti i
vettori del tipo v(3,b,2) sono ortogonali ad A in quanto A - v = 0. Imponendo l'ortogonalita tra B e
v ottenaimo —9 + b+ 6 = 0, quindi b = 3. Infine la direzione ortogonale a w4 pud essere descritta da
v=v, = (3,3,2) e m4 ha equazione del tipo 3z + 3y + 2z = d. Dal momento che passa per l'origine
otteniamo m4 : 3z 4 3y + 2z = 0.

O

Esercizio 4. Si considerino le rette r1, 79,73 di equazioni
r1 o (z,y,2)=3t+1, —t, 3t+1)
ro ¢ (z,y,2) = (s, 2, 5)
rg ¢ (z,y,2)=(1, h, 1 —h)
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a)
b)

c)
d)

Si determini un’equazione del piano 7w contenente le rette r1 e ra.

Si stabilisca se il piano 7 contiene r3.

Si calcoli la proiezione ortogonale del punto P(1,2,0) sul piano 7 e la distanza di P da .
Si calcoli la proiezione ortogonale del punto P(1,2,0) sulla retta r3 e la distanza di P da r3.

SOLUZIONE:

a)

Notiamo che
r1 : (z,y,2)=3t+1, —t, 3t+1)=(1,0,1) 4+ (3,—-1,3)¢t
ro @ (z,y,2) = (s, 2, s) =(0,2,0)+ (1,0,1)s
quindi r; ha direzione v1(3,—1,3) e r9 ha direzione va(1,0,1). Di conseguenza le due rette non sono

parallele in quanto i rispettivi vettori direzione non sono uno multiplo dell’altro. Le due rette sono comunque
complanari in quanto si intersecano:

dt+1=s 5
§=—
=29 = {t ) = riNryg = A(-5,2,-5)
dt+1=s N
A questo punto possiamo direttamente scrivere un’equazione parametrica di 7, in quanto le direzioni vi e
vo sono parallele a 7 e il punto A ¢ un punto di 7. Quindi il piano cercato ha equazione parametrica:
r=—-5+3t+s
m: (z,y,2) = (-5,2,-5)+ (3,-1,3)t + (1,0,1)s = 7: y=2—t Vs, t € R
z2=-54+3t+s
Eliminando i parametri otteniamo facilmente 1’equazione cartesiana
T x—2=0

Il piano poteva essere cercato in pitt modi come nel precedente esercizio.

Un modo per verificare se m contiene 73 & di controllare se 7 contiene due qualsiasi punti di r3. Dall’equazione
di r3, ponendo per esempio h = 0 o h = 1, otteniamo i punti B(1,0,1) e C(1,1,0) di r3. Quindi 7 contiene
B e C se:

1-1=0 e 1-0=0

Il punto B appartiene quindi a 7, ma il punto C' ¢é esterno a 7w e di conseguenza rs non & contenuta in 7.
Anche se non richiesto, abbiamo ottenuto che 7 e r3 si intersecano in B(1,0,1).

La proiezione ortogonale di P su w € il punto di intersezione tra 7 e la retta s per P ortogonale a 7.
Determiniamo quindi la retta s per P ortogonale a . Dall’equazione cartesiana x — z = 0 di 7, sappiamo
che la v (1,0,—1) é ortogonale a 7. Di conseguenza s, che ha direzione v e passa per P, ha equazione

r=1+t
s: (z,y,2) =(1,2,0)+ (1,0,—-1)t = y=2 vVt eR
z=—t

La proiezione ortogonale di P sul piano 7 é quindi il punto H di intersezione tra s e m:

=2 =2 =2
H=7mNs: 4 = 4 = 4 1
z=—t z=—t z=3
x—2z=0 1+t+t=0 t=—3

Infine la proiezione cercata ¢ il punto H (%, 2, %)
La distanza di P dal piano 7 é data dalla lunghezza del segmento PH:

wo=ri () (4) - ¥

Si calcoli la proiezione ortogonale del punto P(1,2,0) sulla retta r3 & il punto di intersezione tra r3 e il piano
7' passante per P e ortogonale a r3. Caloliamo quindi 7’. Sappiamo che 73 ha direzione v (0,1, —1), quindi
7’ ha equazione del tipo y — z = d. Imponendo il passaggio per P, o calcolando vz - P, otteniamo

/

T y—z=2
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Possiamo ora calcolare la proiezione k di P su r3 intersecanto r3 e 7':

=h =h =3
Y . JY )Y 2
z=1—h z=1—h z2=—3
_ _ _ 3
y—z=2 h—1+h=2 h =3
La proiezione di P su r3 é quindi il puntoK(l,%,—%).

Infine la distanza di P da r3 é data dalla lunghezza del segmento PK:

o7 () () -5

O
Esercizio 5. Nello spazio si considerino la due rette di equazioni:
r=1+t r=1-s
r: sy=1—t¢t VteR St syYy=s Vs eR
z=3 z=—142s

a) Mostrare che le due rette sono sghembe.
b) Determinare un’equazione del piano 7w contenente la retta r e parallelo alla retta s.

SOLUZIONE:

a) Due rette del piano sono sghembe se non sono parallele e non si intersecano.

Notiamo che
r: (z,y,2) =(1,1,3) + (1,-1,0)t
s: (x,y,2) =(1,0,-1)+ (-1,1,2)s

La retta r ha direzione v, (1, —1,0) mentre s ha direzione vg(—1, 1, 2). I due vettori hanno differente direzione
quindi le due rette non sono parallele. Inoltre se calcoliamo r N s otteniamo

r=1+t

=1-t

Y 1—s=1+t 5= —t
z=3

rns: = s=1-—t = s=—t+1
r=1-—s
—-1+2s=3 s =

y=s
z=—1412s

Poiché le prime due equazioni si contraddicono il sistema non ammette soluzione, quindi le due rette non si
intersecano.

Di conseguenza r e s sono sghembe.
Poiché 7w contiene r, deve essere parallelo a r e passare per un punto di r.

Ponendo ¢ = 0 nell’equazione di r otteniamo il punto A = (1,1, 3) di r.

Abbiamo appena osservato che le due rette hanno rispettivamente direzione v,(1,—1,0) e vg(—1, 1, 2) che
sono quindi vettori paralleli a 7. Di conseguenze un’equazione paramentrica di 7 é data da:

r=14+t-s
m: (z,y,2) =(1,1,3) + (1,-1,0)t + (-1,1,2)s = 7w: < y=1—t+s Vs, teR
z=3+2s

Per ottenere un’equzione cartesiana bisogna risolvere il sistema, eliminando i parametri s e t. In questo caso
si ottiene facilmente ’equazione

T rx+y=2
Notiamo che dall’equazione cartesiana vediamo che 7 & ortogonale a v (1,1,0) e si verifica facilmente che
tale vettore ¢ effettivamente ortogonale ai due vettori v(1,—1,0) e vs(—1,1,2), paralleli a 7:
vy - vpe=1-141-(-1)+0-0=0
Vi Ve=1-(-1)+1-1+0-2=0



