Atividades relacionadas a ‘ManjarBrancoG’

Neste conjunto de atividades esta mobilizado o estudo da fungdo ‘manjar branco’,
isto é, a funcdo que o dominio é o intervalo fechado [0,1] e assume valores no
conjunto dos ndameros reais. Essa fungéo é definida como o limite da seguinte série

de funcdes:

b0 =3 1,(9
sendo fi: [0, 1] — K, definida por fi(x)zﬁf(z‘l-x), i=1,2.ef(x)=dXx Z). E a
aplicacao ‘ManjarBrancoG’.
Propde-se:
1) Selecionando-se apenas a opg¢ao ‘Funcédo continua e ndo diferencidvel em um
numero finito de pontos’ e utilizando o mouse, faca o seguinte:

a) Mova o controle deslizante n para 3, observe o grafico e responda: para
quais valores do dominio a funcao f3 ndo é diferenciavel?

b) Movimente o controle deslizante, para outros valores e conjecture o que
acontece com a quantidade de valores do dominio de f;, para qualquer i, para
0s quais a fi ndo seja diferenciavel?

2) Selecionando-se apenas a opc¢ao ‘Sequéncia de fungdes continuas e nao
diferenciaveis’, serdo exibidos, na Janela de Visualizacdo, n funcbes que séo
continuas e nado diferenciaveis. Movimente o ponto A, perceba que aparece um
conjunto de pontos sobre os graficos das fi que tém a mesma abscissa de A.

a) Movimente o controle deslizante para o valor n = 4 e posicione o ponto A em
X = 0,5. E analise o comportamento das fi, i = 1, 2, 3, 4, quanto a
diferenciabilidade nesse ponto.

b) Repita o processo do item anterior, porém, alterando o ponto A para
x = 0,625. E analise o comportamento das f, i = 1, 2, 3, 4, quanto a
diferenciabilidade nesse ponto.

c) Repita o processo do item a), porém, alterando o ponto A para x = 0,875. E




analise o comportamento das fi, i = 1, 2, 3, 4, quanto a diferenciabilidade nesse
ponto.

d) Conjecture o seguinte: se calcularmos f; + f, + f3 + f4, podemos afirmar que a
funcdo resultante sera diferenciavel em x = 0,57 E em x = 0,625? E em
x =0,8757?

3) Selecione a opgao ‘Representacdo da soma dos termos da sequéncia de funcdes’
e observe o gréfico da funcdo que surge na Janela de Visualizacdo 2. Nessa Janela
tem um ponto que ndo permite que seja movimentado, porém, ele € dependente do
ponto A da Janela de Visualizacdo. Responda as seguintes questdes:
a) A funcdo que é representada na Janela de Visualizagdo 2 é diferenciavel em
X =0,5?

b) E em x = 0,625?

c) Eem x =0,875?

4) Com todas as opc¢des disponiveis selecionadas, observe todas as representacdes
gue aparecem nas duas Janelas.
a) Preencha a tabela de acordo com o que é observado.

Quantidades de  “bicos” que | Quantidades de “bicos” que
«-» | @parecem na representacdo grafica | aparecem na representacdo grafica
Valor de “n ~ ~
da fungéo, apresentada na Janela de | da fungéo, apresentada na Janela de
Visualizagcéo Visualizacdo 2
1
2
3
4

b) Se fizemos n tender a infinito, conjecture o que acontece com a quantidade de




valores nos quais a funcéo, representada na Janela de Visualizacdo 2, ndo seja
diferenciavel?

5) Movimente controle deslizante para n = 30, espere um pouco, essa € a
representacdo maxima que o software suporta da sequéncia de fungées cujo limite é
uma funcao continua e néo diferenciavel. O software tem uma restricao, ou seja, fica
muito instavel para essa quantidade de termos e ndo conseguimos utilizar a
ferramenta zoom para observar com detalhes essa representacdo grafica da funcao.




Atividades relacionadas a ‘ManjarBrancoG’ — com respostas

Neste conjunto de atividades estd mobilizado o estudo da fungédo ‘manjar branco’,
isto é, a funcdo que o dominio é o intervalo fechado [0,1] e assume valores no
conjunto dos numeros reais. Essa funcéo € definida como o limite da seguinte série

de funcdes:
() = (9

sendo fi: [0, 1] — %, definida por fi(x)=%f(2‘1-x), i=12.ef(x)=dXx Z). E a

aplicacao ‘ManjarBrancoG’.
Propoe-se:
1) Selecionando-se apenas a opg¢ao ‘Funcdo continua e ndo diferencidvel em um
numero finito de pontos’ e utilizando o mouse, faca o seguinte:
a) Mova o controle deslizante n para 3, observe o grafico e responda: para
quais valores do dominio a funcao f3 ndo é diferenciavel?

(Resposta esperada: 0,125; 0.,25: 0,375: 0,5: 0,625: 0,75;: 0,875)

b) Movimente o controle deslizante, para outros valores e conjecture o que
acontece com a quantidade de valores do dominio de f;, para qualquer i, para
0s quais a fi ndo seja diferenciavel?

(Resposta esperada: A quantidade de valores nos a funcdo fi aumenta a

medida que n aumenta).

2) Selecionando-se apenas a opc¢do ‘Sequéncia de funcbes continuas e nao
diferenciaveis’, serdo exibidos, na Janela de Visualizacdo, n funcdes que sao
continuas e ndo diferenciaveis. Movimente o ponto A, perceba que aparece um
conjunto de pontos sobre os graficos das fi que tém a mesma abscissa de A.

a) Movimente o controle deslizante para o valor n = 4 e posicione o ponto A em
x = 0,5. E analise o comportamento das f, i = 1, 2, 3, 4, quanto a
diferenciabilidade nesse ponto.

(Resposta esperada: As funcdes f; parai = 1,2,3,4 ndo sdo diferenciaveis

em x =0,5.)

b) Repita o processo do item anterior, porém, alterando o ponto A para

x = 0,625. E analise o comportamento das fi, i = 1, 2, 3, 4, quanto a
diferenciabilidade nesse ponto.

(Resposta esperada: Existem duas funcdes que sdo diferenciaveis em




X = 0,625 e outras duas que ndo sao diferenciaveis nesse ponto.)

c) Repita o processo do item a), porém, alterando o ponto A para x = 0,875. E
analise o comportamento das fj, i = 1, 2, 3, 4, quanto a diferenciabilidade nesse
ponto.

(Resposta esperada: Existem duas funcdes que sdo diferenciaveis em

X = 0875 e outras duas que nao sao diferenciaveis nesse

ponto.)

d) Conjecture o seguinte: se calcularmos f; + f, + f3 + f4, podemos afirmar que a
funcdo resultante sera diferenciavel em x = 0,5? E em x = 0,625? E em
x =0,875?

(Resposta pessoal)

3) Selecione a opgao ‘Representacdo da soma dos termos da sequéncia de funcdes’
e observe o gréfico da funcdo que surge na Janela de Visualizacdo 2. Nessa Janela
tem um ponto que ndo permite que seja movimentado, porém, ele € dependente do
ponto A da Janela de Visualizacdo. Responda as seguintes questdes:
a) A funcdo que é representada na Janela de Visualizacdo 2 é diferenciavel em
X =0,5?

(Resposta esperada: Nao é diferenciavel.)

b) E em x = 0,625?
(Resposta esperada: Nao é diferenciavel.)

c) Eemx =0,875?
(Resposta esperada: Nao é diferenciavel.)

4) Com todas as opc¢des disponiveis selecionadas, observe todas as representacées
gue aparecem nas duas Janelas.
a) Preencha a tabela de acordo com o que é observado.

Quantidades de  “bicos” que | Quantidades de “bicos” que
«.» | aparecem na representacdo grafica | aparecem na representacdo grafica
Valor de “n ~ ~
da funcdo, apresentada na Janela de | da fungéo, apresentada na Janela de
Visualizagdo Visualizagdo 2
1 (Resposta esperada — 1) (Resposta esperada — 1)
2 (Resposta esperada — 3) (Resposta esperada — 2)
3 (Resposta esperada — 7) (Resposta esperada — 5)
4 (Resposta esperada — 15) (Resposta esperada — 11)

b) Se fizemos n tender a infinito, conjecture o que acontece com a quantidade de




valores nos quais a funcéo, representada na Janela de Visualizacdo 2, ndo seja
diferenciavel?

(Resposta esperada: A gquantidade de valores nos quais a funcdo nao é

diferenciavel tende ao infinito.)

5) Movimente controle deslizante para n = 30, espere um pouco, essa € a
representacdo maxima que o software suporta da sequéncia de fungées cujo limite é
uma funcao continua e néo diferenciavel. O software tem uma restricao, ou seja, fica
muito instavel para essa quantidade de termos e ndo conseguimos utilizar a
ferramenta zoom para observar com detalhes essa representacdo grafica da funcao.




Demonstracdes que a funcédo b é continua e nédo diferenciavel.

Seja a funcdo manjar branco, denominada por b, é definida por
b(x) =2 (%)
i=1

Sendo que fy: [0, 1] — I, definida por f,_(x) =% fe"'-x)ef. B> K é

definida por f(x) = d(x, Z). A funcéo b é continua.

Considere o fato que se uma funcdo h satisfizer |h(x) — h(y)] < |x = |,
v X,y € K entdo a funcdo h é continua. Esse fato ocorre com a funcéao f, pois sejam
X ey € & arbitrarios, como [f(x) — f(y)| = |d(x, Z) — d(y, Z)| < |d(x, 2) — d(y, 2)| pela
maneira como f é definida é possivel afirmar isso para qualquer z real e como d é
uma norma de E, temos que € valida a seguinte propriedade
|[d(x, 2) — d(y, 2)] < d(x, y) =[x —y|. Logo, & possivel concluir que [f(x) — f(y)] < [x =Y.
Logo f é continua.

Entdo considere que f. = f og,, sendo que g: B— E, g,(x)=2""x. Como g, e f

sdo funcgdes continuas entéo f; € uma funcéo continua para VieH.
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Outro fato é qgque a série numérica [Z(lj j e Convel’gente. Como
2

n=1 meN
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fi(x)g(%j para VieM, é possivel concluir que a série de funcdes LZ fi]
neN

i=1

converge uniformemente para a funcdo b e isso implica que a funcao b é continua.

A funcéo b nao é diferenciavel.

Para mostrar que a funcao b ndo é diferenciavel, sera considerado o seguinte
resultado:

Seja h: [a, b] — E, (uy) e (vn), coOmusE€[a, b], Vn €M, evyE[a, b],Vn €H,
sequéncias tais que u, < X < v, (com u, < vp). Se h € uma fungcédo continua e h’
existe, entao

h(v,)-h(u,) ..
v —u, —h'(x)

Considerando esse resultado para mostrar que uma funcdo nao é
diferenciavel, é necessario construir duas sequéncias que contradizem esse

resultado.



Seja x um numero fixo, b: [0,1] — & a funcdo manjar branco e, por absurdo,
suponhamos que b’(x) existe.

Seja D:{i-2‘m I,minteiros }m[O,l] e para cada nimero i 2", para m e i inteiros,

2@i2™=i2K™Me 2% ™€ Z para todo k = m. Se f: kE— I, é definida por
f(x) = d(x, Z) e p um inteiro entdo f(p) = 0.

Seja Um, Vimem D, sendo que up = (i—1)2™, ,vm=i2™" e i & um inteiro que
garanta a seguinte relacdo Uy, < X < Vp,. Nesse caso, Vm— Uy =2 € Vip— Uy — 0.

E fato que a soma parcial da série é dada por

LA
bm(uk) :Z k1 fk(uk)
a2
Se XG[Zkum,Zkvm] entdo Xe[i_ | } para 0<k <m
2k—m 2k—m

fm(vm)_ fm(um) i f(zk 'Vm)_ f(2k 'um) _ +2

. —— =11
v, —Uu, 2 v, —U, 2"

Por essa razao,
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v, — U,

A série iil é divergente. Esse fato contradiz a suposi¢do que b’(x) existe.

k=1
Desde que x€[0,1] é arbitrario, € possivel concluir que a funcdo b ndo é

diferenciavel em nenhum ponto do dominio.



