Wahrscheinlichkeit eineRunbeim Munzwurf

Ein Runder Langen beimn-maligen Werfen mit einer Minze & m) soll heil3en, dass genau
m-mal hintereinander Wappen bzw. Zahl geworfen widsucht wird die Wahrscheinlichkeit
fur mindestens eineRunvorgegebener Lange. Auf Grund der Symmetrie ddallBaxperi-
mentes kann auf die Kenntnis verzichtet werderzugsst Wappen oder Zahl geworfen wurde;
dern-malige Munzwurf kann dann allein durch wechseigeiAngabe der Anzahlen von Wap-
pen und Zahl charakterisiert werden. Zum Beispietidutet firn = 6 die Zahlenfolge
(2;1;1; 2) entweder WWZWZZ oder ZZWZWW. Bis auf den hieraasultierenden Faktor
zwei kdnnen daher alle-maligen Munzwdurfe durch die Zerlegungen womn Summanden
dargestellt werden. Fir das Beispiek 6 sind das die Summen:

1+1+1+14+1+4+1 [1]
2+1+14+1+1 [5]
242+1+1 [6]
24242 [1]
3+41+1+1 [4]
34241 [6]
3+3 [1]
44141 [3]
442 [2]
5+1 [2]
6 [1]

In eckigen Klammern sind die Vielfachheiten fur diéglichen Umstellungen der Summanden
angegeben. Zusammen mit dem unterschlagenen Faktargeben sich tatsachlich
2:(1+54+46+14+4+6+1+3+2+2+1)=2-32=64=2°Mdaglichkeiten.

Weiter kann obiger Aufstellung die Wahrscheinlicihk@r einenRunmindestens der Lange
beim6-maligen Werfen entnommen werden:

P_2-(3+2+2+1)

- =25%

Erstaunlicherweise konnen die Anzahlen verschiad8nenmen nter Berlcksichtigung der
Reihenfolge der Summandenit beschrankten Summanden rekursiv bestimmt ever®er
Autor Holger Stephan der zitierten Datei gebrawt#d Bild einem-stufigen Treppe, die in
mehreren Schritten zu ein, zwei, drei etc. Stufehesnmal gestiegen wird. Die Anzahl der

Stufen, die maximal auf einmal genommen werderetisizerde mitn bezeichnet. Die Anzahl

der Moglichkeiten, dier-stufige Treppe mit dieser Beschrankung zu steigemde mitf,,(l")

L vgl. https://lwww.wias-berlin.de/people/stephan/Komdf — Aufgabe 13



bezeichnet. Dann ergibt sich je nach der Weiteadtsten Schrittes folgender Baum flr die
weiteren mdglichen Anzahlen:
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Es muss daher gelten:

Tr(ln) f(n 1)+f"(ln2)+ +f (nm) Z (n—k)

In obiger Formel ist fuk > n der Summan(f(n 2 gleich null zu setzen. Wie nachfolgend

dargelegt wird, gilt weiter fim < m die Be2|ehung‘(”) = 2""1 Um dies zu zeigen, sind die
Folgen von Wappen und Zahl geeigneter. Da im vgelnelen Falle die obere Schrankeder
Summanden groRer als die Gesamtanzatér Wiirfe ist, werden durch die Summen stets alle
Folgen von Wappen und Zahl — bis auf den oben angelsenen Faktor zwei — realisiert. Somit

folgt wie behauptef™ = % 2" = 2n 1,

Fur das Beispiel mit = 6 ergibt sichf,® = 211 = 1undf,™ = ¥1_, ;™ = £ also
rekursivf,” = 1 fir allen € N. Weiter sindf, = 211 = 1 undf,®) = 22~ = 2. Rekursiv

folgt £ =¥2_ [0 = fD 4 £=2 " woraus sich gerade die Fibonaccifolge
1;2; 3;5;8;13; -+ ergibt. Nach analogem Muster errechnet sich digerg 2; 4; 7; 13; 24; -+
far f(”) und alle anderen Werte nachstehender Tabelle:

£© -1
£ =13
f3(6) =24
£ =29
£ =31
fe(ﬁ) =32

Ein Abgleich mit den eingangs aufgefiihrten Summeegengen zeigt die Richtigkeit der be-
rechneten Werte. Ferner kaﬁ,{j’) offensichtlich als Verteilungsfunktion interpretieverden.
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Abschlie3end soll die Wahrscheinlichkeit fir eifrmmindestens der Langebeim50-ma-
ligen Munzwurf bestimmt werden, die diesen Aufsatgpringlich motiviert hat. Rechnet man
mit dem Gegenereignis, so ist die gesuchte Wahirdadteeit

AN

///4////////

0 1 3 5 6 7

2. f(50)
5
~ 950

P=1

Da das Rechnen von Hand flr derart grol3e Zahlehliegh mihevoll ist, habe ich folgendes
Programm in C aufgesetzt:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define NUMMER 50
#define SUMMAND_MAX 5

main()
{
double liste[NUMMER];
int i, j;
int k = SUMMAND_MAX;
for( i = @; i < NUMMER; i++ )
{

}

liste[i] = 0.0;

for( 1 =0; i< k; i++ )

{
}

for( i = k; i < NUMMER; i++ )

liste[i] = pow( 2.0, i );



for( j =0; j < k; j++ )
{

}

liste[i] = liste[i] + liste[i - 1 - j];
}
printf("%.0f\n", liste[NUMMER - 1]);

return 0;

Seine Ausgabe lautet mit den eingangs vorgegelleaemetern256641310658978
Setzt man dies in obige Formel ein, so erhalt neanaistaunlich groRen Wert:
P ~ 544 %

Wenn eine Schulklasse also brav daheim eine MGAzmal geworfen hat, dann sollte etwa
die Halfte einerRunvon mindestens der L&n@gan ihren Aufzeichnungen haben...

Anmerkung:

Der wesentliche Zusammenhang von Zeichenfolgen &dapahl des Minzwurfes und Zerle-
gungen der Wurfanzahl in Summen kann formaler gefesrden. Hierzu erklare man auf der
MengeM,, = {W, Z}™ aller Zeichenfolgen der Langeeine Aquivalenzrelation; zwei Zeichen-
folgenx undy seien aquivalent, wern= y oderx = y, woriny ausy durch Austausch von
W undZ entstehe. Hierdurch zerfal\,, in 2"~ Aquivalenzklassen, auf denen eine injektive
Abbildunge in die Menge endlicher Folgen natirlicher Zahwh= Uj_; N* nach obigem
Muster erklart werden kann. Zur Formalisierung @ieKonstruktion seien fir eix =
(x11x5]-++1x,) € M, die natirlichen Zahlefl = j, < j; < j, < -+ < j; = n so gewabhlt, dass

- farl1 <k <tgilt x; = x; furallej,_, +1 <i < j, undx;, ., # x;,
- x;=xpfurallej,_;+1<i<n.

Dann ergibt dast-Tupel (j; — jolj2 — j1l*lj: — ji—1) € V' das gesuchte Bild untep; es
bliebe noch die Injektivitat vop zu zeigen. Offensichtlich ergibt die Summe detr&ge des
angegebenetrTupelsj; — j, = n. Betrachtet man jetzt noch die Mergg aller t-Tupel inV'
fur t > 1, fur welche die Summe ihrer Eintrdge den Wehat, so bliebe zu zeigen, dass
surjektiv aufV;, abbildet. Auf diese Weise liel3en sich die obiggfirungen strenger fassen.

Einen spannenden anderen Zugang zu den Wertef,l,(}’/)ohieten die Differenzengleichungén.
Zunachst erklart man auf der Mergealler FolgerN — R eine komponentenweiyéddition
+:FXF—->F,(f+9)(§) = f() + g() und eine gkalarg Multiplikation-: R X F — F,
A-)§) =21-f(@§) fur allej € N. Hierdurch wirdF zu einemR-Vektorraum. Weiter erklart
man (Ur eine komfortablere Beschreibung rekursiver Bleangen der Glieder einer Folge

ein &uReres Produkt : R[s] x F — F, ((Z?:o a;s') f) () =2roa; (s"*f)() =

2vqgl. https://www.uibk.ac.at/mathematik/personalfpedifferenzengleichungen_pauer_2009_endversitn.pd



~oa; - f(+ i) mit einem Polynom in. Anschaulich gesprochen bewirkt die &u3ere Multi-
plikation mits’ einenShiftder Folge uni Stellen nach links, wobei die urspriinglichen Giied
f(0), f(1), -+, f(i — 1) ersatzlos verloren gehen. Fir die Fibonacci-Fgliiédeispielsweise
die rekursive Vorschriff(n) = f(n — 1) + f(n — 2), die sich nach einer einfachen Substitu-
tion auch in der Fornf(G+2)=fG+ 1D+ () < (2« =60 + (0«
NG © ((s*?—s—1=f)() =0 fir allej € N schreiben lasst. Mit der Nullfolge :
N — R, ¢(j) = 0 fur allej € N kann man noch kirzer und suggestiggr—s — 1) « f = ¢
schreiben. Offensichtlich gili x ¢ = ¢ fur allep € R[s]. Zusammen mit den nachfolgenden
Rechenregeln kann man daher fir eine gegellmmggengDifferenzengleichung * f = ¢
den Algorithmus der Polynomdivision gewinnbringeauat Berechnung der Folgenglieder ein-
setzen.

Rechenregeln:

(i) +p*xf=@=*f)+@q*f)
(i) @o*xf=px@@=*f)

Beweis:

Die erste Rechenregel ist einfach zu zeigen uneitsen der Definition der aul3eren Multipli-
kation implizit verwendet worden.

Seien nunp =Y ,a,s* und g =Zﬁzobﬁsﬁ. Dann istp:q =Y ¢,sk mit ¢ =

Sarpeiabp und (- @) * £)() = it - £ + k). Weiter sei g()) = (g * )()) =
Shoobg fG+B). Damn st (px(qxf)G) =@+ =Tioa.g(+a) =
2a=00q " (q* ) +a) = XLa=oaq 'Zﬁ:obﬁ f((]"‘ ) +,3) = Z&”:oZ’,}:oaa'bg f(]"‘
(a+ ﬁ)). Die Doppelsumme lasst sich ersetzen durch enfagkie Summation Ubér= o +
B von der unteren Grenze null bis zur oberen Gremzen und es folgieL, X5, aq - bg -
fU+ (@+B) = X0 (Zarp=r aa - bg) - f( + k). Mit den oben definierten Koeffizienten
c folgt (p = (g * () =X e - fFG + k) = ((p-q) » f)(§) fur allej € N und abschlie-
Bendp (g *f)=(-q)*f. [
Es gelte jetzt die Rekursionsformef(j+n) =c,_; - fG+n—-1)++co () =
e fG+k) = (( RSk s®) *f)(j) und es seien Anfangswertg(0) = ay, -,
f(n—1) = a,_, gegeben. Wegefi(j + n) = (s™ * f)(j) und Rechenregel (i) folgt sodann
((s” —Ynzd e sk) « f)(j) = 0 fUr allej € N. Das voranstehende Polynom vom GuatkiRRe
p und wir kbnnen kurzer schreiben« f = o. Zur Berechnung von Gliedelf(j) mitj > n
gebraucht man wegef(j) = (s’ * £)(0) eine Polynomdivisios’ = q - p + r mit einem Po-
lynom r vom Gradedeg(r) < n. Mit den Rechenregeln (i) und (ii) folgt danf(j) =
(s £)0)=((g-p+1)*f)(0) = ((q-p)*f)O) + (r*£)(0) = (q*(p*f))(0) +

(r = £)(0). Im ersten Summanden st f = ¢- und in der Folge audh * ¢ = ¢, also ist ins-

besonderdq * (p * £))(0) = 0. Daher istf(j) = (r * )(0) = X5 d; - f(D) = X750 dy - @
und es genigt fur die Berechnung vdiji) das Restpolynom zu kennen.



Auf eine gesonderte Anpassung an den vorliegend#riRer Folge, die erst mfi(1) startet
wurde bewusst verzichtet. Zur Berechnung ﬁﬁ’t"? ist f,,(lo) stets so zu wahlen, dass die Re-

kursionsformel™ ! = ,,(lm) = ,,(lm‘l) + f,flm‘z) + 4 f"(lm‘m) =2m-2 4 pgm-3 4 .. 414
9 o O =1 erfllt bleibt.

Beispid:

Es soll noch einmayfs(so) = £(50) = (559 * £;)(0) berechnet werden. Die Rekursionsformel

fUrS) = U 4 f U 4 £O) fijhrt auf das Polynomp = s5 —s* —s3 —s2 —s— 1
mit p * fs = o~. Mit geogebraerhélt man in der CAS-Ansicht und dem BefBlivision den
Polynomrest

r = 17180596958496x* + 16595567336576x> + 15445429382977x% +
13184317701200x + 8739089177552.

Daher ist der gesuchte Wert gleich

17180596958496 - f(4) + 16595567336576 - f(3) + 15445429382977 - £(2)
+ 13184317701200 - (1) + 8739089177552 - £(0) =

17180596958496 - 8 + 16595567336576 -4 + 15445429382977 - 2
+ 13184317701200-1 + 8739089177552 -1 =

256641310658978.

Der Wert dieses neuen Zuganges ist vor allem darsehen, dass mit relativ leichten Mitteln
in geogebragearbeitet werden kann.

L:=Division(x"50, x"5-x"4-x"3-x"2-x-1)

L= ¥ oo 1 ax® 18 16 x¥ 431 % 461 3% 1120 57 4236 o0 464 X35 4012 3 £ 1703 3T 4

2 ElementiL, 2}

- 17180596958496 x* + 16595567336576 x° + 15445429382977 x* + 13184317701200 x + 8739089177552

3 K:=Koeffizienten($2)

- K := {17180596958496, 16595567336576,15445420382077,13184317701200,8739089177552}

A Element{k, 1)*8+Element(K, 2)*4+Element(K, 3)*2+Element(k, 4)+Element(K, 5)

-+ 256641310658978

Auf Basis dieser Idee ist dann auchgi®gebraAnwendung,Berechnung der Wkt-Verteilung
in Abhangigkeit von nprogrammiert worden, der nachfolgender Screenrstistammit:



n=6 - - - Wabhrscheinlichkeit: 37.5 %

Im oben zitierten Skript von Franz Pauer wird netcte weitere Idee ausgefthrt, wie die Null-

stellenz,, z,, -+, z,, vonp zur Berechnung voﬁ,([") benutzt werden kénnen. Hierzu werden
diese in die Gleichung™ = q - p + r eingesetzt und das resultierende lineare Gleictaysg

tem in den Koeffizienterb("), rl("), r,g"_)l des Restpolynoms wird gelost. Es ist dgffH =

r 4yl 0. 2(k-1) Firn = 2 erhalt man so beispielsweise Siermel von Binefiir die
Fibonacci-Folge. Iigeogebraerschliel3t sich auf diese Weise ein einfacher dggaur Ent-
wicklung der Wertq‘,,(l") mit wachsendem.

Beispid:
Die Berechnung vo;ﬁs(lo) kann in CAS wie folgt vorgenommen werden:

b CcAs X
4 KomplexeMullstelle (" 3-x"2-x-1)

~ {—0.42 —0.61{,—0.42 +0.61(,1.84}

Z_1=Element{$1,1)

= 7y = —0.42 — 0611

z_2:=Element($1,2)

= 73 = —0.42 +0.611i

4 Z_3:=Element{$1,3)

= z3:= 1.84

giti=z_1M0=a"z_1'2+0'2_1+c

5
= gll: —0.05—-0.01i=(—0.194051i)a+(—0.42—0.61i)b+c
glZ:=z_2M0=a*z_2"2+b*z_2+c

6
= gl2: =0.05+0.01i=(—-0.19—-051)a+(—0424+0610)b+c
gl3:=z_3"10=3%z_3"2+b"Z_3+cC

7

= gl3:443.09=3.38a+1.84b+c

3 KLdse({gH, gl2, gl3} {ab.ch)

- {{a=81.b=68,c=44}}

g Element($8,1)

{a=81.b=068,c=44}

10 Erzetze(c+ b+ a2 %9)

= 274




Fur den BefehNullstelle(<Polynom>)ist gesondert zu beachten, dass eine Liste mitdgean
»x = (--+)" erzeugt wird. Fir die Konvertierung in Nullstailsertez; muss dann die umstand-
lichere Syntax z; := Ersetze(x, {Element(---,---)})" verwendet werden.

Werden die Gleichungen mit der Unbekannteangesetzt, so kann auch die Fofé%) be-
rechnet werden:

» CAS

1 KomplexeMullstelle(x3-x2-%-1)

-~ {-0.42 —0.61{,—0.42+ 0.61(,1.84}

z_1:=Element($1,1)

- zyp:= —0.42 — 0611

z 2:=Element($1,2)

. zp = —0.42 +0.611(

4 z_3:=Element($1,3)

=~ z3:= 184

G1:=z_1'n=a*z_142+b*z_1+c

= Gl: el03-218m —(_ 0104 051{)a+(—0.42 —0.61{)b+c

G2=z_2"n=a*z 242+p*z 2+c

= G2: el 03218 — (919 —0.51{)a+(—0.42 +0.611)b+c

G3=Z_3'n=a"z_3"2+D*Z_3+cC

= G3:e™"=333a+184b+c

KLose(G1, G2, 63}, {ab.c)

{{a = (—0.00 +0.34{) 03218 (0,00 —0.34 () (032180 | 0,18 "0 | — (—0.08 — 0.54 {) {032 | (_0.08 4 0.54 {) {032

Element(58,1)

{a =(—0.00 +0.34() e 03210 4 (.09 —0.34 ) e 032180 4 018061 b = (—0.08 — 0.54 i) e 0321 4 (0,08 | 0.54 i) el -3 218

f_n:=Element{$9 1} 2 + Element($9,2) + Element(38 3}
10 5 :
- fw:2a+b+4c=(0.10—0.02 () -03+218n 4 (g 19 4 0.021) el0I-21Bn | g g7 Q06

11 Folge(Ersetze($10,{n =k} k,1,10,1)

= {2a4+b+c=1,2a+b+c=22a+b+c=4,2a+b+c=7,2a+b+c=13,2a4+b+c=24,2a4+b+c=44,2a+b+c=81,2a+]|

12 L:=Folge(Ersetze(2a + b + c.Element{$11 k)) k. 1,10,1)

= Li={1.2,4.7.13.24,44,81.149,274}

Bedauerlicherweise lassen sich die Gleichungent mighamisch in Abhangigkeit vom er-
zeugen, sodass die Berechnung stets exemplarfsbipeer muss. Zu guter Letzt noch ein Rick-
griff auf das Eingangsratsel von ein&unmindestens der Lange sechs. Zur Abschéatzung sei-
ner Wahrscheinlichkeit in Abhangigkeit von der Ankzéer Minzwirfe benétigt man die Folge

)]
fs(") beziehungsweise die Werk = 1 —%. Der Graph auf der nachsten Seite zeigt die

entsprechenden Werte und ihm kann entnommen wettdsa die fragliche Wahrscheinlichkeit
bereits fum = 45 den Wert vorb0 % ubersteigt.



(]2 G6

06

G8

08

74

0.

S9

09

1]

0g

°14

oy

Se

0¢

°14

0c

Sl

ol

10

co

€0

0

S0

90

L0

80

60



Aus Uberlegungen zu den Augensummen beim Wurfgibesich noch eine weitere Formel

zur Berechnung vofg(so). Die Augensummist dann50 und die Schranke fur die Summanden
ist funf. Offenkundig mussen dann mindestens zelfudiirfen hochsteri® (flinfseitigg W(r-
fel geworfen werden. Dies ergibt die nachstehenogpBlsumme:

s 757

2. 2 v ()(50))

n=10 k=0

Diese ist im CAS vomeogebrasehr leicht berechenbar und ergibt wunschgemalsciemn
bekannten Wert.

» CAS X
1 SummelsSumme((-1*k*nCrin, K*nCr(49-5*k, n-1), k, 0, floor((50-n)5)), n, 10, 50)

+ 256641310658978

Allgemeiner gilt:

w5l
XS VE G

Allerdings erfordert die Doppelsumme erhebliche iRezeit.



