5. Schnitt von Zylinder und Kegel

Aus asthetischen Griunden werde die Kegelachseathse und die Spitze des Kegels als der
Ursprung gewahlt. Dig-Achse verlaufe parallel zu einem gemeinsamen aotZylinder- und
Kegelachse. Der Abstand der Zylinderachse puhchse seis und der Abstand der
Zylinderachse zux-Achse sei t. Ferner sei der von der Zylinderadiggmauer von einer
Parallelen zur Zylinderachse durch den Ursprymmd derz-Achse eingeschlossene Winkel

gleichd mit0 <9 < g Die Radien von Kegel und Zylinder seierundr.

Da jedoch die Zylindergleichunfx — s)? + (y — t)? = r? von einfacherer Gestalt als die
Kegelgleichungr? + y? = (Rz)? ist und sichx mit ihrer Hilfe allein in Abhangigkeit vory
ausdricken lasst, werden die Gleichungen von KegglZylinder zunachst geschrieben nach
einer Drehung um den Winkélum diex-Achse:

(x—s)2+@-t))=r? und
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(x,y,2) (0 cos(V9) sin(ﬁ)) <0 1 0 ) <O cos(V9) —sin(ﬁ)) <y> =0
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& x2 + (cos?(9) — R%sin?(9))y? — 2sin(9)cos(9)(1 + RH)yz +
+ (sin?(9) — R%cos?(9))z* = 0

s x%+ (% (1-R?» + %(1 + Rz)cos(219)> y? — (1 + RH)sin(29)yz +

+ (% (1-R% - %(1 + Rz)cos(219)> z2=0

Diese Gleichung kann als ein@¢hstensquadratische Gleichung inaufgefasst werden mit
x undy als Parameter. Der erste wichtige Spezialfallgrgjich fur
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_ _p2y _ _ 2 — —
2(1 R?) 2(1 + R“)cos(29) =0 & 9= 2arccos (1 2)

Hierfur vereinfacht sich die Kegelgleichung zéi+ (1 — R?)y? — (1 + R®)sin(29)yz =0
und dasin(29) im betrachteten Winkelbereich positiv ist, folgtiver

, . , 5 ) 1_R2 2
(1+R*)sin(29) = (1+R )\/1—(cos(219)) = (1+R%) 1—<1+R2> =

= /(1 +R?)2—(1-R?)?2 =+4R? = 2R

und somit die Gleichung? + (1 — R?)y? — 2Ryz = 0. Flry in den Grenzen — r bist + r
undy # 0 lasst sie sich leicht nachauflésen und man findet die Losungskurve



s+\r7— (7 - 02

y(m) = 1 fur n €[t —r;t+r]\{0}

L ((s+TZ = =D%) + (1 - R)p?

(22— -02) +( m
Die ausgeschlossene Stejle= 0 fiihrte zunachst auf die Gleichungen— s)? + t? = r2 und
x% =0, also auf? + t? = r? als Bedingung fir die Existenz von Schnittpunki@j9|¢) mit
{ER.

Nachfolgend ist diese Lésungsgerade blau eingetréigeR = 1, r =5, s = =3 undt = 4.
Man beachte, dass Zylinder und Kegel um den Wirkelm die x-Achse zurlickgedreht
wurden.

Fiur das weitere seia := %(1 —R?) — %(1 + R?)cos(29) verschieden von null. Die

Kegelgleichung kann dann als eine quadratischecReig inz aufgefasst und mit der
klassischen Lésungsformel geldst werden. Fir dgelkdarige Diskriminantéd (n) mit n €
[t —r;t + r] findet man

D =(1+ Rz)sin(219)r])2 —[(1 =R?») — (1 + R*)cos(29)]

‘[2x2 + (1 = R®) + (1 + RH)cos(209)n?]
Mit der weiteren Abkurzungi := %(1 + R?) — %(1 — R?®)cos(29) lasst sich nach kurzer
Rechnung schreibed () = 2a- (1 + R?)n? — 2a - ((1 — R?) + 2x?). Offensichtlich stellt

wieders = 0 einen Fall dar, den gesondert zu untersucheriaictt. Es ist dann
D) =2a-1+RHn*>-2a-(1-RH+2(r*-(m—-0?)) =
= (2a(1 + R?) + 4a)n? — 8atn — 2a((1 — R?) + 2r% — 2¢?)

Der Vorfaktor vonm? lautet(1 + cos(29))R* — 2cos(29)R? + 3 - (1 — cos(29)) und stellt

eine biquadratische Funktion & mit Parameteros(29) dar. Furd =§ hat er den Wert

cos(29)
1+cos(29)

2R? + 6, also jedenfalls positiv. Fifr < g nimmt er sein Minimum fuR? = an und

2
hat dann den Werfw. Somit ist der Vorfaktor vom? jedenfalls positiv flr

1+cos(29)



cos(29) < g s 9> 1—"2 und aus der Existenz von Nullstellen der Diskriamite D (1)

ergabe sich mdglicherweise ein Ausnahmeintefwgll; no,[. FUr kleinere Winkel schlie3lich
ist das Vorzeichen und damit die Interpretation atigr Nullstellen abhangig voR.

Die Losungskurven sind gegeben durch

£ =G 0F
_ n
v = Ku + RY)sin(20)n + /D) )

2a

worin die ,+“-Zeichen unabhangig voneinander stehen grabhangig vorD (n) das ganze
Intervall [t — r; t + r] oder nuryon den Nullstellen der Diskriminante bestimniteile davon
durchlauft.




Der Fall s # 0 ist nicht mehr so elementar I6sbar, da die Sucheh nNullstellen der
DiskriminanteD () nun auf eine Gleichung vierten Grades flhrt. Alilegs vermagyeogebra
die Losungskurven

TVr2 —(n —t)?

_ n
v = (1 + R?)sin(29)n + /D)
2a

auch in diesen Fallen fiy € [t — r; t + r] darzustellen. Wenn Artefakterdl. Bild unten
auftreten, so kann es helfen, die Grafikansichzw@uschen. Sonst mussten die korrekten
Definitionsintervalle individuell bestimmt werdenyas derzeit leider nichtzgverlassiy
automatisch mdéglich ist. Nachfolgend ist ein soldh&l gezeigt, wobei wieder Schnittkurven
sowie Zylinder und Kegel abschlieBend um den Winkelm die x-Achse zurlickgedreht
wurden, damit eiistarrer Kegel von einenbeweglicherZylinder geschnitten wird.




