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1 De goniometrische cirkel

Goniometrische cirkel & goniometrische getallen

kwadrant 32 kwadrant I goniometrische cirkel: cirkel met middelpunt 0(0,0) en straal r=1
(1, cota 00°
— a = 128°
[)roonnoex — g

(] noofdwaarde: 128°
sin(c)

. [W] dp
a=128° /] Toon coordinaten »  P(cos(c), sin(a))
= cos(128%) = —0.62
\ 0° sin(1287) = 0.79
T o 5z os os 0= Tz
360
[] Toon tan(o)  tan(128°) = —1.28
W] Toon cot(a)
= ot (128°) = —0.7
|¥/| Toon kwadranten cot( ) 0.78
| 270°
kwadrant HIz kwadrant IV

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA

2 De goniometrische getallen

Toon hoekin graden || Toon hoek in radialen

o
o

=[S

(cos(45°), sin(45%)) = ( /2 ,g)

o [ 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

(.0) sin(a) | 0 ; ‘/Ti ‘/73 1 0 -1 0
cos(a) | 1 ‘f ‘f ; 0o -1 o0 1

tan(a) | 0 ‘/T§ 1 V3 7 0 ? 0

cot(a) | 7 V3 1 ‘/Ti [ 0 ?

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA
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3 De Radiaal
3.1 Definitie

a =57.6°
.
p
-~ 1
) definitie @ = 1% als AP = ﬁste van de cirkelomtrek
1 AP = 1.0053 N nier
a=1lradals AP=r =1
A A ] verbana Hoek in graden Hoek in radialen
360° 27 rad = 6.28 rad
180° 7 rad = 3.14 rad
7j zet om
a=57.6" 7 o=10053red o =1.0053 rad —— o =57.6°
180 180
™
5
a=150 = a=om=2618 a=l5 = o = 286.4789°

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3

Relevante hoeken in graden en radialen

Figure 4: https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3
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3.2 booglengte

Booglengte

r=2.48 =70°

R Go

3.03

1.22 rad

l=a-rmet ain radialen!

=1.22%x2.48=3.03

Figure 5: https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3

4 Verwante hoeken

4.1

Punt P kan je verplaatsen

supplementaire hoeken

Jsms () cosinus [ rangens [

(/] radiaen

[ graden

[/] supplementaire hoeken

[] antisupplementaire hoeken

[ ] Tegengestelde hoeken

| complementaire hoeken

| cotangens

sin(m — o) = sin(a)
cos(m — ) = —cos(a)
tan(w — a) = —tan(a)
cot(m — ) = — cot(ax)

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.2

antisupplementaire hoeken

Punt P kan je verplaatsen

[Joraden  [¥/] radialen

O

[] supplementaire hoeken

[/} antisupplementaire hoeken

[ ] Tegengesteide hoeken

| complementaire hoeken

i] sinus (] cosinus [] tangens '7

cotangens

sin(m + ) = —sin(a)
cos(m + o) = —cos(a)
tan(w + ) = tan(a)
cot(m + a) = cot(cx)

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF
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4.3 tegengestelde hoeken

Punt P kan je verplaatsen

tan(a)

pt}

tan(—a)

:] sinus _\ cosinus \z tangens || cotangens

[] graden

/] radiaten

[] supplementaire hoeken
[ ] antisupplementaire hoeken
Tegengestelde hoeken

[ complementaire hoeken

sin(—a) = —sin(a)
cos(—a) = cos(a)
tan(—a) = — tan(a)

cot(—a) = —cot(a)

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.4 complementaire hoeken

Punt P kan je verplaatsen

tan(a)

O

[J graden  [] radialen

[ ] supplementaire hoeken
[ ] antisupplementaire hoeken
(] Tegengesteide hoeken

] complementaire hoeken

(Jeinus [ cosinus [ tangens (] cotangens

wh:
Wenwm(mtw+ﬂ—ﬂ

6 3 6 3 2
. tT —ata=
5 —aenawant o

sin(— — o) = cos(a)

IEISE

cus( 7(1) = sin()

tan(g — a) = cot(a)

cnt(g — a) = tan(a)

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.5 willekeurige verwantschap

sin(a—3)

Duid de hoek van de opgave aan. hier

Kijk nog naar het tekeu, hier sin| o — -;) is negatief en

sin(a—7) = —cos(a)

e o« 12112 oy

Vereenvoudig m.b.v. verwante hoeken

Teken goniometrische cirkel en duid een kieine hoek o in het 1ste kwadrant aan

Duid het goniometrisch getal aan van de gogeven hoek, hier sin(a — ;)

Kijk in het eerste kwadrant naar welk goniometrisch getal van o hier mee overeenstemt, hier

is positiel.

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF
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5 Goniometrische functies

5.1 periodieke functies

Periodieke functies

De breedte van dit patroon wordt de periode P genoemd
-1

——,e
3 verschuif de knoppen tot de grijze balk groen wordt
——
. . - toon
w : .

x =21

———

Een functie f(x) is periodiek met periode P>0 als f(x+P)=f(x) voor alle x

% g
i
.
E Ry CEEEN RN R WERy CEmam 2T\ 5 T e A oa\e A&
X X+P=x+4
-4

Als je naar de grafiek kijkt, dan kan je een patroon herkennen dat zich steeds herhaalt|

Figure 11: https://wuw.geogebra.

5.2 f(x)=sin(x)

Gon. cirkell___

o=30°

A °
/ !‘ R9egy @ = 39°=0681rad

De booglengte van de hoek is de lengte langs de x-as
Dit s een getal, geen graden!

Op deze manier wordt de grafiek getekend met schaal 1:1

sin(39°) =sin(0.681)= 0.629

y=sin(x)

) Toon sinusfunctie

org/m/dgmctbur

keuze = 1

f() = sin(x)
dom f = R =] — 00,400

ber f=[-1,1]

Nulpuntenf :z =0,z =mz=2r>z=k nk€Z

Tekentabel (voor één periode):

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce

5.3 f(x)=cos(x)

a-1210
°

= 121° = 121° -1 = 121°. T

2112 @ = = = 80°

De booglenge van de sector is de lengte langs de x-as
Ditis een getal, geen graden!

= 2.112(radialen)

0p deze manier kunnen we de grafiek op schaal 1:1 tekenen

cos(121°) = -0.515

2.112
N - ) 2 ) n ) n
-0.515

y=cos(x)

/] Toon grafiek

keuze = 2

f(=) = cos(x)
dom f = R =] — 00,400

ber f=[-1,1]

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.

m 3 5m n
Nulpuntens 3= 3, = sa=l+kakel

Tekentabel (voor één periode):

org/m/eeEyfQce
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5.4 f(x)=tan(x)

Gon. cirkel f [ | | | Couee =3
- o- s [ [ T
° ‘ ‘ ‘ f(z) = tan(z)
| |

=

0,75 (radialen) ] Toon tangensfunctie |

80° [ |

De booglenge van de sector s de lefote langs de x-as |

Ditis een getal, geen graden!

op deze manier kunnen we de grafiek op schaal 1:1 tekenen
/ d

5 =43 =43°.1=43°. =
dom f=R\(3 + k-7, k€ 2}

Figure 14: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce

6 algemene sinusfunctie

o f(x) =3 sin(2 (x—2))+1

beginpunt={c,d)=(2,1)

De algemene sinusfunctie f(x)=a.sin[b(x-c)1+d
s i

— —— a=f |
saz et
— R o b=|2 J a=[1

(/] » amplitude: verticale uitrekking t.o.v. evenwichtsas
), b bepaalt de horizontale uitrekking, m.a.w. de periode verandert. De nieuwe perionde wordt p=2n/b

v

£, _ cbepaalt de horizontale verschuiving

9

d bepaalt de verticaleverschuiving

Figure 15: https://www.geogebra. org/m/BFwHmNn4

7 cyclometrische functies

7.1 f(x)=asin(x)

De cyclometrische functies

v f(x) = sin(z)

Figure 16: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU|https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU
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7.2 f(x)=acos(x)

De cyclometrische functies

@ f(x) = cos(z)

7.3 f(x)=atan(x)

De cyclometrische functies

Figure 17: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU]https://www.geogebra.org/m/Vx7TMuEsU

e f(x) = tan(z)

£ (@) = tant (@)

Figure 18: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU|https

://www . geogebra.org/m/Vx7TMuEsU
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8 goniometrische identiteiten

8.1 hoofdformule

Basisformules
sina COS O 1
tang = ot = —— = ——
Cos & sing tana
1
sCy = caC ¥ =
COs 0 Ein
sin®a + cosfa =1 sin’a = 1 — cos”
cosf o =1 —gina
1
1+tanfe = — 1+cotla = —
CO8° o 510"
2 2 1
vbl TB : tan*z(1 + cot’z) = —————
1— sin?z
. . .. 2 l
sin’z 1 oef met sinx/cosx en tanx/cotx — tanx/cotx herschrijven en 1+ cot’z = ——
LL = —_— sinlz
cos’z \ sin’x
=M, ; - 1 algebraisch vereenvoudigen
cos’z sin?r  cosix
= # = RL kijken naar RL, basis formules gebruiken
1 — sin?x
oba; S€cr ttanz 1+ 2sina + sin’z
" secx —tanx cos’z
5+ Eore (1+ sinx)®  aigebraisch di kwaardig prod
LL = “F*—3%  oef met sinx/cosx en tanx/cotx — tanx/cotx herschrijven RL = —3 algebraisch vereenvoudigen: merkwaardig product en
Goss — cost 1 — sin‘x voor N gekeken naar LL
. . merkwaardige producten gebruikt:
= oo algebraisch vereenvoudigen: T en N als €én breuk schrijven _ (1 + sinz)(1 +sinz) N Zg P N ¢
cosa T (1 — sina) (1 +sinz) (A+B)?=A2+2AB+B
A2-B2=(A-B)(A+B)
_1l+4sinz coszr _ 1+ sinz

. — algb vereenvoudigen: rekenen met breuk op breuk 1+ sinx
cosx 1—sinz 1—sinx =1 sine

LL=RL
Figure 19: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

8.2 somformules

Som- en verschilformules

sin(a + #) = sinacos § + cosasin 8
gin{e — §) = sino cos § — cosarsin 3
cos(a + F) = cosercos § — sina sin §
cos(e — ) = cosooos § + sinorsin 9

tana + tand
tan{a + ) = 1—tanc-tand

tana — tand
tan{a - §) = 1+tanc-tand


https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

bewijs somformule

TB:sin(a+ 3) ii&ina-cos,@—}—

cosa -sinf3

Vooraf

a
COS?yY = — = a = cCcos~y
c

. b .
sin(a)cbs(d) siny = p = b= csin~y

e« 33733 » M

o want

(90° — o) 4 90° + o = 180°

sin(a 4+ 3) = sin(a) - cos(3) + cos(a) - sin(3)

Figure 20: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

8.3 formules dubbele hoek

Verdubbelings- en

halveringsformules

sin(2a) = 2 sin o cos or

mﬂ(za}zomza m']]:n
coa(2a) = 2eos’ @ — 1 cos’ a = 1+°;“2”
cos(2a) =1 - 2sin’a  sin'a = C;”“

8.4 Formules van Simpson

Formules van Simpson:

sina+sin,3=25m(

gin o sinﬁ:Zcoe—(

mﬂa+cos.r3=2ms

cosa — cos ff = —2ain

7 (*2?)
("2
)= (*3%)
e (")

k|

2
o+
2
+
2
X

(
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8.5 overzicht alle formules

Basisformules

Som- en verschilformules

sin(a + §) = sin o cos 8 + cosarsin &

tana:si:n_a mta=ﬂ= 1 gin(a — J) = sin o cos § — cos aesin §

cufa mlml tana cosla+ J) = cosercos § — sinagin §

seca= wea= cos(o — ) = cosarcos §+ sinasin§
sin’ o + cos®a = 1 sin’ a = 1 — cos® e tan(e + 8) = tana + tenf
cosfa =1 — ginta 1—tana-tanf
l+tanla= ——  1+4cotfa= — tan(a — 8) = tana — tanp
" eod?a T sinfa 1+tanc-tan g

Verdubbelings- en halveringsformules

sin(2a) = Zsina cosa

Formules van Simpson:

sina+sinﬁ=25in(

oos

LN

‘)

coa(2a) = cos® & — sin° @ 9.+.3) a—3
coaf2a) = 2cos’ @ — 1 waga=l+t;tm29 i Emﬁ:hm( )Sm(
cos(2a) = 1 — 2sin’ & sinta = c:s2o: r-.os.:r+cos.8=2005 CH-IB) ms(o £
tan da = 2tana ma—cosﬁ——?sn( JtI)sm(ﬂ )
1-tan’a

Figure 21: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra. org/m/QfWuM7tH

9 goniometrische vergelijkingen

9.1 Dbasisvergelijkingen

oplossingen :

, 1
S Los op: sinz = 2
e

_ 6
=9 5w
6

,keZ
% 4 k2r

algemeen:

[a<1:

sin~!(a) + k- 2n
Ya) + k27

sing=asz= e
i’

la| = 1: geen oplossing

D=2

o« <t 22122 » wm n 2 s

Figure 22: https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDY|https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDYt

10


https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH
https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDYt

oplossingen :

:+k27r
= keZ

,
—’3"+k21r

1
Los op: cosz = 2

algemeen:
a|<1:

cosNa) + k- 27
—cos™M(a) + k-2r’

a| > 1: geen oplossing

ST =a¢ T { keZ

o« 27127 n 2 s

Figure 23: https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDYt

Los op: tanz = V3

A

oplossingen :

s
V3
™ r
; @= g tkm ke
algemeen;
tang =g a=tap o)L k-m,kCZ
2

p=n
\/ﬁl

e =i 1c 015 Mo Boet W 2 s ‘o

I
w3
o
Il
k]
¥
=Y
3
4
Il
W
+
w
iy
\
&
I
w3
+
“ o,
32
\

Figure 24: https://wuw.geogebra.org/m/ej2fhRDYt

9.2 herleidbaar tot basisvergelijking

Los op:
4sin[2(w—g)] =2
o sinf2(e-T)] =2
E—|—k:-27'r
@2(9:—%)_ %_}_k.zﬂ
1-{-];;7; T 5w
2k
@m—%= ;4_]‘,17 ST= 51 Séfr '
12 — Eﬁ'i"“"

Figure 25: https://www.geogebra.org/m/esxkvnhr
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9.3 m.b.v. ontbinding in factoren

Los op:
cos(x)+sin(2x)=0
< cosx + 2sinx coszr =0

< cosxz(l+2sinxz) =0

<Scosr=0V 1+2sinz=0

1
< cosx =0V Sin$=*§
E+.k:-2'n' —E+k~2'rr
_ 2 _ 6
= - V= m
—§+k-21'r ﬂ—(—g)+k-2n’
——+k-27
@m—£+k-7r V=
- - T
2 %-}-k-Zﬂ'

8/8

Figure 26: https://wuw.geogebra.org/m/esxkvnhr

9.4 herleidbaar tot vierkantsvergelijking

Los op:

6sin’z +5cosz =17
& 6(1 —cos’z)+5cosz —7=0
& —6eos’z+5cosr—1=0

D=5"—4(-6)(-1)=1

1
5+1 7 3
(cosx)y 4, = =
—12 N 1
2
S cosxr=—V cosx = —
cos™ ! l + k.27 ™
3 —+ k27
<~ T 1 Vo = 371_
—cosf1(§)+k-2‘n’ —§+k-27r

Figure 27: https://www.geogebra.org/m/esxkvnhr
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9.5 homogeen

Los op:
sine+cosx =0 8sin*x — 14sinxcosxz + 5cos’x =0
Homogene vergelijking gr = 1 — deel door cos'z Homogene vergelijking gr = 2 — deel door cos’z
tanz+1=0 Stan’z — ldtanz +5=0
< tanx = —1 D=(-14)>—4-8-5=36
m -
®m=_2+k'ﬁ 14+6 /3
(tanz), g = ——— =
16 1
N3

St E'Vt 1
anx = — anz = —
4 2

@x:tan'l(g) +k-mV x:tan‘l(%> +k-m
Figure 28: https://www.geogebra.org/m/esxkvnhr

10 goniometrische ongelijkheden

ongelijkheid met sinus

Los op: sin(x) > %

£ \ 1) siu(:c‘wfé
B 2
LI T LI T 3

1
2) Duid aan: sin(z) > 3

3) Noteer oplossing

%+k2ﬂ5ms%+k2n;ke’l

e 10710 b wa M 2 s -]

Figure 29: https://www.geogebra.org/m/jr7kkdkt

ongelijkheid met cosinus

[

Los op: cos(x) < — 5

1) cos(z) = —%

-

2) Duid aan: (gg() < — &
cos(x) < 3

3) Noteer oplossing:

et il

2;+k27rgmg—2;+k21r;kel

2 An Dit kan niet!
T8 T3 2 am
3 3 T’r+k2'r\'5m5 g Fhami kez
W e 12/12 e m m 2 s d

Figure 30: https://www.geogebra.org/m/jr7kkdkt
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met tangens

15

e

Los op: tan(x)>1

E+kvw<1<g+kvm kel

4
5 /
4
3w
151 2
= . < 10/10 pp ORE3 s it
Figure 31: https://wuw.geogebra.org/m/jr7kkdkt
11 oefeningen

11.1 de radiaal

1. Zet om van graden naar radialen

(a) 150°
(b) -900°
(c) 56°25°

2. zet om van radialen naar graden

(a) U=
(b) 57
(c) 1.74

3. Over hoeveel radialen draait de minutenwijzer van een klok in 3 uur?

4. Los op:

Nieuwe oefening

a4 - 3 7 —
. i
57 B |
§
6 ) 2 -3
™ p 0/2 V2 V2
2

] Toon goniometrische cirke

Geef de cos van de aangegeven hoek

cos(7n / 6)=

-3

0¥ -2
2 2

Je antwoord is correct !

Nieuwe oefening

cot( -n / 3)=
(

- 3w
i, 0
3 /3
o 0% @v-&
3 3
o |02 1 ] -1

(¥) Toon goniometrische cirket

V3 ] -v3
[[] niet gedefinieerd

T 5 Je antwoord is correct !

Figure 32: https://www.geogebra.org/m/kgsesuxn|https://www.geogebra.org/m/kqsesuxn

5. Bepaal de afstand tussen de steden Reno en Los Angeles. Deze steden liggen op dezelfde
meridiaan. De latitude van Reno is 40N en deze van Los Angeles is 34N. Je mag voor de

straal van de aarde 6400 km nemen.

6. Het kleine tandwiel drijft het grote tandwiel aan. Als het kleine tandwiel 225 gedraaid wordt,
over hoeveel graden zal dan het grote tandwiel gedraaid zijn? (A.~ 117)

14
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7. De figuur toont de wielaandrijving van een fiets. Hoever zal de fietser zich verplaatsen als de
pedalen over een hoek van 180° gedraaid worden? Neem aan dat de straal van het fietswiel
13.6 inches is.

11.2 algemene sinusfunctie

1. Schets de grafiek van volgende algemene sinusfunctie

(a) y=2sin(z+ %)

(b) y=%+sin[2(m+§)]

2. Bepaal het voorschrift van onderstaande grafieken van algemene sinusfuncties

JAEYAVIVAN AT AT AGYAEYAUIYA V4
/S NS VNS NN NV ./
/ﬂ

/N

N
K \

3. De gemiddelde temperatuur (in °F) op een zekere plaats kan bij benadering gemodelleerd
worden door de functie f(x) = 12sin [%(x -3.9)] + 72 met x = 1 ingevuld de temperatuur
voor januari geeft enz.

(a) Wat zal de gemiddelde temperatuur in april zijn?

(b) Wat zijn de grootste en laagste gemiddelde temperatuur?

12 taken

1. Verwante hoeken

15



. Goniometrische formules I
. Goniometrische formules II
. Goniometrische vergelijkingen

. Goniometrische ongelijkheden
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