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1 herhaling 2D

1.1 vectoren

Begrip: gedrienteerd lijnstuk, zonder vast beginpunt
@ Codrdinaten

Om van het beginpunt naar het eindpunt van @ te gaan:
cen verplaatsing van 2 eenheden in de x richting en 1 eenheden in de yrichting
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EI scalaire vermenigvuldiging

/| lineaire combinatie van vectoren

w=1-d+2-9

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/cRmm4Ez4

1.2 vergelijking rechte

© RB(z;y)

fall

Ta 2/ ] 2 2 13 5 1o

a=2

B y=2x+3 Op de rechte kan je de blauwe punten verplaatsen zodat
b=3 Je telkens een andere plaatsvector (P) en/of richtingsvector (R)
_.— krijgt
Vectoriéle vergelijking
(punt)vector Q@ richtingsvector it

D k-R

Q] plaatsvector P

[#) sarametenvergeiiiing
(5)=(8)++( 3. )

_x_y-3
k_1_ 2.1

keR

=y=2x+3

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/vzmgsnny
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2 punt

Codrdinaat van een punt

P=(y2)=(3, 4,5 |

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/Up7HKEng

3 Vector

(kA > dB e Ah @ LN P

P=(x,y,2)=((3, -4, 5)
Puntvector : OB = P

P=3-E,+(-4)-E,+ (5)-E,

Figure 4: https://www.geogebra.org/m/Up7HKEng
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A(x,y,2)=/(2, 4, 6) Iclte, 4, -3)

B(x,y,2)(-2, 2, 4) ] D|(5, 0, 6)

,ﬁ co(AB) = co(B) — co(A) = (=2,2,4) — (2,4,6) = (—4,~2,~2)
VM D co(CD) = (—1,-4,9)

1 inproduct @ - v = uy -

Ul ved - v=0
AB-CD = (~4)- (-1)+ (-2)- (~4) + (-2)- (9) = 6

norm [[@l| = y/ui +u3 +u3

48| = \/(~4) + (-2 + (-2)* = V24

10U+ ug - Vgt ug - U3

hoek cos(0) =
. 6 -
oos(ﬁ, C_Lf) =Jaives = AB.CD =911

=

=N

Figure 5: https://www.geogebra.org/m/Up7HKEng
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4 vectorruimte

5 rechte

5.1 begripsvorming

Een rechte wordt bepaald door:

Punt P richtingsvector
Ri=-1 u=
- py=5 '.:2 =2

p3 =2 r3=3
I3 -1
P=(pm|=| 5 S (T _ (Y

B0 -(3-0

rechte

Vergelijkingen opstellen:
Willekeurig punt Q vector

Toon vectoriéle vergelijking:

0G—0P+PG A=2
O=P+AR

)\ —1 1 1
[-(3) -0 -()
= 2 3, 8
Toon cartesiaanse vergelijkingen
rz+1_ y—5_=z-2
1 2 73

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/h2NSnEud

5.2 onderlinge stand twee rechten

5.2.1 mogelijke gevallen

Onderlinge stand 2 rechten

stelsel [} richtingsvector
snijdend: Unieke oplossing
(] evenwijdig
(] samenvallend
(] kruisend

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/tmzxrbbh

5.2.2 snijdende rechten

O 0G0

6+A=5—p Adp=—
“1-A=-3+4p o ] _a_ 4,,_
0
1
0

443 =-3+pn A—p=—-T7

101 | -1 1 | —2 B
rref| -1 —4 | —2 0 | 1 @{ ___12
3 1| -7 00 0 "

{ z=6+(—2)1=4

y=—1+(=2)(-1)=1 P(4,1,-2)
z=4+(-2)3=-2

[ Bepaal hoek:

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/tmzxrbbh
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6 vlak

6.1 begripsvorming

Vergelijking vlak
gelijking A(—4,-12,5)
Een vlak wordt bepaald door 3 niet collineaire punten

B(—4,-6,4)
toon viak C(47 —6, 3)
Vectoriéle vergelijking viak

vector AB
vector AC
vector AQ A=2

=11 AQ = AAB 4 pAC
S

toon vergelijking w = ﬁ + m
U=A+4q

Q =4 + AE+ uﬁ
Parametervergelijkg viak

- —4 0 g

a:(y)= —12 +)\( ﬁ)+}4( 6)
z 5 -1 —2

Cartestiaanse vergelijking vlak

Q

z+4 0 8
y+12 6 6
z—5b -1 =2

=0

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/tyxzar6k

6.2 onderlinge stand twee vlakken

Onderlinge stand twee viakken

walvallup
(] snijdend o 2z 43y +2=4 2#3#1#4
Beoa—y+z=5 17-17175
Elevenwijdiga'-'l“-‘*':i!"*"z:4 g_gfligi
Bedr+by+2:=5 4 6 275

2 3 1 4

samenvallend ae2+3y+z=4 R S e

B —dx—6y—22=-8

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/r3tjnhga
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6.3 vlakkenwaaier

a—zTc+y+z=-1
Beo —x+3y—2z2=—4

vlakkenwaaier:
vy kix+y+z+1)+lI(—x+3y—2z+4)=0k,leR

vy (k+Da+ (k+3Dy+ (k—20)z+ (E+41) =0

k=5 =2

. &

Y= Te+1ly+12z+13=0

Figure 11: https://www.geogebra.org/m/zkqecuvg

6.4 onderlinge stand rechte en vlak

Een rechte en een viak kunnen:
mogelijkheid evenwijdig Zijl'l algebra
=
Nl Ry =0

azty—z—1=0=7.,=(1,1,-1)

& 3 1
ln(y)=(1)+k( 1) = L(3 + kk,1+k,8+2k)
# 8 2

Ao Ri=1-141-14(-1)-2=0
of stelsel: vlak en rechte: vals

L(3 4k, 1+ k,8+26) invullenina = v +y—3-1=0
B4kt l+k—8—2%—1-06-5-0

mogelikneid,  snijdend zijn algebra,

] 3 -1
l«—w(w):(1)+k( 0):L(3—k,1,8—6k)
z 8 —6

invullenin c —x+y—2z—1=0geeft:
3—k+1-8+46k—1=0k=1=53-1,1,8—6)=(2,1,2)

3 llend zijn algebray
@ 2 1
1+ ( y) = ( 1)+k( 1) = L(2+k,1+k,2+ 2k)
2

z 2

invullenina —x+y—z—1=0geeft:
24+k+14+k—-2—k—-1=0<%« 0-k=0= Onbepaald

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/qpjszrty
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7

loodrechte stand

7.1 normé&scalair product van twee vectoren

7.2

A(x,Y,2)=(2, 4, 6) ‘c‘:ie, 4, -3)

B(x,,2)|(-2, 2, 4) | D[(5, 0, 6)
VI AB  colAB) = colB) - cold) = (~2,2,4] — (2,4,6) = (4,2, ~2)
vl (D eo(CD) = (~1,-4,9)

Minorm ||| = v/u? + ud + ud

A3 = 4+ (-2t (2 = Vo

[v| inproduct
U=y v+ up-va Uy vs

AB-TD = (—4)- (~1)+ (=2)- (~4) + (-2)- (9) = -6

[ Jhoek

Figure 13: https://wuw.geogebra.org/m/Up7HKEmg

loodrechte stand van twee rechten

Loodrechte stand rechten

albs R, Ry

albe Ry -Ry=1-2+2-243-(=2)=0

= 90°

)

Figure 14: https://wuw.geogebra.org/m/furrudtk
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7.3 normaalvectoren van vlakken

Normaalvector van een viak:

vh:mw = le—3y+4z=6

w(1,—3,4)
wordt de normaalvector van n genoemd. Dit is de vector die loodrecht op het vlak staat

m.a.w. 71 staat loodrecht op elke willekeurige v<ctordie in het vlak ligt
willekeurige vector in het vlak : [\

met P(—4,2,4) € men X(x,y,2)

i-PX =
A(X-P) =
X =

0
0
W -
(25 - (
3]l v]| =
4 z
(-a+(-3)-y+(4)-z2 = 6
z—3y+dz = 6

Figure 15: https://www.geogebra.org/m/tyxzarék

7.4 loodrechte stand van twee vlakken

Loodrechte stand van twee viakken

alp & ﬁaJ_ﬁﬁ

verplaats viakken

e e

Figure 16: https://www.geogebra.org/m/r3tjnhga

8 afstanden

8.1 afstand tussen twee punten

Afstand tussen twee punten

Afstand tussen twee punten:

|AB| = /(2 — m)* + (3o — w)’ + (22— )*

|AB| = \/((—1) — @)+ () = )+ () - (1))

JAB| = \/(—3) + (—1)? L (4 = o1+ 16

‘|AB|:\/E‘

Figure 17: https://www.geogebra.org/m/a7fx9aqv
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8.2 afstand tussen punt en rechte

€

.A/)rb-qiﬁ‘.é.@é_xm:@

Afstand van een punt tot een rechte:

x —1 3
I!H(!J)=( 2)+A( —2) P(-1,5.9)
z 1 -1

d(P,1)=ILP| Met |LP| minimaalge kan L verplaatsen)

Hi e # i = * 9D cln

L(—1+3XA,2—2)\1—2))
IP=(—14+1-3)\5-2+209—1+A) = (=34,3+2),8+1)

Kortste afstand:

LP-R=0

(=3A)-34+ (34+2X0)- (-2)+ (8+A)-(-1)=0
-9\ —6-41—-8-X=0
“-M4A-14=0 L=(-1-3,2+2,1+1)=(-4,4,2)
S A=-1

e« 19719 » » =

Figure 18: https://www.geogebra.org/m/a7fx9aqv

8.3 afstand tussen twee kruisende rechten

T— [ amc

Toon willekeurig punt op rechten @
A=-2
e A = (0, —1, —4)

= 3.2
_u._ B = (7.4,-1.2,-2.2)

(] richtingsvectoren van |, en |,

B ( -:f:"_;*) -(43)
3—p—A 1.8
D hoeken tussen vi en AB en tussen V2 en AB
ﬂﬁ = 46.9957° v':ﬁ = 44.9803°
afstand |ABI| AB|=7.6184
kortste afstand als cﬁi‘: 90°en v‘,,/:-a;B'= 90°
algebraische berekening

S AB =0
v}-E:O A

L

&

U142 N+ 11— —A)+ 13— pp—A) =0
6u—6=0 p=1

< { —EA+3=0 q{ A=1

A(3,2,—1) en B(3,1,0) met

I[AB[| = /0 + (-1)*+ (1)° = v2

{ 2(—142p—A)—11-p—A)—-1B—p—A) =0

Figure 19: https://www.geogebra.org/m/a7fx9aqv
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8.4 afstand tussen punt en vlak

Afstand van punt tot viak
Pl(1,2,3)
o)1)y (] 2 (4] =0
a—=lzt+tly—2z—1=0

_|u-zpt+v-yp+w-zp+1
d(P,a) = T
dp.oy = - W+ 1)@+ (1) B) + (D)
VO @)+ (—1)?

d(P, ) = %

Figure 20: https://www.geogebra.org/m/a7fx9aqv

9 hoeken

9.1 tussen 2 rechten

Hoek tussen twee rechten
Pa..‘:l, 2,3 R 4.6, 1]

Pb\_gz, -1,4] Ryl(.0,1)

o (5-(3)(2)
(33 (1

-~ = |Re R
) = cos(R,, By = et
e e TATN AT
ity — O+ ©)+ 1))
VAP @ = (=0 /04 (07 = (12

_ |15]
VA3 T

a,b = cos () = 60.02°

Figure 21: https://www.geogebra.org/m/furrudtk
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9.2 tussen 2 snijdende vlakken

—%‘,122 I : wx+viy+wiz =h

vi=5 2z4+5y+52 =5
" —
w, =5 I : 7=
_‘1—7 2
4y =3 5
—.—
5
u.27 ! Iyt ugw + voy +wez =iy
v, =10 x4+ 10y =3
B — ]
w, =0 I nz=
(2)
t,=3 5
—e 5
_ Nt
‘ o™ (i)
R (2)(1) + (5)(10) + (3)(0)
V@ 6+ 6 )+ a0+ 0fF
= 45.2°

Figure 22: https://www.geogebra.org/m/r3tjnhga

9.3 tussen een rechte en een vlak

Hoek tussen rechte en viak
a-zty—z+1=0
(3)-(8)(2)
r=( V= 0]+Al -3
z 0 6
0 =ar
0= 90° —p = 90° —1ig, Ry
sin(9) = sin(90° — ) = sin(90° — riy, ) = cos(iz, R)
. [1-4+1-(=3)+(-1)-6| 5
sin(f) = -—
Viraps )t Jes(catee VIS

9= sin"(\/%) = 2160

Algemeen :

e ur oy twz+t=0
R(a,b,¢)

sin(6) = lu-atv-b+w-|

Vit +u? a2

o 22022

Figure 23: https://www.geogebra.org/m/qpjszrty
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10 meetkundige plaatsen

10.1 bollen

Bol

Meetkundige plaats:

Gegeven vast punt M | M P | —_ r Q

willekeurig punt P .

4
‘e
'
'3
1
'
*
'

Seo@—a)+w-n)’+(z—z2) =1

met M(x,,y,2,) en r"= (1,-1,3)

r=[2

Figure 24: https://www.geogebra.org/m/jsffxvqd

10.2 middelloodvlakken

Middelloodviak

Gegeven:
2puntenaens |AP|=|BP|

willelkeurig punt P

A=|(2, -1, 5)
B=(4, 3, -1)

M midden [AB]: (3, 1, 2)

— 1
[J  normaalvector m-(fg)

a——lx—2y+3z+t=0

MEa (=) (8)+(=2)- (1) + (2)- () +1=0
t=-1

a——r—2y+3z=1
of |AP|=|BP| met P(x,y,z) uitwerken
Figure 25: https://www.geogebra.org/m/jsffxvqd

10.3 Dbissectorvlakken

11 oefeningen

12 taken

11
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