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2 PYTHAGOREJSKA TROJICE

Yoo

1 Magor-fantastické video

Nedévno jsem na TyTubovém kanale 3Bluel Brown narazil na krastné
video o moznosti znazornéni vSech moznych pytagorejskijch trojic v
soufadném systému:

[ https://youtu.be/QJYmyhnaaek ]

Zde jsou mé vypisky a odkazy na aplety v GeoGebte, ve kterych
se pokusim zakladni myslenky z videa projit a pojmout je po-moci
sttedoskolskych poznatku z analytické geometrie a komplexnich cisel.

2 Pythagorejska trojice

Kazdej blbec asi vi, Ze pythagorejskd trojice' (PYTR) je trojice ta-
kovych prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro kterd plati

[ a2 + b2 = 2 ] (1)

Podle véty obrdcené k Pythagorové vété? tvoii tato tii ¢isla strany
pravouhlého trojihelniku s odvésnami a,b a s pfeponou c.

Nejznameéjsi PYTR je trojice 3,4,5 (viz obr.l). Vsechny mozné
prirozené k-nasobky této trojice nam zifejmé vygeneruji nekonecné
mnoho dalsich trojic 3k, 4k, bk:

6,8, 10
9,12, 15
12,16, 20

lhttps://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_triple
’https://www.geogebra.org/m/aCS3EXFD#material/Bb4uygQb
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2 PYTHAGOREJSKA TROJICE
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Obr. 2: Primitivn{ trojice a jejich nasobky

[ https://www.geogebra.org/m/a9nrbwua ]
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3 TRIK S KOMPLEXNIMI CISLY

Yoo

Tyto trojice predstavuji mnozinu vzajemné podobnych trojihelnika
(obr.2a)

Trojice 3,4,5 je tvorena nesoudélnymi Cisly a tikame ji trojice pri-
mativni. Jeji ndsobky jiz primitivni samoziejmé nejsou.

Vedle zakladni trojice 3, 4, 5 existuje nekone¢né mnoho dalsich primi-
tivnich trojic. (Napft. 5,12, 13 — viz obr.2b) Ptitom primitivnich trojic s
hodnotami do sta je 16 (obr.3):

(3,4,5) (5,12,13) (8,15,17) (7,24, 25)
(20,21, 29) (12,35,37) (9,40,41) (28,45, 53)
(11,60, 61) (16,63, 65) (33,56, 65) (48,55, 73)
(13,84, 85) (36, 77,85) (39,80, 89) (65,72,97)

3 'Trik s komplexnimi cisly

Vznika otazka, jak lze systematicky hledat dalsi PYTR, tedy trojice
prirozenych ¢isel, kterd splnuji rovnici (1).

Pojdme otdzku hleddni takovychto ¢isel preformulovat geometricky.
Vezmeme-li jednotkovou mtizku v souradném systému, predstavuji uz-
lové body miizky ty body v roviné, jejichz obé soutadnice jsou pfirozena
cisla.

Hledat PYTR znamena hledat ty miizkové body, jejichz
vzdalenost od pocatku souradného systému je prirozené cislo.

Napiiklad bod A (obr.2a) o souradnicich [3; 4] je od poc¢atku vzdédlen
5 jednotek. Nebo bod B = [5;12] (obr.2b) je od pocédtku vzdalen 13 jed-
notek.
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Obr. 3: Primitivnich trojic s hodnotami do sta je 16.

| https://www.geogebra.org/m/cfbsfegd '
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Samoziejmé pro vétsinu miizkovych bodu, jako je [2;1], neni
vzdalenost od pocatku prirozené ¢islo (obr.4a). Ale je to alespon druha
odmocnina z pfirozeného éisla, v tomto pifpadé 22 + 12 = 5. Takze
vzdélenost tohoto bodu od pocédtku je v/5.

4 4i
22=3+4
5
ZHZ2
2 2i
C=[21]
Xi&\ﬁ) \/5 z2=2+1

J‘I?/)( 1 1

0 2 2 4 o] 2 2 4
(a) (2,1,v/5) (b) (3,4,5)

Obr. 4: Nalezeni PYT R = umocnéni komplexniho ¢isla na druhou mocninu.

[ https://www.geogebra.org/m/n88bgdjx ]

Nyni udélame grandiosni trik — budeme chapat nasi rovinu s jed-
notkovou mfizkou jakozto komplexni rovinu — jednotlivym bodu miizky
budou odpovidat komplexni ¢isla s prirozenymi souradnicemi a my tato
koplexni ¢isla zatneme umocnovat na druhou mocninu a uvidime, co
dostaneme!

Ukézeme si to nejprve na konkrétnich ptikladech:


https://www.geogebra.org/m/n88bgdjx
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Napiiklad bod C' = [2;1] z obrdzku 4a se nyni stane komplexnim
¢islem z = 2 44 (obr.4b). Nyni ¢islo z umocnime na druhou:

P =240 =22+2-2i+iP=4+4i—-1=2"=3+4i

Dostali jsme komplexni ¢islo, které lezi v mfizkovém bodé [3;4] a
jehoz absolutni hodnota je

3+4i| =32+ 42 =+/25=75

Vzdalenost tohoto ¢isla od pocatku je tedy prirozené ¢islo a my jsme
umocnénim ¢isla 2 + 4 ziskali pythagorejsou trojici (3,4, 5)!

i i
=344
4i 4i
2i 2i
z=2+I
P 1

2 of T 5 2 a 2 of !
(a) Rotace na dvojndsobny argument (b) NataZeni na druhou mocninu

Obr. 5: Umocnéni komplexniho ¢isla na druhou mocninu = rotace + natazeni.

[ https://www.geogebra.org/m/btwgghmu ]

Muzeme se na to divat také vice geometricky a pracovat s cislem 2+1
v gonitometrickém tvaru:

z = /5(cos ¢ + isin )

6
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Zde /5 je absolutni hodnota tohoto ¢sla a ¢ je jeho argument.
Umocnit ¢islo v goniometrickém tvaru na druhou mocninu znamena
zdvojnésobit jeho argument (obr.5a) a umocnit jeho absolutni hodnotu
(obr.5b):

2* = 5(cos 2 + isin 2¢p)

Rotace na dvojnasobny argument a ndsledné natazeni umocnénim
abs. hodnoty zpusobi, ze se modry bod ocitne opét v miizkovém bodé,
takze jeho soufadnice budou opét celé (obr.5b).

Déle protoze puvodni ¢islo z mélo absolutni hodnotu odmocninu z
piirozeného éisla (1/5), jeho druhd mocnina mé zarucené absolutni hod-
notu pfirozenou (¢islo 5).

Ziskame tedy dozajista pythagorejskou trojici.

Pojdme na dalsi dva konkrétni piiklady: Vezméme tieba bod
[3;2]. Jemu odpovida komplexni ¢islo 3 + 2i. Zdélenost od pocéatku je
V32 4+ 22 = /13, takze mame trojici (3,2,v/13), kterd neni PYTR.

Opét umocnime:
(3422 =32 +12i +4i> =5+ 12i

Dostdvame tedy bod [5;12], jehoz vzdalenost od pocatku je
V5% + 122 = 13 a vznikla ndm PYTR (5,12,13) (obr.6a).
Podobneé pro bod [5, 2] mame

(5 + 2i)% = 21 + 20i

Dostdvame tedy bod [5;12], jehoz vzdalenost od pocatku je
V212 + 20% = 29 a vznikla ndm PYTR (20,21,29) (obr.6b).

Specidlni piipady: Vime, ze umocnénim na druhou se argument
komplexniho ¢isla zdvojnasobi. Na zakladé toho snadno vyvodime
nasledujici skutec¢nosti.
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Obr. 6: Dalgi piiklady nalezeni PYTR

[ https://www.geogebra.org/m/jhvc7fjt ]

Lezi-li vychozi bod uvnitt prvni poloviny /. kvadrantu, tedy pokud
jeho argument ¢ je z intervalu (0°,45°) (modry klin v obr.7a), lezi jeho
druhd mocnina uvnitt druhé poloviny /. kvadrantu, tedy jeho argument
@ je z intervalu (45°,90°) a dostavame vzdy ,normélni“ pythagorejskou
trojici — viz predchazejici priklady.

Pokud lezi vychozi bod mimo modry klin a nelezi na soutradnych
osach ani na osach kvadrantu, ma jeho druhd mocnina jednu nebo
obé souradnice sice zaporné, ale to ndm nevadi, pa¢ absolutni hodnoty

téchto souradnic spolu se vzdélenosti od pocatku tvoii opét PYTR (viz
obr.7b).

Pokud vsak lezi vychozi bod na osach z,y nebo na osach kvad-
rantu, zdegeneruje zeleny pythagorejsky trojihelnik v usecku, takze
pythagorejskd trojice nevznikne (viz obr.8). Stale vsak plati — napi. v
obr.8a rovnost 182 = 024182, respektive v obr.8b rovnost 162 = 162402
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Obr. 7: Poloha druhé mocniny v zavislosti na poloze vychoziho bodu.
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Obr. 8: Degenerovany trojihelnik.
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Pojdme vzit umocnéni obecné: Vezméme libovolny mfizkovy
bod [u;v|, jemuz odpovida komplexni ¢islo z = « + vi. Souradnice u, v

) b )
jsou ziejmeé celd cisla. Prdnémez toto ¢islo na druhou mocninu:

22 = (u+vi)? = u? + 2uvi + (vi)? = u? + 2uvi — v? = u? — v* + 2uwi

Umocnénim jsme dostali bod [u? — v?; 2uv]. Protoze u, v byla celd &isla,
jsou i soutadnice tohoto bodu celd ¢isla.

A jaka je jeho vzdalenost od pocatku?

[u? — % + 2uvi| = \/(u? — v2)2 + 4uv?
= Vut — 2u2v? + vt + 4u20?
= Vut + 2u20? + vt
= (u?+v2)?2 =u* +0°
Protoze u, v byla celd ¢isla, je také u® + v? celé a dostali jsme zarucené

pythagorejskou trojici — az na zminéné specialni pripady, kdy zeleny
trojuhelnik zdegeneroval.

Pokud budeme brat jen body z vnitiku modrého klinu v obr.7a vy-
hneme se tim témto zdegenerovanym piipadum i situaci, kdy ma druha
mocnina nékterou soutradnici zapornou.

Pro to sta¢i pozadovat

u>v>0

Timto zobecnénim jsme se presveédcili, ze:

Vezmeme-li libovovolny bod [u,v] jednotkové miizky, kde
u > v > 0 a umocnime-li na druhou mocninu ptislusné komplexni
¢islo (u+wvi), dostaneme na betén pythagorejskou trojici a, b, ¢

a=u?—v% b=2uv; c=u’+° (2)

10
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[ https://www.geogebra.org/m/kanntrqc ]

& J

Tyto tii vztahy jsou tedy vlastné generatory pythagorejskych trojic
a ifk4 se jim Eukleidovské formule.?

4 Parabolicka mrizka

Existuje v rozlozeni pythagorejskych trojic, které jsme ziskali
umocnovanim komplexnich ¢isel v komplexni roviné néjaky Fad?

V obrazku 9a jsou zluté vyznaceny vSechny druhé mocniny od-
povidajici miizkovym bodum v Sedém CGtverci.

V apletu v GeoGebre (odkaz pod obrézkem) si s tim muzeme pohrét a
zjistime, druhé mocniny lezi na kiivkach, které by mohly byt parabolami
(obr.9b a 9c).

3https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_triple#Generating_a_
triple

11
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Pohybuje-li se z po vodorovné miizkové piimce (rovnobézné s osou
x), pohybuje se 22 po modré kiivce. Pohybuje-li se z po svislé miizkové
pifmce (rovnobézné s osou y), pohybuje se 22 po zelené kiivce.

Znamena to, ze se umocnénim bodu v komplexni roviné na druhou
mocninu zméni linedrni miizka na miizku zakfivenou a miizkové body
nyni sedi v prusec¢iku modrych a zelenych kiivek.

Snadno se presvédéime o tom, ze tyto kiivky jsou opravdu parabo-
lami. Vezmeme libovolny miizkovy bod Mu, v], ktery reprezentuje ¢islo
2 = u + vi. V¥se jsme si jiz odvodili, ze 22 = u? — v? + 2uwvi. Tomuto
¢islu odpovida bod M’ = [u® — v?; 2uv).

Predstavme si nejprve, ze nechame bod M cestovat po miizkové
piimce p rovnobézné s osou z (obr.10a). Jeho y—ové souradnice v je
konstantni a r—ova soufadnice v je proménny parametr. Po jaké

kiivece se potom pohybuje bod M’? Pro jeho souradnice plati

z=u?—v° (3)

Yy = 2uv (4)

To jsou parametrické rovnice hledané kiivky. Vylou¢ime parametr u
tak, ze ho vyjadiime z rovnice (4) a dosadime do rovnice (3):

2

Y Yy 2

U= — T=——0
1Ty 4v?

Py =y — 4ot

y? = 40z + 40!

Odtud mame

[ = 4u(z + o) ] 5)

To je vskutku rovnice modré paraboly z obr.10a. Zde v = 1, takze
rovnice m4 tvar y* = 4(x + 1).

12
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Sedého ¢tverce, vodorovné ptimky — modré paraboly,
kam padne 22? svislé primky — zelené paraboly.

(c) Vetsi etverec.

Obr. 9: Transformace linedrni mfizky na parabolickou.

[ https://www.geogebra.org/m/wnm3h6mv ]

13
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Predstavme si nyni, Zze nechame bod M cestovat po miizkové primce
g rovnobézné s osou y (obr.10b). Jeho x—ovéa soutadnice u je kon-
stantni a y—ova soutadnice v je proménny parametr. Po jaké kiivce
se potom pohybuje bod M’? Pro jeho soutradnice plati

r=u?—1? (6)

y = 2uv (7)

To jsou opét parametrické rovnice hledané kiivky. Vyloucime para-
metr v tak, ze ho vyjaddiime z rovnice (7) a dosadime do rovnice (6):

2

v:i — xqu—y—
2u 4u?
dulr = 4ut — o

y? = dut — dutx

Odtud mame

| v =wie-w) | 0

To je vskutku rovnice zelené paraboly z obr.10b. Zde u = 1, takze
rovnice mé tvar y* = —4(x — 1).

Zaver: Zjistili jsme, ze pythagorejské trojice ziskané pomoci umocnéni
komplexniho ¢isla u+wvi s celymi soufadnicemi (Eukleidova formule (2))
se daji krastné vizualizovat pomoci parabolické miizky.

Linedrni miizka se umocnénim na druhou mocninu zméni na
mifzku  parabolickou, jejimiz mifzZkovymi body jsou body 22
(obr.11).

14
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(a) piimka p rovnobézna s osou x(b) pifmka ¢ rovnobéznd s osou y

Obr. 10: Jak se v dusledku umocnéni komplexnich bodu zobrazi miizkové
¢ary rovnobézné s osou x a y?

[ a) https://www.geogebra.org/m/znkbnxum ]

[ b) https://www.geogebra.org/m/jn84qdxf ]

Kazdy mrtizkovy bod z jednotkové miizky se umocnénim na dru-
hou stane bodem 22, jehoz soufadnice spolu se vzdalenosti od
pocatku uréuji néjakou pythagorejskou trojici! (obr.12)

5 Dostali jsme umocnénim vSechny

myslitelné PYTR?

Trikem s umocnénim jsme dostali nekonecné mnoho PYTR. Vznika
otézka, zda to jsou vSechny mozné trojice. Snadno se presvédéime, ze
v nasi parabolické mrizce nékteré PY TR bohuzel chybi!

Napiiklad zde neni ¢islo 6 + 8¢ (obr.13a), jemuz odpovidé trojice

15
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(a) Pied

. (b) Po umocnén{
umocnénim

Obr. 11: Umocnénim se linedarni mfizka zméni na parabolickou.

[ https://www.geogebra.org/m/cjamdu73 ]

29

21
15] 10 20

12 17 s
13

10

Obr. 12: Mrizkové body v parabolické mtizce urcuji
nekoneéné mnoho pythagorejskych trojic (ale ne vsechny!).

[ https://www.geogebra.org/m/uuvpskxu ]

16
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16 \ %/16
iad 9+ 12i # (u+ vi)® i

12
124+ 9i # (u+vi)®

\

8 + 6i = (3 +i)*

10

(u+ vi)® 4

6 8/10 12 14

(a) popis (b) popis

Obr. 13: Nekteré PYT R v parabolické miizce nejsou!

(6,8,10). Tento bod jsme nedostali proto, Ze neexistuji zadnd celd ¢isla
u, 1, pro kterd by platilo, ze (u + vi)? = 6 + 8. (Umis to dokdzat?)

Podobné zde neni ani ¢islo 9+ 124 (obr.13a), jemuz odpovida trojice
(9,12, 15).

Nicméné tyto dvé chybéjici trojice nejsou nééim novym, pac jsou to
jen nasobky primitivni trojice (3,4, 5), kterou v nasem schématu mame.

Stejné tak v nasem schématu chybi cisla 4 + 3¢ a 12 4+ 9i, které
piedstavuji trojice (4,3,5) a (12,9,15)%. Tyto trojice vSak dostaneme
tak, ze trojici (8,6, 10), kterd je ddna v nasem schématu ¢islem 8 + 64,
vydélime dvéma, piipadné vyndsobime ¢islem 2 (viz obr.13b).

Ve skutecnosti, z duvodu, které vysvétlime pozdéji, kazda
pythagorovska trojice, kterda v nasem schématu chybi, je jen
néjakym nasobkem jiné trojice, ktera se v ném vyskytuje!

4Vime, ze 22 = (u? + v?) + (2uw)i, takze y—ova soufadnice druhé mocniny 2uwv,
je vzdy c¢islo sudé. Obeé c¢isla, kterd jsme uvazovali, vSsak maji y—ovou souradnici
lichou, proto v naSem schématu nemohou byt.

17
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Obr. 14: Uz jsou vsechny!

[ https://www.geogebra.org/m/fz7Twevuw ]

To muzeme znéazornit graficky pomoci poloptimek, které vedeme
z pocatku vSemi moznymi body parabolické miizky a vyneseme na
né vsechny mozné prirozené nasobky piislusné primitivni PYTR (viz
obr.14).

Tim do naseho schématu priddme vSsechny mozné PYT R, které ve
schématu puvodné chybély. V obrazku 14 jsme se omezili jen na prvni
kvadrant a vykreslili jsme jen nékolik z nekoneé¢né mnoha polopiimek,
které ve skutecnosti maji po¢dtkem prochézet.

Predstavime-li si, ze jsme parabolickou miizku opravdu doplnili
o nekoneéné mnoho polopiimek s vyznacenymi chybéjicimi trojicemi,
dostavame schéma, ve kterém existuje kazdy pravouhly trojihelnik,
ktery jsme kdy vidéli nebo kdy uvidime a ktery mé délky stran vyjadiené
prirozenymi cisly.

V nasledujici sekci ukazeme, ze tomu tak opravdu je.
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https://www.geogebra.org/m/fz7wevww

6 DUKAZ UPLNOSTI NASEHO SCHEMATU
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6 Dikaz dplnosti naseho schématu
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