Femtegradspolynomier med fire ekstrema og med parvist identiske y-vaerdier.
Nogle polynomier med specifikt antal ekstremumspunkter.

Mangdekarakteristik af nogle udvalgte polynomier med
specifikke antal ekstremumspunkter.

Affine transformationer af funktioner

Ved en affin transformation af en funktion f(x) menes en funktion med forskrift
K- f(kx+v)+c,hvorK,k,v,c e RmedK # 0,k # 0.

Saetning.

For en differentiabel funktion f(x) antages at f'(x;) = f'(x,) for et par x;,x, €

Dm(f).

Lad g(x) = K - f(kx + v) + c veere en affin transformation af f(x).

oaera (57) =o' (5
Bevis.

X1—V Xp—V

g'G) = K- f'(kx +v). g' (B75) = Kk f (), o' (57) = Kk - f'(x).
)

Affine transformationer af funktioner
Ved en affin transformation af en funktion f(x) menes en funktion med forskrift
K- f(kx+v)+c,hvorK,k,v,c e RmedK # 0,k # 0.

Saetning 7.

Femtegradspolynomier med fire ekstrema hvor y-veerdierne er parvist identiske.

Maengden af femtegradspolynomier med denne egenskab er maengden af affine transformationer
af femtegradspolynomiet f(x) = x° — 5x® + 5x.

Det er ogsa maengden af affine transformationer af stamfunktionerne til fjerdegradspolynomierne
med rodszettet {0,1,%5,V5+ 1}.1 7

Bevis.

Lgsningsmaengden — og 'l@sningsgenerator’ rodsaettet — kan findes ved at anvende GeoGebras staerke CAS-
veerktgj til integration og Igsning af ligninger med mange led, som ellers ville vaere ganske besvzerlige at Igse
ved handkraft. Men det er nok nemmere med Maple?
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Pga. translation er det tilstraekkeligt at betragte f'(x) = x(x — t)(x — u)(x — v) som den afledede med
fire forskellige ekstrema.

1: Integration af f'(x) i GeoGebra,

2: Opstilling af ligninger med f(x). Seet f(0) = f(¢t) og f(u) = f(v) og lgs denne dobbeltligning i
GeoGebra. Skaermklip nedenfor

Fll REUIGET VIS INUSUINNYGEr vaerkiy] vinuue njgEip

E| = v B Ny k== e P
~ T
Beregn({1/5t°-1/4tt*-1/4ut*-1/4vt*+1/3tut+1/3tvE+1/3uvt-1/2tuvt?=0,1/5u5-1/4tu*-1/4uu-1/4vu+1/3tuud+1/3tvu*+1/3uvt
1

—v5+45 —+/5 5+5 5 —v5 —v5+45
—‘{{t=0,u=v,v=v},{t=0,u=0.v=0}.{t=t,u= 5+ t,v=T\/_t},{t=t,u=\/_5+ t‘v=\/T_t}.{t=t,u=T\/_t,v= ‘/;+ t},{

2

3:

A: Betragt F(x) = [ x(x — t)(x —uw)(x — v) dx

t u v
F(kx) = ka(kx —t)(kx —u)(kx —v) dx = k4fx(x —E)(x —E)(x _E) dx

Det fglgende fremgar dermed af saetning 7: Hvis (0, t, u, v) er et rodsaet saledes at y-vaerdierne er

t uv
e et

rodsaet hvor y-vaerdierne er parvist identiske for stamfunktionerne [ x(x — i)(x — %)(x — %) dx.

parvist identiske for stamfunktionerne [ x(x — t)(x — u)(x — v) dx sa er ogsa (0,

2 2
\E;S t, ?St). Ved multiplikation med V5 fas

Betragt rodsaettet i skaeermklippet med formen (¢,

(t, 2i/gt, V5t + t). Det fremgar nu at rodszettet {O 1, %/ﬁ, 5+ 1} 0gsa er et rodsaet som
generer et femtegradspolynomium med egenskaben.

_2 _2
\/?5 t, T\/gt). Ved multiplikation med {5

fas (—t, {5t, V5t — t). Det fremgar igen at rodsaettet {0 ,—1,3/5,35 - 1} ogsa er et rodsaet
som generer et femtegradspolynomium med egenskaben.

B: Betragt rodseettet i skeermklippet med formen (¢,

Translationaf{O,—l,i/g,i/g— 1}med+1:{0+1,—1+1,§/§+1,</§— 1+1}=
{0 1, %/E, 5+ 1} som er identisk med rodsaettet i punkt A.

4: Betragt
f'(x) =x(x — 1)(x — 35)(x — ¥/5— 1) som er dannet ud fra rodsaettet {0 ,1,35,V5+ 1} medt = 1.

Ved saetning 7 fglger resultatet idet rodsaettet {0 ,t,3/5t, 5t + t} kan findes ved den affine
tranformation F(%). QED.

Eksempler.™
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f(x)
o3 (; D+ x+ ) (—VE+1) +4(x+1)° (—VE+2) +4 (x+1)’ (—\/§+5))+2

Ekstremum(f(x))

394 394
N {(—3, T),(—l,z), (2 V53, T), (25— 1,2)}
f(x)

”—'%x5+x4 (—\/§+1)+4x3 (—\/§+2)+4x2 (—\/§+5)

Ekstremum(f(x))
N 128 128
5 {<_2, T)’(O’O)’ (2 V5 — 2, T) (2 \/5,0)}

d
f(x)

) % x5+% x* (—\/§+1)+x3 (—\/§+2) +% x2 (—\/§+5)
Ekstremum(f(x))

5| {(—1, g),(o,o), (\/E— 1, g) (\/5,0)}
|

Bemaerkning om Igsningen i GeoGebras CAS:

Med Words ‘erstat’ funktion kan man relativt hurtigt og let opskrive ovenfor omtalte ligninger, som ellers
ville meget besveerlige at bearbejde med handkraft. Jeg formoder dog at en Maple superbruger kan finde en
(meget?) hurtigere fremgangsmade hvor disse ligninger ikke er ngdvendige at opskrive?

| billedet nedenfor er ligningerne opskrevet ved anvendelse af Word og GeoGebra.

1/5t°-1/4tt*-1/4ut*-1/4vt*+1/3tut?+1/3tvt3+1/3uvt®-1/2tu
vt2=0,

1/5u°-1/4tu*-1/4uu*-1/4vu*+1/3tuu®+1/3tvu*+1/3uvu®-1/2
tuvu?=

1/5v-1/4tv*-1/4uv*-1/4vv*+1/3tuvi+1/3tvv3+1/3uvvd-1/2t
uvv?
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Forslag til elev-aktivitet: Vis ved hjaelp af CAS-vaerktgj at de to pastande i nedenstaende saetning
er korrekt:

Saetning.
1: Ottendegradspolynomier med syv ekstrema hvor hhv. fire og tre y-veerdier er identiske.

Affine transformationer (F(x) = K - F(kx + v) + c) af stamfunktionerne til
syvendegradspolynomierne med fglgende rodsaet

{o,1,-1,V2+%2,-V2+%2 1+¥2-1-%2}

er polynomier med denne egenskab.
2: Sjettegradspolynomier med fem ekstrema hvor tre y-vaerdier er identiske.

Affine transformationer (F(x) = K - F(kx + v) + c) af stamfunktionerne til
femtegradspolynomierne med rodsaet {0 , 6, 15, 20, 24} er polynomier med denne egenskab.
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[Z] = v S0y x=x= ¥ 2 &
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114 txt (-sqri(5) - 3) + 1/ 24 2 x* (155qri(5) + 33) + 1/ 16 £2 x2 (-7 sqri(5) - 15) + 1/5 x5 &

—»tx“-% (7\/573)+t2x30% (5\/§+11)+t3x“-1—lﬁ (77\/3715)+%x5

1/4tx*(-5"0.5-3)+ 1/24 2 x* (15*5"0.5 + 33) + 1 /16 t* x* (-7*5"0.5-15) + 1 /5 x*
1 1 1 1

a L r 2.3 1 3.2, % [ _ s

= tx 4( V5 3)+tx 8(5\/§+11)+tx 16( 7v5 15)+5x

5

6
(1741 (27505 + 8))

1
~gt(v5+3)
TIAL((174(5%0.5 + 1)) (-5°0.5-3) + 1 /24 (1 /4t (5°0.5 + 1)) (15°540.5 + 33) + 1716 £ ((1/ 41 (5°0.5 + 1)) (-7*5°0.5- 15) + 115 ((1/ 4t (540.5 + 1)))5
- it5(75\/§711)

7

8

9 1/4t((1/4t(5°0.5 + 1)+ t))* (-5°0.5-3) + 1/ 24 & ((1/4 (505 + 1) + 1))* (15*5°0.5 + 33) + 1/ 16 £ (1 /4 1 (5°0.5 + 1) + 1)) (-7*5°0.5- 15) + 1/ 5 ((1/4 £ (5°0.5 + 1) +1))°
-0

114E((1/4(2°5%0.5 + 6))) (-5°0.5 - 3) + 1/ 24 1 ((1/ 4t (2°50.5 + 6)))° (155705 + 33) + 1/ 16 12 (1 /4 £ (2"510.5 + 6))J2 (-7*5°0.5 - 15) + 1/ 5 ((1/ 4 t (25405 + 6)))°
ol (75 \/3711)

{0,180 t5 (-5 sqri(5) - 11),0,1/ 80 15 (-5 sqrt(5) - 11)}
1, 1

- {0'% t (75 \/5711),0,% t (75\/5711)}

f(x)=1/41x* (-5°0.5- 3) + 1/24 £ x° (155005 + 33) + 1 /16 2 (-7*5°0.5 - 15) + 1/ 5 x5
1 1 1 1

- — Ll _ 2.3 = 32, ~ (_ _ -5

) =tx'-7 (-v5-3)+x 8(5\/§+11)+tx 16( 75 15)+5x

Input:

i Jeg vurderer i skrivende stund at der ikke findes flere rodsset som generer polynomier med denne
egenskab.

v

i Eksempel t=2.

Wt
- 2

{(0, 0), ((t SQrt(5) + 1) / 4, (-5 15 sQrt(5) - 11t5) / 80), ((t Sqrt(5) + 5t) / 4, 0), ((t Sqrt(5) + 3t) / 2, (-5 5 sqrt(5) - 11t5) / 80}
5 {(0’0)’ («/§+1, —10\/‘—22), (\/§+5’0), (\/§+3’ ~10 \/55—22)}

2 5 2
Ekstremum(f)
1 {(0,0)’ (\/5;1, ~10 \é_— 22), (\/5;5,0)’ (\/g”, —10 \/5‘— 22) }
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