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Vorwort

Liebe Schiilerinnen, liebe Schiiler:

Ihr habt fur den Mathematikunterricht einen Taschencomputer (TC) zur Verfiigung, der euch helfen kann,
Mathematik noch besser zu verstehen und viel unnétige Rechen- und Zeichenarbeit abnehmen wird. Damit
das gut gelingen kann, ist dieses Lernmaterial in einem Schulversuch des Landes Niedersachsen extra fir
diesen Zweck flr euch erarbeitet worden. Neben neu entwickelten Aufgaben wurden auch Aufgaben aus
bisherigen Lehrbichern ausgewahlt, die speziell fir einen Unterricht mit dem Einsatz eines Taschen-
computers geeignet sind.

Im Schulversuch konnte gezeigt werden, dass ein Unterricht mit diesem Aufgabenmaterial und dem
Einsatz eines Taschencomputers einen Mehrwert an mathematischer Kompetenz erbringen bzw.
diese wesentlich unterstiitzen kann. Es konnte auch gezeigt werden, dass durch den Einsatz des Ta-
schencomputers die Kommunikation der Schilerinnen und Schilern unterstitzt und eine Vorgehensre-
flexion gefordert wurde. Von grof3er Bedeutung fir eine erfolgreiche Arbeit mit einem Taschencom-
puter ist ein ganzheitliches Unterrichtskonzept, in dem darauf geachtet wird, dass neben offenen,
kreativitatsfordernden Aufgaben mit Rechnerunterstutzung immer wieder auch mathematisches
Grundkdnnen ohne Rechner gefdrdert und eingefordert wird.

Die Aufgabensammlungen fir die einzelnen Unterrichtseinheiten sind so zusammengestellt, dass sie
die in den Bildungsstandards geforderten Kompetenzen unterstitzen und férdern. Zu diesem The-

menheft fir euch gibt es auch noch entsprechend entwickelte Handreichungen fiir die Lehrer.

Dieses neunte Themenheft hat vier Kapitel.

1. Anderungsraten und Ableitungsfunktionen
2. Ganzrationale Funktionen

3. TC-Hilfen

4, Kopflibungen

Im Themengebiet ,Anderungsraten und Ableitungsfunktionen‘ erfahrt ihr, dass fiir viele Anwendungen
neben dem Funktionswert einer Funktion an einer Stelle auch von Bedeutung ist, in welcher Weise
sich der Bestand andert. Ihr lernt, wie man die Anderungsrate an einer Stelle, also die Ableitung be-
rechnen kann. Spater lernt ihr die Ableitungsfunktionen der Potenz- und Sinusfunktion kennen. Zu-
dem wird der Zusammenhang zwischen Bestands- und Ableitungsgraph deutlich. Fir das Ableiten

gibt es Regeln, von denen ihr einige wichtige in diesem Abschnitt entdecken und begriinden werdet.

Im zweiten Kapitel werden Funktionen mit Gleichungen folgender Form betrachtet:
f(x)=a, -x"+a, ;- X" +..+a,-x+ay,neN.
Dabei lernt ihr Eigenschaften der Funktionen kennen, die sich je nach Exponenten im Funktionsterm

im Hinblick auf Nullstellen, Extremstellen, Symmetrie etc. ergeben.



Die TC-Hilfen sind eine Sammlung der in diesem Themenheft fir euch neuen Rechnerfertigkeiten. Die Ar-
beitsblatter der TC-Hilfe sollen ein Nachschlagewerk entstehen lassen, auf das bei Bedarf zuriickgegriffen
werden kann. Dieses Konzept wurde seit der ersten Unterrichtseinheit beibehalten. Am Ende eines jeden
neuen Kapitels werden noch einmal die neuen Rechnerfertigkeiten mit Beispielen zusammengefasst. Zudem

ist aufgefiihrt, welche Kompetenzen von euch rechnerfrei erwartet werden.

Den Abschluss bilden einige sogenannte Kopfaufgaben und Aufgaben zum Basiswissen. In diesem Teil fin-
det ihr Aufgaben, die alle wichtigen Basiskompetenzen der vergangenen Jahre aus den Bereichen ,Zahl,
Messen, Raum und Form’, ,Funktionale Zusammenhange’ sowie ,Daten und Zufall’ wiederholen. Hier findet
ihr einfache Aufgaben, fur den Fall, dass ihr wenig Erinnerung habt, aber auch komplexe Aufgaben, wenn ihr
testen mochtet, wie viel ihr noch kénnt. Die Aufgaben aus diesem Teil helfen euch, durch regelmaRige ei-
genstandige Arbeit die Wissensliicken wieder zu schliel3en, ihr erinnert euch an eure mathematischen
Kenntnisse und mobilisiert eure Fertigkeiten sowie Fahigkeiten. Langfristig entwickelt ihr so eine hohe ma-
thematische Kompetenz und erhaltet euch ein gutes Basiswissen.

Mit diesem Band ist CAIMERO am Ende des Jahrgangs 10 angekommen. Wir haben einige Aufgaben aus
vorigen Banden, z.T. leicht veréndert, aufgefuhrt, die exemplarisch wichtige Eckpfeiler des Basiswissens im
Hinblick auf die Entwicklung funktionalen Denkens darstellen. Falls ihr Wissenslicken bemerkt, findet ihr in

den entsprechenden Heften Materialien, um diese wieder zu schliel3en.

Die Autoren dieses Themenheftes winschen euch mit dem Taschencomputer und diesem Heft viel Erfolg!

Bergkirchen im Dezember 2010

© T3 Deutschland
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 1.1 Anderungsraten Blatt: 1.1.1 Datum:

Aufgabe 1*

In einem Routenplaner wurden fur die Strecke von Lingen nach IS

Lathen im Emsland die untenstehenden Daten ausgegeben. Die eyl B SeEe e
. . e . Ingen (Ems|

Fahrzeiten seit Abfahrt und zuriickgelegten Wegstrecken sind :ammﬂ,en s625km  4Smin

angegeben, die Fahrgeschwindigkeiten nicht. _. )

a) Bestimme die durchschnittiche Geschwindigkeit Uber die
gesamte Strecke.

b) Zeichne den Zeit-Wegstrecke-Graphen.

c) Erganze die Wertetabelle um die Zeit- und Wegdifferenzen und
die durchschnittlichen Geschwindigkeiten in den einzelnen Ab-
schnitten. Erklare die Berechnungen der Durchschnittsge-
schwindigkeiten an einem Beispiel.

d) Zeichne den Zeit-Geschwindigkeit-Graphen.

e) Erlautere Zusammenhange zwischen den Graphen.

f) Bestimme den Zeitraum der grofiten bzw. kleinsten Ge-
schwindigkeit.

g) Ordne den in dieser Aufgabe verwendeten charakteristischen
GroRen die allgemeinen Begriffe ,Bestand’, ,Anderung’ und
/Anderungsrate’ zu. Welche Bedeutung hat in diesem Zusam-
menhang der Begriff ,Durchschnittsgeschwindigkeit’?

Abschnitt Gesamte Fahr- | Zuriickgelegte
zeit in min Strecke in km

1 1,43 3

2 3,25 6

3 10,11 13

4 53,21 41

5 55,12 43

6 56,25 45

Aufgabe 2°

Im Rathaus wurden tGber mehrere Jahre die Einwohner-
zahlen notiert. Die untenstehende Wertetabelle gibt die
Daten fir ausgewahlte Jahre wieder.

a) Bestimme die durchschnittliche jahrliche
Anderungsrate der Einwohnerzahlen (iber den
gesamten Zeitraum.

b) Stelle die Entwicklung grafisch dar.

c) Erganze die Wertetabelle um die einzelnen Zeit- und
Bestandsdifferenzen und die durchschnittlichen jahr-
lichen Anderungsraten der einzelnen Zeitraume. Er-
klare die Berechnung an einem Beispiel.

d) Stelle die einzelnen jahrlichen Anderungsraten gra-
fisch dar.

e) Erlautere Zusammenhange zwischen den Graphen.

f) Bestimme den Zeitraum der gréf3ten bzw. kleinsten
jahrlichen Anderungsrate.

g) Ordne den in dieser Aufgabe verwendeten charakte-
ristischen GrolRen die allgemeinen Begriffe
,Bestand’, ,Anderung’ und ,Anderungsrate’ zu.

! EdM 10, S.132, 978-3-507-887210-3 N
> EdM 10, S. 132, 978-3-507-887210-3 b
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 1.1 Anderungsraten Blatt: 1.1.2 Datum:
Jahr Einwohnerzahl
1950 69.301
1970 72.406
1989 70.115
2000 70.087
2007 72.554
Aufgabe 3*

Die Tabelle gibt das GréRenwachstum von Jungen wieder.

Alter in Jahren 0 0,25 0,5 0,75 1 1,5 2 3 4 5 6 7

Korpercgrzoge'” 51,0 |616 |685 |733 |770 |838 |889 |979 |1050 | 111,4|117.8 | 1238

Alter in Jahren 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Korpercﬂoge'” 1296 | 134,8 | 139,8 | 144,6 | 149,6 | 1551 | 161,3 | 168,6 | 173,1 | 176,1 | 177,6 | 178,9

a) Berechne die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit iber den gesamten Zeitraum.

b) Stelle in einem Koordinatensystem die Kdrpergrof3e in Abhéangigkeit des Lebensalters dar.

c) Berechne die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit zu den verschiedenen Lebensjahren.
Erkléare die Berechnung an einem Beispiel.

d) Zeichne den Graphen der mittleren Wachstumsgeschwindigkeiten zu den verschiedenen Lebensaltern.

e) Bestimme den Zeitraum der grof3ten bzw. kleinsten jahrlichen mittleren Wachstumsgeschwindigkeit.

f) Ordne den in dieser Aufgabe verwendeten charakteristischen Grol3en die allgemeinen Begriffe
Bestand’, ,Anderung’ und ,Anderungsrate’ zu.

Aufgabe 4

Das Hohenprofil einer Etappe ist nicht nur fur
die Fahrer der Tour de France von groRRer
Bedeutung. Auch Amateursportler fahren
gerne Etappenteile der Tour de France nach.
Auch hierfar gibt es Hohenprofile, die den
Schwierigkeitsgrad der Strecke auf den ersten
Blick verdeutlichen sollen. Das Bild rechts
zeigt ein solches Profil.

a) Bestimme die durchschnittliche Steigung
Uber die gesamte Strecke.

b) Erstelle aus dem Graphen eine Werteta-
belle und berechne die Weg- und Hohen-
differenzen und die durchschnittlichen ;
Steigungen auf den einzelnen Abschnitten.
Erkléare die Berechnung an einem Beispiel. 0 i

c) Zeichne den Graphen der durchschnittli- 0 10 '
chen Steigungen.

d) Erlautere Zusammenhénge zwischen den Graphen.

e) Bestimme den Abschnitt der grof3ten bzw. kleinsten Steigung.

f) Ordne den in dieser Aufgabe verwendeten charakteristischen Grof3en die allgemeinen Begriffe
Bestand’, ,Anderung’ und ,Anderungsrate’ zu.

Strecke in km
20 30 40 50 60

Ort Le Bourg Alpe d'Huez A | Col de Poutran | Alpe d'Huez B | Col de Sarennes | Miozan | Ziel
Strecke 0 14 20 24 33 45 | 58
in km

! mathe >open end<, 3-14-112811-1, S.38

8 © T3 Deutschland




Arbeitsblatter

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 1.1 Anderungsraten Blatt: 1.1.3 Datum:
Aufgabe 5*
Ein Wetterdienst hat die Temperaturen eines Frih-
lingstages dargestellt. T 14
a) Bestimme die durchschnittliche Temperaturénde- in 5
rung in der Zeit von o 127
(1) O bis 5 Uhr 10 A
(2) 6 bis 9 Uhr g -
(3) 10 bis 12 Uhr
(4) 14 bis 24 Uhr. 6 -
4 .
b) Ermittle, in welchem Zeitraum von einer Stunde
zur nachsten Stunde 2 1
(1) der grofRte Temperaturanstieg 0 . . 1 1 . i
(2) der grofite Temperaturabfall
erfolgte. 0 4 8 12 16 20 24
Uhrzeit
Aufgabe 6°
Betrachte die aufgefiihrten Aussagen zu Anderungen.
Na endlich! Schulentwicklung Klimakatastrophe Erfreulich!

Rickgang der Arbeitslo-
senzahlen beschleunigt
sich.

Dramatischer Riickgang
der Schulerzahl

Die Durchschnittstempe-
raturen wachsen immer
schneller.

Die Zunahme der Ver-
kehrsunfalle konnte verrin-
gert werden

Welcher der folgenden Graphen kdnnte zu welcher Schlagzeile passen?

A

N

B

C

! EdM10, S.132, 978-3-507-887210-3

2 NW 10, S.102, 978-3-507-85506-9
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Arbeitsblatter

Klasse 1.1 Anderungsraten Blatt: 1.1.4 Datum:
Aufgabe 7*
Der abgedruckte Zeitungsausschnitt ist am 23.02.2006 in der )
Berlin. Der Mann hat den

WAZ erschienen.
Betrachte die Aussage von Minister Steinbriick: ,Das Verschul-

dens-Tempo nimmt wieder ab“.

a) Nimm an, die H6he der Schulden wiirde durch eine Funktion
dargestellit.
Skizziere einen moglichen Verlauf des Graphen, der zu der
Aussage von Steinbriick passt.

b) Formuliere die Aussage von Steinbriick um, indem du darin
den Begriff mittlere Anderungsrate verwendest.

¢) Nimm Stellung zu der Aussage: ,Steinbriick versucht nicht,
die Lage schénzureden®.

Aufgabe 8?

Folgende Aussagen beschreiben Anderungsverhalten:

schwersten Job in der Regierung.
Und den wichtigsten dazu. Fi-
nanzminister Peer Steinbriick
(SPD) versucht nicht die Lage
schoénzureden, auch jetzt nicht,
da sich einige dunkle Wolken ver-
zogen haben. ,Wir haben es mit
weniger schlechten Zahlen zu
tun“, kommentiert der Berliner
Kassenwart die steigenden Steu-
ereinnahmen. Und an anderer
Stelle stellt er klar: ,Das Ver-
schuldens-Tempo nimmt ab“
Heif’t auch, die Schulden werden
nicht abgebaut.

A B

C

D

Am Anfang enorm grof3e

Am Anfang sehr stark
fallend, dann bleibt die

Die Steigung wéachst von
Null an gleichmafRig an.

Zunachst schwach posi-
tive Steigung,

Steigung, diese wird

dann schnell kleiner

und kommt schnell
der Null nahe.

Kurve fallend, allerdings
immer weniger steil
bis nahezu null.

diese wird dann
aber rasch grol3er.

Skizziere Graphen, die zu den angegebenen Anderungsverhalten passen.

Zeit
t

Aufgabe 9°
Das nebenstehende Diagramm beschreibt
den Verlauf einer Autofahrt.  Strecke
5
a) Beschreibe den Verlauf der Fahrt mit eige-
nen Worten. +
b) Skizziere zu dem Zeit-Weg-Diagramm das
dazu passende Zeit-Geschwindigkeit-Dia- 1
gramm. e
= (f" I
A '
AT
| w i | |
| |
A —
"-'-l I : 1 | 1
1 1 3
| |
! !

1 NW 10, S.102, 978-3-507-85506-9
2 NW 10, S.104, 978-3-507-85506-9
¥ NW 10, S.100, 978-3-507-85506-9

10

O
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Arbeitsblatter

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 1.1 Anderungsraten Blatt: 1.1.5 Datum:
Aufgabe 10*
Beim Quad-Rennen wird fir einen Teil- Fahrtzeit Strecke
nehmer der rechte Rennverlauf aufge- in min. in km
zeichnet. 0,225 0,30
a) Stelle die Messwerte in einem Zeit- 0,425 0,50
Weg-Diagramm dar. 0,575 0.75
b) Das protokollierte Quad soll die er- 0,746 0,95
laubten 100 km/h Uberschritten haben 0,896 1,05
und droht disqualifiziert zu werden. 1,140 1,15
Uberpriife, ob das gerechtfertigt ist. 1,340 1,60
c) Erstelle eine Skizze, wie der Renn- 1,550 1,95
kurs aussehen kénnte. 1,690 2,16
1,890 2,51
2,020 2,64
2,110 2,78
2,230 2,88
2,390 3,15
2,450 3,24
2,620 3,58
2,700 3,70
2,760 3,80
2,820 3,90
3,180 4,50

Aufgabe 117

Zeichne jeweils einen Graphen, fur den beim Durchlaufen von links nach rechts gilt:

a) Vom Punkt A bis zum Punkt B ist die Steigung positiv. Im Punkt B ist die Steigung null. Vom Punkt B bis

zum Punkt C ist die Steigung negativ.

b) Vom Punkt A bis zum Punkt B ist die Steigung negativ. Im Punkt B ist die Steigung null. Von B bis C ist

sie positiv. Von C bis D ist sie Uberall gleich, und zwar positiv.
c) Die Steigung ist immer negativ, wird aber immer gréRer.

Aufgabe 12°

Die Tabelle enthalt Daten eines Raketenstarts.

a) Stelle die Tabellendaten in einem Koordinatensystem dar und beschreibe den

Startverlauf.

b) Begriinde kurz, dass die Anderungsraten hier Angaben tiber durchschnittliche
Geschwindigkeiten machen. Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeiten in

den Zeitabschnitten [0;5], [5;10], [10;15], ... in der Einheit kTm

1 MN 11, S.86, 3-14-1

23941-X

2 EdM10, S.139, 978-3-507-887210-3
% EdM 7, S.126, 3-507-87121-1

© T3 Deutschland

Zeit Hbéhe
ins inm

0 0

5 93

10 370

20 1.480

40 5.920

60 13.320

120 53.280

11




Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter
Klasse 1.1 Anderungsraten Blatt: 1.1.6 Datum:
Aufgabe 13
Die Bewegung eines Flummis wird durch tins |hinm
die folgende Messtabelle und den zuge- R 0,00 0,371
hérigen Graphen wiedergegeben. ' 004] 0367
a) Wo ist die mittlere Anderungsrate am E°'3 . 0,08| 0,354
kleinsten, wo am grof3ten? £ 0,12 0,325
b) In welchem Bereich ist die mittlere 02 ? 0,16 0,282
Anderungsrate positiv, in welchem 0,20 0,221
Bereich ist sie negativ? o ot 0,24| 0,146
c) Skizziere den Graphen der ’ . 0,28| 0,056
Anderungsrate. R 0.32] 0,000
i 0 02 04 06 . ,03 0,36 0,058
’ ’ ' s 0,40| 0,099
0,44| 0,126
0,48| 0,138
0,52| 0,134
0,56 0,114
0,60 0,079
12 © T3 Deutschland




Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 1.2 Absolute Anderung und lokale Anderungsrate | Blatt: 1.2.1 Datum:

Aufgabe 1

In einem Freibad soll an einem Abhang eine Wasser-
rutsche (Abbildung, Angaben in Metern) gebaut wer-
den.

a) Ermittle die mittlere Steigung fur die gesamte
Bahn.

Ersetze die gesamte Bahn durch eine Gerade mit
derselben mittleren Steigung.

b) Ermittle die mittlere Steigung fur die Teilabschnitte
vom Einstieg (x =0) bis zur Stelle x =1 und von
dort bis zum Ausstieg.

Ersetze die Teilabschnitte durch zwei Geraden mit
den jeweils gleichen mittleren Steigungen.

Aufgabe 2*

In einem verschlafenen Bergnest soll die Wirtschaft angekurbelt werden. Der Gemeinderat entschlief3t sich,
einen Skihang an der Aspitze und dem Bhorn ausbauen zu lassen. Zur Planung werden topographische
Karten studiert. Das beauftragte Ingenieurbiiro ermittelt fir den Berghang zum Bhorn folgende Werteta-
belle:

Kartenentfernung in km 0 0,4 0,6 0,9 14 1,8 2,0

Hohe in km 1,0001,158 1,291 |1,539 1,991 2,245 | 2,280

Stelle das Hohenprofil mithilfe des Taschenrechners dar.
Verschaffe dir einen Uberblick tiber die Steigungen, indem du die Durchschnittssteigungen berechnest.

Aufgabe 3?

Um die Pisten in dem Skigebiet aus Aufgabe 2 zu praparieren, benétigt man Schneekatzen. Diese miissen
starke Steigungen uberwinden kodnnen. Je nach ihrer Steigfahigkeit sind sie auch verschieden teuer:
Pistenraupe A bewaltigt Steigungen bis zu 95 %, Pistenraupe B bis 70 % und Pistenraupe C bis zu 50 %.
Das Bergprofil zwischen der Aspitze und dem Bhorn kann naherungsweise durch die Funktion f mit

f(x) = —0,07x* +0,5x% +0,2x +1 (x und y jeweils in km) modelliert werden.

a) Schaffen alle Pistenraupen die Auffahrt zur Aspitze bzw. zum Bhorn?
Wenn nicht, wie weit kbnnen sie jeweils hinauffahren?

b) An welchen Stellen vermutest du die grof3ten Steigungen in beiden Richtungen?
Versuche mithilfe guter Naherungswerte die Steigungen an diesen Stellen zu finden.
Kannst du die Fragen damit beantworten?

1 NW 10, S. 119, 978-3-507-85506-9 —
ZNW 10, S. 119, 978-3-507-85506-9

© T3 Deutschland @ 13
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter
Klasse 1.2 Absolute Anderung und lokale Anderungsrate | Blatt: 1.2.2 Datum:
Aufgabe 4
Bei einem anfahrenden Intercity wird gemessen, wann der Zug bestimmte | Wagen Zeit Weg
Strecken zuriickgelegt hat. Dazu stehen die Zeithehmer auf dem Bahnsteig Nr. ins inm
jeweils zwischen zwei Wagen und starten die Stoppuhr, wenn sich der Zug in 1 20,0 26,4
Bewegung setzt. Die Zeithahme wird gestoppt, wenn das Zugende vorbei- 2 28,0 52,8
kommt. AuBerdem muss sich der Zeitnehmer die Anzahl der passierten Wa- 3 34,1 79,2
gen merken. 4 39,3 105,6
5 43,8 132,0
a) Begriinde, dass die Funktion f mit f(x):0,0718x2—0,1492x+0,6651 6 47.9 158.4
die Daten gut beschreibt. 7 51,7 184.8
b) Bestimme die Geschwindigkeit, die der Zug beim Verlassen des Haltebe- ) 55,2 2112
reichs fur den achten Wagen hat, méglichst genau. 9 58.6 238.7
c) Bestimme die Geschwindigkeit des Zuges, wenn das Ende des Zuges 10 61.7 265 1
den letzten Zeitnehmer passiert. 11 64,7 291’5
12 67,5 317,9

Information und Aufgabe 5

1.

14

Wenn zu einer Messreihe eine passende Funktion zur
Verfiigung steht, kénnen durchschnittliche Anderun-
gen in beliebigen Intervallen berechnet werden.
Der Differenzenquotient lautet dann:
Ay _f(b)-f(a)
AX b-a
Um die Geschwindigkeit des ausfahrenden Zuges zu
bestimmen oder die Steigung des Berges an einer
gewissen Stelle zu ermitteln, haben wir die mittleren
Anderungsraten bzw. durchschnittlichen Steigungen
in der Nahe der ausgewahlten Stelle untersucht. Da-
bei haben wir uns dieser Stelle immer weiter angenéa-
hert. Wir haben damit die durchschnittlichen Ande-
rungsraten in den Intervallen [a;a+h] bestimmt und fiir
h immer kleinere Werte (nahe Null) eingesetzt. Der
Differenzenquotient nimmt dann folgende Form an:
Ay f(a+h)—f(a)
AX h '
Mithilfe des TC lasst sich dieses Probieren schneller
und systematischer durchfiihren. Die Anderungsrate
hangt von der untersuchten Stelle a und dem Abstand
h ab.
Erstelle das folgende Makro im TC:
f(a+h)—f(a)

b .
,msek’ steht flir Sekantensteigungsfunktion.

msek(a,h) =

f(b)

f(a)

f(b) - f(a)

fla+h)

f(a)

f(a+ h) -f(a)
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 1.2 Absolute Anderung und lokale Anderungsrate | Blatt: 1.2.3

Datum:

Aufgabe 6

Bestimme fur f mit f(x) = x? die Werte von msek(a,h) und gib den jeweiligen Differenzenquotienten an.

Was wird mit den jeweiligen Ausdriicken bestimmt? Fertige dazu Skizzen an.

a) (1) msek(4,2) (2) msek(2,4) (3) msek(-4,0.001) (4) msek(5,h) (5) msek(a,1)

b) Erklare die Ergebnisse des TC in der Abbildung rechts. P01 Sk r alcate [ofher Prantolc1ean ue| |

c) Definiere f neu: f(x)=x?—x> +x°. ek -5, 189 E
Fuhre die Untersuchung erneut durch. EEEE;J;) 1_§
Erklare die Ergebnisse. RS o

-2

mzek{-5,
HMAIN

DEG AUTO FUMC 7730

Aufgabe 7*

Das Bild zeigt einen kleinen Ausschnitt
einer Achterbahn. Dieses Teilstlick kann
naherungsweise durch die Funktion f mit
13
f(x) 5 X7 + X
im Intervall [0 ; 2,5] beschrieben werden.
a) Bestimme ndherungsweise die Stei-
gung der Achterbahn in den angege-
benen Punkten.

b) An welchen Stellen vermutest du das
groRte Gefélle und die grof3te Stei-
gung?

Uberpriife deine Vermutung.

c) An welcher Stelle liegt der hochste Punkt des Teilstlicks?

Benutze zum Finden dieses Punktes auch die Steigung.

Aufgabe 8

Ein Turmspringer springt waagerecht vom Brett ab. Der fallende Springer kann im Modell wie ein Stein im
freien Fall angesehen werden. Die Héhe (in m) in Abhangigkeit von der Zeit (in s) kann naherungsweise

durch die Funktion h mit h(t) =10-4,805- t2 modelliert werden.
Berechne ndherungsweise die Geschwindigkeit, mit der der Springer in das Wasser

Aufgabe 9°

Die Messwerte fur ein Bergprofil werden in einer Tabelle festgehalten.

a) Schafft ein Gelandeauto mit der maximalen Steigfahigkeit von 30 % den
Berg?
Dokumentiere, wie du zu deiner Entscheidung gekommen bist.

b) Das Bergprofil wird ndherungsweise durch die Funktion f mit

f(x) = —0,3x° +0,45x2 +0,075x +0,0075

im Intervall [0 ; 1] beschrieben (x in km).
Uberpriife mit dem TC, ob das Funktionsmodell zu der Tabelle passt.

¢) Wie fallt deine Entscheidung aus a) auf der Grundlage der Modellfunktion
aus?

1 NW 10, S. 112, 978-3-507-85506-9
2 NW 10, S. 112, 978-3-507-85506-9

© T3 Deutschland

eintaucht.
Kartenent- | Hohe
fernung in
in km km
0,0 0,008
0,2 0,040
0,4 0,090
0,6 0,150
0,8 0,200
1,0 0,230
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 1.3 Ableitungsbegriff Blatt: 1.3.1 Datum:

Aufgabe 1

Vor etwa 22000 Jahren schlug in Arizona (USA) ein Eisenmeteorit mit einem Durchmesser von etwa 60 m
ein und hinterlie einen 180 m tiefen und 1300 m breiten Krater. Hier libten Astronauten fir ihre Mondlan-
dungen.

Ein direkter Weg von der Kratersohle bis zum Rand des Kraters wird naherungsweise beschrieben durch
die Funktion f mit der Gleichung

f(x) = <= % fir 0 < x < 300.

500

Der Hersteller eines Gelandewagens behauptet, dass sein Fahrzeug eine Steigung von 100% bewaéltigen
konne.
Wie weit kommt der Wagen auf seinem direkten Weg nach oben?

Aufgabe 2

Bestimme die Ableitung der Funktion f an der Stelle a:

f(x) =x3 beia=2 und f(x) = 1 peia=-1.
X

Aufgabe 3

Je nach dem Zusammenhang, der im Funktionsgraphen beschrieben wird, hat die Anderungsrate eine be-
stimmte Bedeutung. In der folgenden Tabelle sind Beispiele aufgefunhrt.
Erganze die Licken und gib weitere Beispiele an.

Funktion lokale Anderungsrate

Zeit > zuriickgelegter Weg Momentangeschwindigkeit zu einem Zeitpunkt

Weg - Hohe eines Gelandeprofils

Zeit > GrolRRe eines Baumes

Steiggeschwindigkeit eines Flugzeuges

Zeit > Geschwindigkeit

Momentaner Benzinverbrauch

Aufgabe 4
Erganze den Text:

Die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle a kann man auch als die ................ Anderungsrate oder als
die Steigung der ................... an den Graphen von f bezeichnen. Geometrisch stellt man sich vor, dass die
Tangente der Grenzwert einer Folge von ..................... ist, die den Graphen von f in A(alf(a)) und einem
weiteren Punkt B des Graphen schneiden, wobei B immer néher an ...... heranrickt. Fir die praktische Be-
stimmung eignet  sich die Betrachtung der Sekantensteigungsfunktion msek mit
msek(a,h) = ....ccooeerinnn. in der N&he von h = 0. Der Grenzwert von msek fur h — 0 ergibt die Ableitung.

Man schreibt: f'(a) =lim.................

16 © T3 Deutschland




Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.1 Datum:

Aufgabe 1

Start Hugelhausen Liegestadt Talingen Bergkirchen Ziel

T I

[+
&
L=

Y
D
©

Héhenmeter

[$
D

D

G

- -F4-FH--4--+-

9 W

o0
i
[E]
-
O
N
N

3
¢

[=]
&)
0
g
=
3

(2NN

D
w
[«

[0}

Tangentensteiquhg

Der Graph in Abb. 1 zeigt ein H6henprofil.
a) Beschreibe den Verlauf des Hohenprofils.

b) Bestimme mithilfe von Tangenten die Steigung des Graphen in verschiedenen Punkten und trage die
jeweils ermittelten Werte in das untere Koordinatensystem (Abb. 2) ein.

c) Wenn man an jeder Stelle des Funktionsgraphen die Steigung ermittelt, erhalt man den Graphen der
Ableitungsfunktion.
Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion mithilfe der bereits bestimmten Steigungen.

d) Markiere auf der Rechtsachse die Bereiche, in denen der Graph fallt bzw. steigt, in verschiedenen Far-
ben.

© T3 Deutschland 17




Arbeitsblatter

Datum:

Blatt: 2.2

© T3 Deutschland

2. Graph und Ableitungsgraph

Bestimme durch grafisches Differenzieren in das darunter gezeichnete Koordinatensystem den Graphen

der Ableitungsfunktion.

Klasse
Aufgabe 2!

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.3 Datum:
Aufgabe 3
N
LAV, ey /“\
>
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. / —~
oy
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() Fa¥da¥
g \%2% % \ L
O | 4hnn N
2 1pop
0
T N
o
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85
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2 Lifal 4 2 La ¥4 fal 2 fal z
d:, B US4 T Z| J o =4 i~ = LN
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c) Stélié dJés \V/errhaltreh déé VGrVapr)hen in den ersten beiden Zeilen der Tabelle dar.

Bereiche zwi-
schen Extrem-
stellen
Verhalten des
Graphen
Vorzeichen der
Funktionswerte
der Ableitungs-
funktion

d) Notiere deine Erkenntnisse.
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Arbeitsblatter

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Datum:

Blatt: 2.4

2. Graph und Ableitungsgraph
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.5 Datum:
Fortsetzung von Aufgabe 4
4N Maximale Fullhohe N Maximale Fillnohe

1 1
1 1
2 1 2 1
ig 1 _8 1
= 1 = 1
z ! = |
1 1
1 1
[} 1
1 [}
1 1
] 1
1 1
1 1
[} 1
1 1
[} 1
1 1
1 1

N SN

T L4 T L

leer voll_Zeit leer voll_Zeit

A A A A
1 1
1 1
5 1 5 1
X 1 X 1
2 | o |
£ ! £ !
2z 1 2z 1
© ! S !
@« 1 @« 1
S 1 S 1
D) 1 2 1
L 1 2 1
@» 1 » 1
1 1
1 1
1 1
1 I
1 1

! N ! AN

v I v 4

leer voll_Zeit leer voll Zeit
Aufgabe 5*

Ordne die Graphen von Funktion und Ableitungsfunktion einander zu. Begrinde jeweils, warum der Graph
passt und warum er zu keiner der anderen Funktionen gehdren kann.
Graphen der Funktionen Graphen der Ableitungsfunktionen

4 A A A
h '1
f

v

:
:

\
\/

1 MN 11, S. 92, 3-14-123941-X
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Arbeitsblatter

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Datum:

Blatt: 2.6

2. Graph und Ableitungsgraph
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Arbeitsblatter

Datum:

Blatt: 2.7

2. Graph und Ableitungsgraph

Klasse

Aufgabe 7

Bestimme den Graph der Ableitungsfunktion durch grafisches Ableiten. Markiere besondere Punkte im

Funktionsgraph.
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.8 Datum:

Aufgabe 8

Rekonstruiere aus dem Graph der Ableitung den Graph der Funktion.
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.9 Datum:

Aufgabe 9

Rekonstruiere aus dem Graph der Ableitung den Graph der Funktion.
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.10 Datum:

Aufgabe 10*

Ebbe und Flut

An der Nordseekiiste steigt wahrend der Flut der Wasserspiegel zweimal am Tag zwischen zwei
und drei Meter an und lberflutet das Watt. Genauso wie das Wasser wahrend der Flut ansteigt,
féllt es wahrend der Ebbe wieder. Den Unterschied zwischen dem Scheitelpegel der Flut und dem
niedrigsten Pegelstand bei Ebbe nennt man Tidenhub.

700

650 \asserstand bei

600
550 Ebbe und Flut

500
450
400
350
300

Wasserstand in
cm tber NN

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 Uhrzeit

Der obige Graph zeigt den Pegelstand, der Uber einen Zeitraum von O Uhr bis 16 Uhr aufgezeichnet
wurde.

a) Beschreibe den Verlauf.
b) Markiere auf der Rechtsachse die Bereiche, in denen der Graph steigt bzw. fallt und zeichne den Gra-

phen der Ableitungsfunktion.
c) Erklare die Bedeutung der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen und die Bedeutung der Hoch- und Tief-

punkte des Graphen der Ableitungsfunktion.
Was beschreiben die Bereiche, in denen der Graph bzw. der Ableitungsgraph steigt bzw.fallt?

Aufgabe 117
Beim Test eines neuen Motorrad-Modells wurden die Beschleunigungswerte gemessen.

Beschleunigung  Zeit Beschleunigung  Zeit
0-110 km/h 3,8s \

0 - 10 km/h 0,55 s ,

0 - 20 km/h 0,85s 0 - 120 km/h 43s <

0 - 30 km/h 1,2s 0 - 130 km/h 48s ,

0 - 40 km/h 15s 0 - 140 km/h 52s <

0 - 50 km/h 1,8s 0 - 150 km/h 58s |

0 - 60 km/h 2,1s 0 - 160 km/h 6,6s

0 - 70 km/h 2,45 s 0-170 km/h 72s

0 - 80 km/h 28s 0 - 180 km/h 80s

0 - 90 km/h 3.1s 0 - 190 km/h 89s |z
0 - 100 hm/h 3,4s 0 - 200 hm/h 99s =

a) Zeichne den Graphen der Funktion Zeit (in s) = erreichte Geschwindigkeit (in kTm)_ Beschreibe ihn.

b) Ermittle grafisch zu den angegebenen Zeitpunkten die lokalen Anderungsraten.
Welche Bedeutung haben sie?
c) Zeichne einen Graphen fur die lokalen Anderungsraten in Abhéngigkeit von der Zeit und beschreibe ihn.
d) Beschreibe den Zusammenhang zwischen dem Graphen der Funktion und dem Graphen der
Ableitungsfunktion.

' EdM10, S. 203, 3-507-87210-3 N\
? EdM10, S. 165, 3-507-87210-3 /N
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.11 Datum:

Aufgabe 12*

Ein Fallschirmspringer fliegt im freien Fall, dann 6ffnet er den Fallschirm und schwebt zu Boden.
Fir die Héhe (in m) H(t) in Abhangigkeit von der Zeit t (in s) kann n&herungsweise folgende Funktionsvor-
schrift verwendet werden:

—41-t> furo<t<
H(t):{sooo 4117 fro<t<22

-5-t+1016 furt> 22

Zeichne den Graphen dieser Funktion mit dem TC.

In welchen Zeitabschnitten nimmt die Geschwindigkeit zu, in welchen nimmt sie ab und in welchen
bleibt sie konstant?

Skizziere den Graphen der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion.

Ermittle den Term der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion mithilfe der Sekantensteigungsfunktion
H(t+h)—H(t)

msek(t,h) = mit h = 0,001.

Mit welcher Geschwindigkeit kommt der Springer am Boden an?

Zu welchem Zeitpunkt ist die Geschwindigkeit des Springers maximal?

Beschreibe den Zusammenhang zwischen dem Graphen der Funktion und dem Graphen der Ablei-
tungsfunktion.

Aufgabe 13?

Auf einer Teststrecke mit genau fest gelegten Bedingungen 14 Benzinyolumen

wurde stéandig gemessen, wie viel Benzin ein Auto schon ver-
braucht hatte. Die Abbildung zeigt das Testergebnis.

a)

b)

<)
d)

f)

0,201

Der Benzinverbrauch wird Ublicherweise in Liter pro
100 km angegeben. 0,10+
Bestimme den Verbrauch auf dieser Strecke. i
Begrinde, dass der Benzinverbrauch auf dieser Strecke
nicht gleich bleibend war. Wie musste ein Graph bei gleich / Strecke
bleibendem Benzinverbrauch aussehen? EREEEEE R
Nenne je eine Teilstrecke, auf der der Verbrauch kleiner

bzw. grof3er als der Durchschnittsverbrauch war.

In manchen Fahrzeuge_n gibt es Bordcqmputer, die auch 9 9|_ 255km 647
den momentanen Benzinverbrauch anzeigen. ’ *5_-‘;(')::;
An welcher Stelle der Teststrecke ist dieser am kleinsten 100k 5.0 &
bzw. am groften? 'S 22 19 w0

Skizziere den Graphen, der den momentanen Benzinverbrauch angibt.
Beschreibe den Zusammenhang zwischen dem Graphen der Funktion und dem Graphen der
Ableitungsfunktion.

! EdM10, S. 175, 3-507-87210-3
2 EdM10, S. 141, 3-507-87210-3
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 2. Graph und Ableitungsgraph Blatt: 2.12 Datum:
Aufgabe 14
N
Einwahmnerzah
40004
N
N
30000 ™ = ]
20000
]
I'I'lr—| N
nE ?
N
L] N
L rd
1990 1995 2000 2005-~aNl

a) Welche Bedeutung hat die Ableitungsfunktion? Beschrifte die Achse entsprechend.

b) Skizziere den Graphen der zugehérigen Ableitungsfunktion in das untere Koordinatensystem.

c) Was beschreiben die Hoch- und Tiefpunkte des Graphen und die des Graphen der Ableitungsfunktion?
Was beschreiben die Bereiche, in denen der Graph bzw. der Ableitungsgraph steigt bzw.fallt?

28 © T3 Deutschland




Arbeitsblatter

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 3. Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln Blatt: 3.1 Datum:
Aufgabe 1
In dgr Tabelle rechts sind Funktionen und ihre Ableitungs- f(x) = X2 f'(x)=2-x
funktionen angegeben.
a) Erkennst du ein Muster? Setze die Tabelle fort. f(x) = x3 f'(x) =3-x>
b) Uberprife mithilfe des TC und der Sekantensteigungs-

funktion msek(x,h) deine Vermutung fur x* und x°. f(x) = x* f(x)=....

f(x) = X" f(x)=....

Aufgabe 2

In den ersten beiden Kapiteln hast du die in Aufgabe 1 entdeckte Regel zur Ableitung von Potenzfunktionen
schon vermutet. Du kannst Ableitungen an einer beliebigen Stelle a naherungsweise mithilfe der ‘'msek’-
Funktion bestimmen. Auch kannst du zu einem gegebenen Funktionsgraphen den Ableitungsgraphen
zeichnen.
In dieser Aufgabe sollst du die Potenzregel formal begriinden. Wenn man beim Differenzenquotienten den
Parameter h gegen null laufen lasst, spricht man vom Differentialquotienten.

a) Es sind die Umformungen fur f mit f(x) = x2 mithilfe des Differentialquotienten angegeben.
Erlautere die einzelnen Umformungsschritte.

=y

f(x +h) —f(x)
h

_ (x+h)2—x2
= lim—~———
h—0
. x2+2.-x-h+h? —x?
= lim
h—0 h
. 2.x-h+h?
= lim ——
h—0 h
:“mh-(2x+h)
h—0 h
=lim(2x+h
(@)
=2-X

b) Begriinde, dass folgendes gilt:
(x+h)> = (x+h)-(x+h)-(x+h)

=X-X-X+X-X-h+Xx-h-x+x-h-h+h-x-x+h-x-h+h-h-x+h-h-h

=x*+3-x2-h+3-x-h? +h®

(x+h)4 =(x+h)-(x+h)-(x+h)-(x+h)

=x*+4.x3 .h+Rest

(x+h)" =(x+h)-...-(x+h), ne N

n-mal

=x"+n-x"1.h+Rest

Der Restterm besteht aus Summanden, in denen h als Faktor mit mindestens quadratischer Potenz auf-
taucht.
c) Begrinde jetzt die Regel zur Ableitung von Potenzfunktionen allgemein.

Anmerkung: Man kann auch zeigen, dass diese Regel fir beliebige reelle Exponenten gilt.
Dies darfst du im Weiteren benutzen.

© T3 Deutschland
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 3. Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln Blatt: 3.2 Datum:

Aufgabe 3

Die Hohe in Meter einer startenden Rakete in Abhéangigkeit von der Zeit in Sekunden kann
naherungsweise durch die Funktion s mit s(t) = t3 modelliert werden.

Wann durchbricht die Rakete die Schallmauer (Vschar = 340 m/s)?
Loése die Aufgabe mit verschiedenen Methoden.
Dokumentiere deine Uberlegungen.

Aufgabe 4
In der Aufgabe 1 auf Blatt 1.3.1 hast du die Funktion f mit f(x) = ﬁloxz untersucht.

a) Erlautere, wie sich der Graph der Funktion f aus dem Graphen der Grundfunktion g mit g(x) = x*
ergibt. Vermute eine Regel fur die Ableitung der Funktion f mit f(x) =a-g(x), wenn die Ableitung g’ von

g bekannt ist.
b) Begrunde diese Faktorregel mithilfe des Differentialquotienten.

Aufgabe 5

a) Zeichne die Graphen zu g mit g(x)=x2 und f mit f

f(x) = x% +3 sowie deren Ableitungsgraphen in ein

gemeinsames Koordinatensystem.
Beschreibe, wie sich der Graph der neuen Funktion
f aus dem gegebenen Graphen von g ergibt.
b) In welchem Zusammenhang stehen die Ableitungs-
funktionen von f und g?
Probiere mit verschiedenen Funktionen und formu-
liere deine Beobachtung als Regel.
¢) Rechts sind die Graphen zu den Funktionen j und k 4

mit den Gleichungen ix) = x2 und

k(x) =-0,5x% +x—1 und der Graph der aus j und k

additiv = zusammengesetzten Funktion f mit
f(x) = j(x)+k(x) dargestellt.
Erlautere, wie sich der Graph der Funktion f aus den
Graphen der Grundfunktionen ergibt.
Zeichne die Ableitungsfunktionen.
Erklare das Verhalten der Ableitungsfunktion von f,
speziell an den Stellen -1, 0 und 1.

d) Verallgemeinere die Erkenntnisse aus Teilaufgabe ¢) und stelle eine Vermutung fir die Ableitung von
additiv zusammengesetzten Funktionen auf.

e) Begrinde diese Summenregel mithilfe des Differentialquotienten.

Aufgabe 6

Bestimme die Ableitungsfunktionen mithilfe der hergeleiteten Regeln.

a) f(x) = x*° b) f(x) = x4 c) f(x)=x"1 d) f(x) = %xz

e) f(x)= %x3 f) f(x) = 4x° g) f(x)= —é x* h) f(x) = —2x~2 +3x™*1

i) f(x) = 2x3 —%xz +5 ) fx)=x2 —x3+x° k) f(x) = x3 +2x3 ) f(x) = 0.5x +4x3 — 2x*
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 3. Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln Blatt: 3.3 Datum:

Aufgabe 7

Die Bewegung eines Fahrzeugs werde durch die Zeit-Weg-Funktion f mit f(x) = 3 x° beschrieben (in m/s).
a) Berechne die momentane Geschwindigkeit zu den Zeitpunkten x =2 und x=5.

Bestimme auch die momentane Geschwindigkeit zum allgemeinen Zeitpunkt a.
b) Zu welchem Zeitpunkt betragt die momentane Geschwindigkeit 15 m/s?

Aufgabe 8

Die Bewegung eines Fahrzeugs werde durch die Zeit-Weg-Funktion f beschrieben mit f(x) = 0,5 x* (in m/s).
Betrachte den Zeitbereich von x = 0 bis x = 2.

Begriinde anhand einer Skizze, dass es innerhalb dieses Intervalls einen Zeitpunkt geben muss, bei dem
die Momentangeschwindigkeit des Fahrzeugs genau so hoch ist wie die mittlere Geschwindigkeit auf dem
Intervall. Berechne, zu welchem Zeitpunkt das der Fall ist.

Aufgabe 9*

Die Abbildung zeigt:

Die mittlere Geschwindigkeit in einem Zeitintervall entspricht
normalerweise nicht der Momentangeschwindigkeit in der Mitte
des Intervalls.

Untersuche dazu folgende Beispiele:

a) An welcher Stelle ist bei dem Graph zu y = 8 —x° die Stei-
gung identisch zur mittleren Steigung im Bereich von x =0

bis x = 2?
b) Bestimme die gleiche Stelle fir y = x* im Bereich von x =0
bis x = a.

Was fallt auf?
Erklare die Beobachtung.

Aufgabe 10

Man erzahlt, dass Galileo Galilei (1564 bis 1642) frei fallende Kérper untersuchte, indem er sie vom 45
Meter hohen Schiefen Turm von Pisa fallen lie3. Tatsachlich waren die ihm zur Verfliigung stehenden Zeit-
messeinrichtungen nicht genau genug, um brauchbare Ergebnisse zu erzielen, so dass diese Legende
nicht wahr sein kann.

Heute wissen wir, dass sich die beim freien Fall zurlickgelegte Wegstrecke s fir alle Kérper nach der For-

mel s=0,5-t% berechnet, wobei t die vergangene Zeit in Sekunden und s die zuriickgelegte Fallstrecke in
Metern ist.

a) Welche Zeit vergeht zwischen dem Loslassen und dem Aufschlag, wenn man ein Steinchen vom
Schiefen Turm von Pisa fallen 1asst?

b) Mit welcher Geschwindigkeit schlagt das Steinchen auf dem Boden auf?

c) Welche Geschwindigkeit hat das Steinchen, nachdem es 10 m gefallen ist?

d) Galilei musste die Zeit z. B. mithilfe seines eigenen Pulses schatzen. Angenommen Galilei war
vollstandig ausgeruht, sein Herz schlug 60 mal pro Minute und er konnte fur die Zeitmessung nur
ganze Herzschlage zahlen. Fand ein Ereignis zwischen zwei Schlagen statt, so entschied er sich will-
kurlich fur einen der modglichen Werte. Zusatzlich muss noch eine Ungenauigkeit der Reaktionszeit von
+/- 0,5 Sekunden einkalkuliert werden.

Wie grol3 war dann der maximale Fehler seiner Zeitmessung?
Welchen Einfluss hat dies auf die Geschwindigkeit, mit der das Steinchen aufschlagt?

1 MN 11, S.84, 3-14-123941-X
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 3. Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln Blatt: 3.4 Datum:

Aufgabe 11

Nadja hat sich eine Regel ausgedacht, mit der sie Funktionen, die aus Briichen bestehen, ableiten will:
(m] T
9x))  g(x)

Zeige an einem selbst gewahlten Beispiel, dass Nadjas Regel falsch ist.

Aufgabe 12

Bestimme die Ableitungen mithilfe des Rechnerbefehls ,d(f(x),x)’.

a) f(x)=0.5x+4x®-2x* b) f(x)=0,273x° - A e 13, c) f(x)= 1 d) f(x)= 1
17 5 X a-X

Aufgabe 13

Die Graphen der Funktionen f(x) = 1 und der Ableitung f'(x) = iz sind dir aus der Hausaufgabe bekannt.
X X

Skizziere in die Koordinatensysteme unten jeweils die Graphen der Funktionen g und h sowie deren Ablei-
tungsfunktionen in die Koordinatensysteme darunter.

1 1 1
f(x) == g(x)=—-+ h(x)=——
X X+ 2 x—-1
y ' y
4 4
3 3
2 2
1 1
X X
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4
1 1
2 2
3 3
4 4
y y y
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1 1
X X X
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 1 0 1 2 3 4
1 1
2 2
3 3
4 4
f(x) = g'(x) = h'(x) =
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Arbeitsblatter Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Klasse 3. Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln Blatt: 3.5 Datum:
Aufgabe 14
Erganze das Schema Bestimme die Ableitungen zunéchst

héndisch und tberprife deine Ergebnisse
anschlieRend mit dem TC.

N o
' *b 2) 1=
3x
| b) f(x)=—
Ableiten X_4
1
c) f(x)=
) 1) 5x+12
1
d) f(x)=————
> ) 1) 0,25x -7
4
e) f(x)=——
) 1) 2x+3
Aufgabe 15
a) Zeichne den Ableitungsgraphen der Sinuskurve. ty

NN LN ,

0.004

Dieser Zoom im Ursprung
kann hilfreich sein.

0004 /0 0.004

Ao04

-0.008

b) Was liefert der TC als Ableitungsfunktion? ty
Kommentiere das Ergebnis. : 1

Aufgabe 16

Bestimme jeweils die Ableitung der Funktion f mit den angegebenen Gleichungen mithilfe der Ableitungsre-
gel. Uberpriife anschlieRend mit dem Rechner.

a) f(x)=sin(x)+3 b) f(x)=sin(x)-42 c) f(x)=-sin(x)

d) f(x)=x-+sin(x) e) f(x)=x3+sin(x) f) f(x)=-x" -sin(x)
g) f(x)=sin(x) +X h) f(x)=sin(x) +% i) f(x)=sin(x)+cos(x)
Aufgabe 17

Untersuche, welche Steigungen der Graph der Sinusfunktion an den Nullstellen im Intervall [- 2n / 27] hat.
Entscheide begriindet, ob es noch Stellen mit steilerer Tangente an den Graphen gibt oder nicht.

© T3 Deutschland 33




Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Arbeitsblatter

Klasse 3. Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln Blatt: 3.6 Datum:

Aufgabe 18

Oskar meint: ,Die Ableitung der Sinusfunktion ist die Kosinusfunktion, dann ist die Ableitung vom Kosinus

wieder der Sinus”.

Hat er Recht?

Welche Ableitung der Kosinusfunktion vermutest du?
Beschreibe, wie du zu deiner Vermutung gekommen bist.

Aufgabe 19

Timo hat mit Ableitungen von Sinusfunktionen experimentiert und folgende Ergebnisse erhalten:

viﬂ Hl;éEraTﬁD{ﬁngPrrgsmIDTCleFaEr'T Up vig ngrérjramﬂtmgr*TPrrgsmIDTEleFaEr'T Up

- %(511'1( )| coslx ol %(ﬂn( )] coslx)
l%(sin(x— in coslx—1 l%{sinfz-x)] 2-cos(2- )
l%(sin(x—Z)j coslx—2 l%{sin( R EES)| -3-cos3ex)
l%{sin(x—b)] coslx—b l%(sin(a-x)) a-cosla- )

Deute die Ergebnisse im Hinblick auf die Veranderungen der Graphen.

Aufgabe 20

Untersuche analog zu Timos Experimenten die Funktionen mit den Gleichungen
a) f(x) =sin(a-x—b)

b) f(x) =sin(a-(x—b)).

Deute auch hier die Ergebnisse im Hinblick auf die Veranderungen der Graphen.

Aufgabe 19

Ergénze die Gleichungen der Ableitungsfunktionen und skizziere ihre Graphen.

f(x) = sin(x) g(x) = sin(x + gj h(x) = sin(3x " gj
y y y

VN, N VA

aZa /N SNAN

F(x) = g(x) = h(x) =

34
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Wissensspeicher Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Wissensspeicher

Differenzenquotient

X y 1. Zwischen den x-Werten 2 und 5 ist die Anderung des y-Wertes Ay =25-4=21.
0 2. Zwischen den x-Werten 2 und 5 ist die mittlere Anderungsrate oder der
2 Differenzenquotient: ﬂ:H:2_1:7

Ax 5-2 3
S 25 | wenn man das Anderungsverhalten untersucht, sagt die Anderungsrate in der Regel mehr
7 49 |aus als die Anderung, da sie auf das Intervall bezogen ist.

Beispiele:
8 64 . - =
Funktion mittlere Anderungsrate
9 81 Zeit > Weg Durchschnittsgeschwindigkeit
Weg - Hohe uber NN Durchschnittliche Steigung
Zeit > Korpergrol3e Mittlere Wachstumsgeschwindigkeit

Sekante und Sekantensteigung

Markiert man auf einem Funktionsgraphen
Ay 25-4 21 zwei Punkte A und B, dann hei3t die Gerade
AX 5_2 —3—7 durch die zwei Punkte Sekante des Gra-
phen. Die mittlere Anderungsrate der Funk-
tion zwischen A und B ist die Steigung die-
ser Geraden und heilt deshalb auch

m==-"2=7 Sekantensteigung.

Anderungsverhalten einer Funktion

Man kann das Anderungsverhalten einer Funktion
auf einem Intervall [a ; b] beschreiben:
1. mit der Differenz
Ay =f(b)-f(a).
Dies ist die Differenz der Funktionswerte am
Ende und am Anfang des Intervalls und damit
die absolute Anderung.
2. mit dem Differenzenquotienten

Ay _f(b)-f(a)

Ax  b-a

Dies ist die mittlere Anderungsrate der Funk- :
tion im Intervall [a ; b]. : i i . e X

X

Geometrische Veranschaulichung

Der Differenzenquotient gibt die Steigung der Geraden durch die Punkte P und Q an. Die Steigung der Se-
kanten ist die mittlere Steigung des Graphen auf dem Intervall [a ; b]. Die Berechnung der Steigung erfolgt
mit dem Steigungsdreieck.
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Wissensspeicher

h-Methode

Man kann das Anderungsverhalten einer Funktion an einer Stelle a
naherungsweise bestimmen, indem man die durchschnittliche An-
derung in einem sehr kleinen Intervall [a ; a+h] berechnet.

Fir h setzt man sehr kleine Zahlen ein, z. B. h = 0,001.

Ay _fa+h)-f(a)
AX h

Geometrische Veranschaulichung

Der Differenzenquotient gibt naherungsweise die Steigung der Geraden durch den Punkt P an, der sich die
Sekanten durch die Punkte P und Q nahern, wenn der Punkt Q immer naher an Punkt P heranriickt.

Sekantensteigungsfunktion

Das Berechnen der Anderungsrate einer Funktion an einer Stelle a lasst sich mithilfe des TC leicht durch-

fuhren. Die Anderungsrate hangt von der untersuchten Stelle a und dem Abstand h ab.

Wir definieren also die Sekantensteigungsfunktion ‘msek” durch msek(a,h) = fa+h)-1(2) .

h

Steht der Term der zu untersuchenden Funktion unter y1(x), definiert man das zugehorige Makro im Home-

Fenster des TC folgendermaflen: (yl(a-+h)—yl(a))/h — msek(a,h)

Ableitung
™
y
f(ath)fe--m--mmmmmmmmmaeg
mittlere _ ) f(a+h)-f(a)
Anderungs-  msek(a,h) = fa+h)-f(@) hr: f(a) i?lg%rltﬁg
rate f(@)p==----~ e :
* x N
a a+th
h=0
lokale
Anderungs- f'(a) = Iimw Tgtrgelr;;en-
rate n-0 h gung
Die Steigung des
Fir h=0 lasst sich eine Zahl X
erganzen: f'(a), sprich: die

Ableitung von f an der Stelle a. Tangente in A.

36

Graphen von fin A
ist die Steigung derJ /
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Wissensspeicher

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Zusammenhang Graph und Ableitungsgraph

Wenn der Graph einer Funktion in einem seiner Abschnitte nur steigt (Steigung ist positiv), dann verlauft der
zugehdorige Teil des Ableitungsgraphen in diesem Abschnitt immer oberhalb der x-Achse.
Wenn der Graph einer Funktion in einem seiner Abschnitte nur fallt (Steigung ist negativ), dann verlauft der
zugehdorige Teil des Ableitungsgraphen in diesem Abschnitt immer unterhalb der x-Achse.

Interpretationen der Ableitung

Bedeutet f ... dann bedeutet f’ ...

und ein Extrempunkt des
Graphen...

und ein Extrempunkt des
Graphen der Ableitungs-
funktion ...

den y-Wert eines
Punktes P auf dem
Graphen von f

die Steigung des
Graphen von f in die-
sem Punkt P

ein Punkt mit waagerechter
Tangente

das Vorliegen lokal gréRter/
kleinster Steigung

der vom Start in der Zeit
x zurtickgelegte Weg

die Geschwindigkeit
zur Zeit X

gof. der vom Ausgangs-
punkt erreichte Punkt mit
der gréRRten Entfernung

maximale/minimale Ge-
schwindigkeit in einer zeitli-
chen Umgebung

die zur Zeit x erreichte
Geschwindigkeit

die Beschleunigung
zur Zeit X

Zeitpunkt der grofiten/
kleinsten Geschwindigkeit

Zeitpunkt der grof3ten/
kleinsten Beschleunigung in
einer zeitlichen Umgebung.

das Volumen eines Kor- | die Querschnittsfla-

wegen der Monotonie nicht

H6hen mit besonders grol3er/

pers bis zur Hohe x

che des Korpers in
dieser Hohe x

vorhanden

kleiner Querschnittsflache

das Volumen in einem
Behalter zur Zeit x

zur Zeit X

die Zufluss- bzw. Ab-
flussgeschwindigkeit

Zeitpunkt mit besonders
groRer/geringer Beflllung.

Zeitpunkte mit extremer Zu-
bzw. Abflussgeschwindigkeit

Wichtige Ableitungsregeln

in Worten

Formel und Beispiel

grafisch interpretiert

Ableiten von Potenzfunktionen
Der Exponent wird als Faktor vor
den Ableitungsterm gestellt, der
Exponent verringert sich um 1.

f(x)=x" > f'(x)=n-x""
Beispiel:
fx)=x" =>f'(x)=7-x°

Ableiten der Sinusfunktion

f(x) = sin(x) — f'(x) = cos(x)
f(x) = cos(x) — f'(x) = —sin(x)
(Argument im Bogenmalf3!)

Ein konstanter Summand fallt
beim Ableiten weg.

f(x)=g(x)+c — f'(x) =g'(x)
Beispiel:
f(x)=x"+5— f'(x) =4x®

Wird der Graph einer Funktion
nach oben oder unten verschoben,
so bleibt seine Steigung an jeder
Stelle gleich.

Faktorregel
Ein konstanter Faktor bleibt beim
Ableiten erhalten.

f(x)=a-g(x) > f'(x)=a-g'(x)
Beispiel:

fx)=7-x° >

f'(x)=5-7-x* =35-x*

Wird der Graph einer Funktion mit
dem Faktor a gestreckt
(gestaucht), so wird seine
Steigung an jeder Stelle mit dem
Faktor a multipliziert.

Summenregel

Eine Summe von zwei Funktio-
nen hat als Ableitung die Summe
der beiden Ableitungen.

f(x) = g(x) +h(x) —>

f'(x) =g'(x)+h'(x)

Beispiel:

f(x) =x® +x* - f'(x) =3x* +4x°

Werden zwei Funktionen addiert,
so addieren sich an jeder Stelle
nicht nur die Funktionswerte, son-
dern auch die Steigungen.

Kettenregel mit linearer innerer
Funktion

f(x)=g(@-x+b) >
f'(x)=a-g'(a-x+hb)
Beispiel:

f(x) =sin(3x +2) >
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f'(x) =3-cos(3x + 2)
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Mind Map

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Das kannst du jetzt:
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Fertigkeiten Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Hinweise zu rechnerspezifischen und rechnerfreien Fertigkeiten

Rechnerfreie Fertigkeiten

Obwohl die Einheit ,Anderungsraten und Ableitungsfunktionen‘ mit Verwendung des TC als Werkzeug unter-
richtet wird, sollst du bestimmte Fertigkeiten auch rechnerfrei erwerben und beherrschen. Diese Fertigkeiten
wirst du in der Klassenarbeit oder in Kurztests nachweisen missen.

Du sollst ...
1. den Begriff ,lokale Anderungsrate’ erkldren und in Sachsituationen zuordnen kénnen.

2. zu gegebenem Bestandsgraphen den Graphen der Anderungsratenfunktion skizzieren kénnen und
umgekehrt.

3. einfache Funktionsterme unter Anwendung der Ableitungsregeln ableiten kénnen.

Beispiele:

Zu 1:  Fir einen zuriickgelegten Weg bedeutet die lokale Anderungsrate die Geschwindigkeit zu einem
bestimmten Zeitpunkt (vgl. Wissensspeicher).

Zu 2: Beispielaufgaben findest du im Kapitel 2, z.B. Blatt 2.3, Aufgabe 3 oder Blatt 2.8, Aufgabe 8.

Zu3" f(x)=3-x% > f(X)=6-X
(Ableiten der Potenzfunktion, Anwenden der Faktorregel)
f(x):2-x4 -3.x%2 > f'(x) =8-x3-6-x
(Ableiten der Potenzfunktion, Anwenden der Summen- und Faktorregel)
f(x) =sin(3x+2) — f'(x) =3-cos(3x+2)
(Ableiten der Sinusfunktion, Anwenden der Regel fur die Verkettung mit einer linearen inneren
Funktion)

CAS-Fertigkeiten

Du sollst mithilfe des TC ...
1. im Listeneditor mit dem , A List'-Befehl durchschnittliche Anderungsraten berechnen kénnen.

2. und mithilfe der Sekantensteigungsfunktion momentane Anderungsraten lokal und global
naherungsweise bestimmen kénnen.

3. die Ableitung einer Funktion an einer Stelle und allgemein bestimmen kdnnen.

Zul: Vgl TC-Hilfen
Zu2: Lokal: Ableitung von x* an der Stelle 3 naherungsweise mit einer Schrittweite h=0,001:

X"2 f(x) (f(a+h)-f(a))/h msek(a,h)  msek(3,0.001) Ausgabe: 6.001

Global: Ableitungsfunktion von X2 naherungsweise mit einer Schrittweite h=0,001:

X2 f(x) (f(a+h)-f(a))/h msek(a,h)  msek(x,0.001) Ausgabe: 2-(x +0.0005)
Zu3:  Ableitung von x* an der Stelle 3:

d(x"2,x)[x=3 Ausgabe: 6

Ableitungsfunktion von X2

d(x"2,x) Ausgabe: 2x
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Selbsteinschéatzung

Selbsteinschéatzung

Schétze deine Kenntnisse ein und mache ein Kreuz in der entsprechenden Spalte.

. . ich muss | .
ich bin ich brau-
Ich kann : noch .
sicher N che Hilfe

Uben

e das Anderungsverhalten von Situationen und Vorgangen anhand
ihrer Funktionsgraphen qualitativ beschreiben.

e zu einer verbalen Beschreibung eines Anderungsverhaltens einen
moglichen Graphen zeichnen.
Das Wachstum verlangsamt sich.

e anhand eines Graphen oder einer Tabelle die mittleren Anderungs-
raten in angegebenen Teilabschnitten berechnen.

e die inhaltliche Bedeutung der mittleren Anderungsrate in konkreten
Sachzusammenhé&ngen angeben.
Weg-Zeit-Diagramm -2 mittlere Geschwindigkeit

e in einem Funktionsgraphen zu gegebenen Punkten die
Sekantensteigung berechnen.

e die inhaltliche Bedeutung der lokalen Anderungsrate in konkreten
Sachzusammenhangen angeben.
Weg-Zeit-Diagramm -2 Momentangeschwindigkeit

o die lokale Anderungsrate und die Tangentensteigung fiir beliebige
Funktionen ndherungsweise bestimmen.

e Hoch-, Tief- und Wendepunkte eines Graphen markieren

e zu einem gegebenen Graphen einen Ableitungsgraphen skizzieren

e zu einem gegebenen Ableitungsgraphen einen zugehdrigen Aus-
gangsgraphen skizzieren.

e die Ableitungsregeln fur Potenzfunktion und Sinusfunktion angeben
und anwenden.

o verknupfte/verkettete Funktionen mithilfe der Summen- und Faktor-
regel und der ,Kettenregel mit linearer innerer Funktion® ableiten.

15 1 3
f(x) = 3x% + =x?% — 2%, g(x) = —; h(x) =
() 2 g()3x()5x+4
o den TC-Befehl d(f(x),x) fur die Ermittlung von Ableitungsfunktionen

nutzen.

e die lokale Anderungsrate und die Tangentensteigung an
vorgegebenen Stellen fur ganzrationale Funktionen bestimmen.
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Lernprotokoll Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Lernprotokoll

Lernprotokoll 1 — Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehalten
werden. Somit dient es jedem einzelnen zur Kontrolle seines eigenen Lernzuwachses.
Beantworte dazu folgende Fragen:

1.

Pegelstdnde eines Flusses

Uhrzeit 6 Uhr 8 Uhr 9 Uhr 12 Uhr 16 Uhr
Pegelstand (in m) 2,0 2,2 2,4 3,3

Erlautere an diesem Beispiel den Unterschied zwischen absoluter Anderung, mittlerer und lokaler An-
derungsrate.

Der Graph zeigt die zeitliche Entwicklung eines Fruchtflie- "y
genbestands.
(i) Erlautere an diesem Beispiel die inhaltliche Bedeu-
tung von mittlerer und lokaler Anderungsrate.
(i) Skizziere den Graphen der Anderungsrate des Be-
stands.

Xy
I

Erlautere an einem Beispiel eines Funktionsgraphen anschaulich, wie man von der mittleren
Anderungsrate zur absoluten Anderungsrate gelangt.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = X% —3-X. A(1|-2) und B(4 | 4) sind Punkte des Graphen von f.

(i) Berechne die Sekantensteigung zwischen den Punkten A und B.
(i) Erlautere die Bedeutung des Terms msek(1,h):
(iii) Erlautere, wie man von msek(1,h) zur Ableitung von f im Punkt A gelangt und berechne f'(a).

Erlautere am Beispiel einer Geraden die Berechnung der Steigung.
Zeige, warum diese Berechnung fur das Anderungsverhalten in den Sachzusammenhéngen dieser
Unterrichtseinheit nicht ausreicht.

Lernprotokoll 2 — Zusammenhang Graph und Ableitungsgraph

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehal-
ten werden. Somit dient es jedem einzelnen zur Kontrolle seines eigenen Lernzuwachses.
Beantworte dazu folgende Fragen:

1.

© T3 Deutschland

Welche Steigung hat ein Graph an seinen Hoch- und Tiefpunkten?
Gib an, woran man den Wendepunkt eines Graphen erkennt.

Beschreibe, wie man an einem Ableitungsgraphen ablesen kann, dass der Ausgangsgraph einen
Wendepunkt besitzt.

Wenn der Ableitungsgraph an einer Stelle einen Hochpunkt (Tiefpunkt) besitzt, was bedeutet das fur
den Ausgangsgraphen an dieser Stelle?

Wenn der Ableitungsgraph eine Gerade mit positiver (negativer) Steigung ist, was bedeutet das fir
den Ausgangsgraphen?

Wenn der Ableitungsgraph die Normalparabel ist, was bedeutet das fir den Ausgangsgraphen?
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Notizen
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Ganzrationale Funktionen Arbeitsblatter
Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.1 Datum:
Aufgabe 1
Aus einem quadratischen Karton mit den MafRen 20 cm x 20 cm soll eine X X
oben offene Schachtel mit moglichst groBem Volumen zugeschnitten T T
werden (ohne Klebefalze). ' ' X
I B
a) Bastele eine solche Schachtel aus einem Blatt Papier und bestimme ' :
das Volumen. i i
b) Stelle einen Term V(x) fir das Schachtelvolumen auf und berechne : :
Vfirx=1;2;..;6. i i
c) Bestimme das maximale Volumen. N R
K P
1 1 X
i i

Aufgabe 2
Von einer wertvollen Glas-Tischplatte mit den Abmessungen

64 cm x 144 cm ist eine Ecke abgesprungen (siehe Bild rechts).
Die Bruchkante kann als parabelférmig mit der Gleichung

p(x) = —% x? + 64 modelliert werden.

x und p(x) werden dabei in cm angegeben.

Aus dem Rest soll eine méglichst grol3e rechteckige Platte heraus-
geschnitten werden.

Bestimme deren Abmessungen und Grél3e.

: ®

YA
144~
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Arbeitsblatter

Ganzrationale Funktionen

Klasse

1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen

Blatt: 1.2

Datum:

Aufgabe 3

Mithilfe einfacher linearer Funktionen lassen sich neue Funktionen durch Produktbildung erzeugen. Bei
dieser Aufgabe sollst du die Zusammenhénge, die sich aus dieser Verknupfung ergeben, entdecken.
Dabei sind die linearen Funktionen durch die Gleichungen f(x) = x, g(Xx) =x+2 und h(x) = x -3 gegeben.

Jeder fur sich

a)

b)

Skizziere zur Erinnerung die drei Graphen der
Funktionen f, g und h in ein Koordinatensystem
und beschreibe die wichtigsten Merkmale.
Multipliziere zwei der linearen Terme zu einem
neuen Funktionsterm.

Beispiel: p(x) =(x+2)-(x—3) (vergleiche Abb. 1)
Beschreibe die wichtigsten Merkmale der neu
entstehenden Funktion.

Mit dem Nachbarn

c)

d)

Experimentiert jetzt mit Termen, die sich aus
drei oder vier Faktoren zusammensetzen. Figt
dazu selbststandig weitere Faktoren hinzu.
Beispiel: p(x) = x:(x + 2)-(x — 3) (vergleiche Abb. 2)
Beschreibt die wichtigsten Merkmale der neu
entstehenden Funktion.

Untersucht auch, was geschieht, wenn ein Fak-
tor doppelt oder dreifach vorkommt.

Beispiel: p(x) = (x + 2)2~ (x=13).

1;:2

Few
Zoar

Fz Fu

FEr

Trace|Regraph|Math|Draw|« ﬁp irE::

Fa* 7

HMAald

EAD AUTO

FUHC

Abb. 1

1™

i

Fev
200

B &
Trace|Regraph|M

FEr
ath |0

Far* JF7
Lag= 10 ol

HMAIN

EAD AUTO

FUMC

Abb. 2

Wenn ihr mit der Untersuchung nicht vorankommt, holt euch Hilfe beim Lehrer / bei der Lehrerin.

Aufgabe 4

Gib jeweils einen mdglichen Term zur Erzeugung eines &hnlichen Graphen an (eine Achseneinteilung
entspricht einer Einheit):

© T3 Deutschland
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Ganzrationale Funktionen Arbeitsblatter

Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.3 Datum:

Aufgabe 5

a) Stelle fir jede Funktion eine Vermutung Uber die Anzahl der Extremstellen auf, ohne zu zeichnen.
b) Skizziere den Graphen der Funktion jeweils erst einmal ohne Verwendung des Rechners.
Die anschlieRende Selbstkontrolle ist erlaubt.

fX)=(x+2)-(x-2) a(x) =x*-(x+1) h(x) = (x =1)* - (x +12)° k(x)=(x=1)?°-(x-2)

Aufgabe 6

a) Erzeuge mithilfe von Linearfaktoren die quadratische Funktion f mit f(x) = x* +4x +4.

b) Gib eine quadratische Funktion an, die man nicht mithilfe von Linearfaktoren darstellen kann. Skizziere
den zugehdrigen Graphen.
¢) Welcher Linearfaktor lasst sich bei der linearen Funktion f mit f(x) =3-x+6 abspalten, so dass man

die Nullstelle auf den ersten Blick erkennt?

Aufgabe 7

Gib fur die folgenden ganzrationalen Funktionen den Grad an und den Wert der Koeffizienten ag und as.
Wandle in die jeweils andere Darstellungsform um.

a) f(x)=3-x*+x+5 b) f(x)=4-x>+2-x>-3-x c) f(x)=(x-3)-(x+2)-x
d) f(x)=7-x+1 e) f(x)=2-(x+3)° f) f(x)=(x*-127°-(x+1?
Aufgabe 8*

Ist f eine ganzrationale Funktion? Begriinde deine Entscheidung.
Bestimme gegebenenfalls den Grad der ganzrationalen Funktion und ihre Koeffizienten.

a) f(x):% b) f(x) = 2 -x2
o il 9 f0=+2 —%

Aufgabe 9

a) Erzeuge mindestens zwei verschiedene ganzrationale Funktionen, die bei x =2 und x = -1 zwei Null-
stellen besitzen.
Unter welchen Bedingungen konnen diese Funktionen auch unterschiedlichen Grad haben?
b) Erzeuge je eine Funktion 1., 2., 3. und 4. Grades ohne Nullstellen. Fir welchen Grad ist das moglich?
c) Welchen Grad missen die Funktionen mit den abgebildeten Graphen in Aufgabe 4 mindestens haben?

Aufgabe 10

a) Untersuche, ob es eine Funktion vom Grad 2 [3; 4; 5] gibt mit den Nullstellen x = 0; x =1 und x = 2.
Gib einen Funktionsterm an, wenn dieses mdglich ist.
b) Untersuche die folgenden Funktionen auf Nullstellen. Gib den Funktionsterm jeweils als Produkt an.

f(x)=x>—x*+x-1 g(x)=x*+x*-x-1 h(x) =x* +4x* +4

! EdM10, S. 193, 978-3-507-87210-3
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Arbeitsblatter Ganzrationale Funktionen

Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.4 Datum:

Aufgabe 11

Welche Informationen kannst du leichter aus

a) der Darstellung des Polynoms als Summe
b) der Darstellung des Polynoms als Produkt

ablesen?

Aufgabe 12

Bestimme die Nullstellen der folgenden Funktionen und bestimme deren Vielfachheit. Wandle dazu in eine
geeignete Darstellung um:

a) b) c) d)
f(x) = x® +6x* +9x f(x)=3-(x*-4)-(x+2) fX)=x*+x* f(X) = (4x +8) - (X* + 8X +16)
Aufgabe 13

a) Gib fur die abgebildeten Graphen den mini-
mal erforderlichen Grad der zugehdrigen
ganzrationalen Funktion an.

b) Bestimme jeweils einen Term, der einen
,ahnlichen’ Graphen liefert.

Begruinde jeweils kurz deine Antwort.

X

1 0 TN
V 4 -3 1 Jo 11 3 f4 5 & 7
; 2 :
f -4 h

Bestimme ohne zu zeichnen die Stellen, an denen der Graph die x-Achse schneidet (die Funktion also das
Vorzeichen wechselt) und die Stellen, wo er die x-Achse nur berlhrt (kein Vorzeichenwechsel der
Funktion).

Bestimme den Punkt, an dem die y-Achse geschnitten wird, und gib an, welche Darstellungsform dafur
besonders geeignet ist.

Aufgabe 14

a) f(x) =(x-2)*-(x+0,5) b) f(x) =x® —4x c) f(x)=x*-3x+2

Aufgabe 15*

Nimm Stellung zu Sandras Aussage. )

o)

.Eine ganzrationale Funktion fiinften Grades kann
entweder eine, drei oder fiinf Nullstellen
besitzen. Eine andere Anzahl kommt nicht in
Frage!"

! EdM10, S. 225, 978-3-507-87210-3
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Ganzrationale Funktionen

Arbeitsblatter

Klasse

1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen

Blatt: 1.5

Datum:

Aufgabe 16 — Globalverlauf

Untersuche den Verlauf von ganzrationalen Funktionen in immer gréf3er werdenden Fenstern.

Beispiel

Fenstereinstellung

1 Fev
- E Tl

i
AR
wscl=1.
umin=-3.
gmax=S.
Jscl=1.
[EREERE

(MAIN DEG AUTO FLUMHC

Fer

1
- ﬂ Zonar

wmin=-10.
xmax=10.
wsCl=1,
umin=-30.
dmax=30.
Jsc 1=

FAIN DEG AUTO FLHC

usw.

Verfahre analog mit den Funktionen zu:

a) hx)= 0,2x% —x? +0,5 und i(x) = 0,2x°
b) j(x)=-0,1x° +0,3x—0,1 und k(x) = -0,1x>
¢) I(x)=-0,05x%-(x—4)-(x+3) und m(x) =—0,05x*.

Formuliere deine Beobachtungen mdglichst allgemein.

48

Graphen zu
f(x) =0,05x* —0,2x3 und g(x) = 0,05x*

1 Few | F= [l FEw | F&™ [F7 B
- E Znu:-mTTr*av:e Fegraph(Math|Oraw]|+ fv
AN REG AUTH FUMC

Fewr Fz

viﬂ Zoom Tr‘ac,eTRegFrllaPhTMFastTh D:*E.;w]t? {5" i;{:i

HMAIMN DES AUTO

FUMC

usw.
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Arbeitsblatter Ganzrationale Funktionen

Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.6 Datum:

Aufgabe 17*

Eine ganzrationale Funktion f Iasst sich allgemein durch die Funktionsgleichung

f(x)=a,x" +a, X" +..+a,x +a,x°, a, #0, ne N beschreiben.

Fir das Verhalten der Funktionswerte fir x — o0 und X — —oo einer ganzrationalen Funktionen f, das man
auch den Globalverlauf der Funktion nennt, lassen sich vier Félle unterscheiden.

Im Folgenden sind diese vier Falle dargestellt und exemplarisch die zugehotrigen Bedingungen formuliert.
Erganze bei den anderen Graphen die Bedingungen.

y y

N gerade, a, >0
f(xX) > o0 fir x —»> o0
f(xX) > o0 fir X —> -0

Aufgabe 18

In Aufgabe 9 hast du vergeblich nach einer Funktion dritten Grades ohne Nullstelle gesucht.

a) Begriinde, warum es eine solche Funktion nicht geben kann.

b) Formuliere eine Regel Uber die minimale Anzahl der Nullstellen einer ganzrationalen Funktion in
Abhéngigkeit vom Grad.

' EdM 10, S. 195f., 978-3-507-87210-3
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Ganzrationale Funktionen

Arbeitsblatter

Klasse

1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.7 Datum:

Untersuchung zur Symmetrie
Bearbeite den Infotext und die Beispiele.
Bearbeite dann die Aufgaben 19 bis 22.

Infotext

Bei den Potenzfunktionen hast du die Graphen auf Punktsymmetrie zum Ursprung und auf Achsensymmet-
rie zur y-Achse untersucht.
Dabei stehen Dir zunachst zwei Untersuchungsmethoden zur Verfiigung:
I. Untersuchung der Graphen

II. Untersuchung der Funktionsterme

I. Untersuchung der Graphen

Beispiele
1.4 2 _ 153
fl(x)_zx —-2X“+3 fz(x)—gx —X
Definition Definition
LRI L R T @ W 1CTnT = 1w s PR @
1/2*)("‘4 2xx"2+3+F1 (D 173%™ F—1 a2 D
DEG ERACT FUHC 1/1 ] (AL DEG EXACT FUMC 1,1 |

Angabe im y= -Menu

g l=f10:)
2=t -

Graph (bei ZoomDec)

e o [T hce [Rear-aphlHath|Drau e & |7

FMAIN

DEG EHACT FLUHC

Angabe im ,y= -Menu

g1 =f20 0

g 2= 20 - w0

Y E= 2]
yd=

‘J“LHTS

Graph (bei ZoomDec)

- {— Zrnzn;m Tr‘ac,eTRegr*aphTMFastTh D:*E.;w]t? fﬁ 5;{:5

REG Rifn] 3T

Es sind in beiden Beispielen nur zwei Graphen erkennbar. Versténdlicher wird die Grafik, wenn man fur y1
die Darstellungsart ,Thick’ und fuir y2 und y3 die Darstellungsart ,Path’ verwendet:

Man stellt fest:

Fev U FEw i
- {— Zoom Edlt ~[AL1 fs 1o
FLOTS 1:iLine
eyl =120 Z2i0ot
e
=- H 1
«EE= Fata SiAnimate
EE; tHbgue
gr= SiBelow
ug=
l=| =
gl@=
2w d=F2C w2
MATN [EG EAALT FUNC

e Der Graph zu f; ist achsensymmetrisch zur y-Achse. Die Graphen zu f;(x) und f;(—x) sind identisch.
e Der Graph zu f; ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Die Graphen zu f,(—x) und —f,(x) sind identisch.

50
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Arbeitsblatter

Ganzrationale Funktionen

Klasse

1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen

Blatt: 1.8

Datum:

Il. Untersuchung der Funktionsterme

Das Ergebnis der grafischen Untersuchung legt nahe, auch die Terme zu untersuchen.

Beispiel: f3(x) = %x“ —2x

Zum Vergleich:
(Beschrifte selbst die Graphen)

1
- E Zoom|Trace

Fz

[Rear-sph|Mathormls & |

FEw

1 Few E G FE F&™ T *I Fev
- E ngehPaTEalv:TDther*TPr*ngDTCIE-an Up
Wlodw T - 2w+ I FECD Diore]
wt
LRI T—E'x+3
" £330 XT+2'><+3
-3 S +2-%- 3
H DEG EBACT ELMC 4,/20 [ETTI]

DEG ERACT

Aufgabe 19

a) Untersuche bei den folgenden Funktionen, ob die zugehérigen Terme f(x), f(-x) und —f(x) die gleichen

Graphen ergeben, und welche der sich ergebenden Terme gleich sind.

Fasse Deine Ergebnisse in der Tabelle zusammen.

Funktionsterm

Entsprechende Terme

Achsensymmetrie zur y-Achse /
Punktsymmetrie zum Ursprung

f1(x) = %x“ —2x%+3

f1(x) = f1(=x)

Achsensymmetrie zur y-Achse

3

1
fo(X)==%x" =X
2()3

fo(—x) = —f(x)

Punktsymmetrie zum Ursprung

14
fa(x)==x" —-2x
3()4

keine Gleichheit

weder / noch

f4(X) = —%x5 +2X

3

1
fe(X)==x"-x+1
5(X) 2

f(X) = —x®+8x% -4

f,(x) = -10x° + x> - 0,1x?

fa(x) = 0,1x* +x?

b) Stelle Vermutungen auf:

Ein Funktionsgraph ist symmetrisch zur y-Achse, wenn

¢ die Funktionsterme

und

¢ alle Exponenten von X

sind.

gleich sind.

Ein Funktionsgraph ist punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn

¢ die Funktionsterme

und

¢ alle Exponenten von x

© T3 Deutschland

sind.

gleich sind.
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Ganzrationale Funktionen Arbeitsblatter

Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.9 Datum:

Aufgabe 20

Erlautere die Aussagen Uber die Symmetrie der Graphen anhand der folgenden Skizzen:
Gilt fur alle x: f(—x) =f(x), so ist der Graph der Gilt fur alle x: f(—x) =—f(x), so ist der Graph der

Funktion f achsensymmetrisch zur y-Achse. Funktion f punktsymmetrisch zum Ursprung.
y y
fO) 1

-X . ’ : X

0

Aufgabe 21

Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = x* —x% -1 bzw. a(x) = x3 +2x.
Bestimme ohne Einsatz des CAS:

a) f(2) und f(-2); g(-1) und —g(2)

b) f(-x); g(-x) und —g(x)
c) Begrinde: Ist f eine ganzrationale Funktion,
e so ist der Graph zu f achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn im Term von f nur Potenzen von x mit
geradem Exponenten vorkommen.
e so ist der Graph zu f punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn im Term von f nur Potenzen von x mit
ungeradem Exponenten vorkommen.

Aufgabe 22 (Zusatzaufgabe)

Du weil3t aus der Betrachtung von Funktionstermen und ihrem Graphen, wie Graphen verschoben werden:

e Ersetzt man f(x) durch f(x)+a, so wird der zugehtrige Graph um a Einheiten nach oben verschoben.
e Ersetzt man f(x) durch f(x+a), so wird der zugehoérige Graph um a Einheiten nach links verschoben.

Weise nach: Verschiebt man den Graphen zu f mit f(x) = x3 —x -3 um drei Einheiten nach oben, so ist der
entstehende Graph punktsymmetrisch zum Ursprung.
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Arbeitsblatter Ganzrationale Funktionen

Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.10 Datum:

Aufgabe 23

Stelle die Graphen der Funktion und ihrer Ableitungsfunktion jeweils in untereinander liegenden Koordina-
tensystemen dar.

f(x) = 0,125x> —1125x? +1,875x + 3,125
g(x) = -0, 25x* —x3 +4x +2
h(x) = -0,1x°> + 0,67x> —1

Stelle Zusammenhange zwischen den Graphen der Funktion und der Ableitungsfunktion her.
Uberprife, wie man mithilfe der ersten Ableitung eindeutig entscheiden kann, ob der Graph einer Funktion
an einer Stelle a einen Hoch-, Tief- oder Wendepunkt hat.

Aufgabe 24

a) Bestimme die Extrem- und Wendestellen der Funktion f mit
f(x) = x* +x3 —3x% —5x 1.
Kontrolliere dein Ergebnis mit der grafischen Darstellung.

b) Verfahre ebenso mit den Funktionen g und h. Bestimme zusatzlich die Koordinaten der Extrem- und
Wendepunkte.

13 12
X)=—=X"+—=X"-6x-4
g(x) =X+

h(x) = —x* +4x3 +12x°

Aufgabe 25

Mathus hat zu der Funktion f mit f(x) = —0,5x% +2x +3 als mdogliche Extremstelle x = 2 gefunden.

Nun mdchte er den ,Kandidaten’ mit dem VZW-Kriterium Uberprifen. Mathine schaut tUber seine Schulter
und bemerkt: ,Warum machst du so einen Umstand? Das geht doch viel schneller, wenn du ...”
Fuhre die mégliche Argumentation von Mathine fort.

Aufgabe 26°

,Ein kniffliger Fall’ oder ,Kann man seinem TC trauen?’
Zeichne den Graphen der Funktion f mit f(x):1523x6—18,4x4+73,88x2—2 mit einer geeigneten

,window’-Einstellung.
Stelle eine Vermutung tber das Vorkommen von Extremstellen auf und tUberpriife deine Vermutung mit ei-
ner Rechnung.

1 MN 11, S.125, 3-14-123941-X
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Ganzrationale Funktionen Arbeitsblatter

Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.11 Datum:

Aufgabe 27*

Sind im gezeichneten Ausschnitt alle Extrempunkte des Graphen der Funktion f sichtbar?

Begrinde deine Antwort.

Gib gegebenenfalls an, wo du weitere Extrempunkte vermutest und ob es sich um Hoch- oder Tiefpunkte
handelt.

LW | Fev T~ [ FEv (F7

T iy F!
v = |Zoom|Trace |Regraph|Math|Draw|«

HMAIN DEG EXACT FUNC MAIN DEG ERACT FUMC

f(x)=ix4+x3—6x2+6 f(x)=—£x3+l—1x2+6x—15
12 6 4

Aufgabe 28

Untersuche, wie viele Extremstellen eine ganzrationale Funktion maximal haben kann.
Erlautere deine Argumentation mit geeigneten Beispielen.
Verfasse einen Merksatz fir den Wissensspeicher.

Aufgabe 29?

a) Eine ganzrationale Funktion f hat die Gleichung f(x) = x> +a-x, aeR.

Skizziere in Abhéngigkeit von a verschiedene Verlaufe des Graphen von f.
Welche unterschiedlichen Typen gibt es?

b) Eine ganzrationale Funktion g hat die Gleichung g(x) = a-x3+b-x%, abeR.

Skizziere in Abhéangigkeit von a und b verschiedene Verlaufe des Graphen von g.
Welche unterschiedlichen Typen gibt es?

Aufgabe 30°

Das Grafikfenster zeigt einen Ausschnitt des Funktionsgraphen zu [ riicelrearaprathormle & [
f(x)=0, 25x% 4 x5 - 4,5x2 . /

a) Begriinde, dass die Funktion f genau drei Nullstellen und genau
drei Extremwerte hat. \/

b) Begriinde (ohne Rechnung), wie viele Wendepunkte die Funktion f
hat. A RALEUIT FUEC

(-2<x<3,-8<y<8)

Aufgabe 31°

Begriinde oder widerlege:

a) Eine ganzrationale Funktion hat mindestens eine Nullstelle oder eine Extremstelle.

b) Zwischen zwei Extrempunkten einer ganzrationalen Funktion liegt stets ein Wendepunkt.

c) Eine ganzrationale Funktion mit ungeradem Grad > 1 hat stets einen Wendepunkt.

d) Wenn der Graph einer ganzrationalen Funktion symmetrisch zur y-Achse ist, dann liegt bei x = 0 eine
Extremstelle.

! EdM 10, S. 205, 978-3-507-87210-3
2 EdM 11, S.177, 3-507-87112-2
® EdM 11, S.177, 3-507-87112-2
4 EdM 11, S.178, 3-507-87112-2
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Arbeitsblatter Ganzrationale Funktionen

Klasse 1. Untersuchung ganzrationaler Funktionen Blatt: 1.12 Datum:

Aufgabe 32*

Untersuche den Graphen von f mit f(x) = x3 —3x+a,aeR auf Nullstellen.
Fir welche Werte von a hat der Graph genau zwei Nullstellen?

Stelle das Polynom flr diese Werte als Produkt dar.
Aufgabe 33?

Das Grafikfenster zeigt einen Ausschnitt des Funktionsgraphen von f Frmyrer e 1 e T Trer 17 o ]
w fo [Zoom | Trace [Rearaph [Math Draw |« 55? il

mit f(x) = x4 — 6,8x3 —52x°2 +530,4x.
Im Bereich 4 < x <6 scheint ein Wendepunkt zu liegen.
Untersuche das Verhalten des Graphen in diesem Bereich genauer

a) grafisch mitdem TC,
b) rechnerisch durch Betrachtung des Ableitungsterms.

[T EEL AUID ML

(-1<x <11 -1000 <y < 3000)

Aufgabe 34°

Die Abbildungen zeigen die Graphen von Ableitungsfunktionen f’ in einem Intervall [a;b].
Mache moglichst viele begriindete Aussagen uber die zugehoérige Ausgangsfunktion f.

a) b) c)
| alY | : \ y 3|y
L2 2 2
1 1 1
E 0 x 0 x 0 x
-1 0 1 2 3 4 1 0 1 2 4 1 0 1 2 3
E 1 1 1
/ _ 2 2

d) e) f)

]
'

N

]

1 MN 11, S.32, 3-14-123941-X
2 EdM 11, S.178, 3-507-87112-2
% EdM 11, S.179, 3-507-87112-2
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Ganzrationale Funktionen Arbeitsblatter

Klasse 2. Optimierung Blatt: 2.1 Datum:
Aufgabe 1
Aus einem DIN-A4 Blatt mit den Seitenldngen a = 21 cm und b = 29,7 cm soll a

eine nach oben offene Schachtel gefaltet werden.

a) Falte eine solche Schachtel und bestimme das Volumen der von dir ““E‘ """"" 'E““
gebauten Schachtel. i i

b) Vergleiche deine Schachtel mit den Schachteln deiner Klassenkameraden. ' ;
Welche Mal3e hat die Schachtel mit dem groR3ten Inhalt? b : ;

c) Verschaffe dir jetzt — ohne zu basteln — einen Uberblick tiber das Volumen : '
aller moglichen Schachteln und ermittle das Volumen der gréRtmdglichen ' ;
Schachtel. i i
Was gilt dann fir die Lange von a, b und h? [ I 3

Aufgabe 2

Die Seiten eines Rechtecks haben zusammen die Lange 30 cm.
Wie lang sind die Rechteckseiten zu wahlen, damit das Rechteck maximalen Flacheninhalt hat?

Aufgabe 3!

Der Querschnitt eines Kanals ist ein Rechteck mit angesetztem Halbkreis.
Wahle die Mal3e dieses Rechtecks so, dass bei gegebenem Umfang U des Querschnitts sein Inhalt A
moglichst grof3 wird.

Aufgabe 4?

Ein rechteckiges Geléande wurde jahrelang als Basketballplatz genutzt.
Seine Abmessungen sinda =40 mund b =28 m.

Nun wird aber ein neu angelegter Fahrradweg eine Ecke abschneiden,
so dass von der Lange 12 m und von der Breite 8 m wegfallen.

Das Planungsamt mochte den Basketballplatz erhalten und auf dem
Rest des Grundstiickes ein Rechteck mit méglichst groRem Flachen-
inhalt einzaunen.

Wie sollte das Amt die neue Lange und Breite des Platzes wahlen?

Aufgabe 5

Eine optimale Regenrinne

a) Ein Geschaftshaus soll durch einen Anbau erweitert wer-
den, dazu muss auch eine neue Regenrinne installiert
werden. Der Architekt schlagt eine Kastenrinne mit recht-
eckigem Querschnitt vor. Der Unternehmer Ubertragt die
Ausformung der Regenrinne aus einem Kupferblech-
streifen mit vorgegebener Breite einem Auszubildenden.
Was hat dieser zu bedenken? |
Was wird er als optimale Lésung anbieten?

b) Ublicherweise werden Regenrinnen mit halbkreisférmi-
gem Querschnitt angefertigt. Warum?
Vergleiche mit anderen méglichen Formen einer Regen-
rinne.

A
A
\ 4
A

A
A 4

' EdM 11, S.192, 3-507-87112-2
2 MN 11, S.166, 3-14-123941-X
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Arbeitsblatter Ganzrationale Funktionen

Klasse 2. Optimierung Blatt: 2.2 Datum:

Aufgabe 6*

a) Eine 330 ml fassende Getrdnkedose hat einen
Durchmesser von 5,6 cm und eine Hohe von
14,5 cm.

Untersuche, ob man eine Dose mit demselben

Volumen herstellen kann, fir die weniger Alu-

minium bendtigt wird.

b) Viele Konservendosen werden in genormten
Dosenformen mit dem Volumen 314 ml ver-
kauft.

i) Untersuche, warum diese Abmessungen
gewahlt wurden. Benutze dabei ein mog-
lichst einfaches Modell.

i) Verbessere das Modell, indem du nun die
Falzrander zum Verbinden von Deckel und
Boden mit dem Mantel und die Falz im
Mantel berlcksichtigst.

Wie andert sich das Ergebnis?

c) Mathus und Mathine haben bei der Berechnung
von optimalen Dosen festgestellt, dass diese
Dosen in Hohe und Durchmesser uberein zu
stimmen scheinen.

Weise nach, dass dies bei einer optimierten

Dose tatsachlich immer so ist.

Aufgabe 72

Getranke wie Milch oder Saft werden héaufig in quaderférmigen
Verpackungen angeboten, die aus beschichteter Pappe beste- Y
hen. Das Verpackungsmaterial verursacht in der Herstellung '
Kosten. Daher ist es sinnvoll, Kartons herzustellen, die bei ge-
gebenen Volumen mdglichst wenig Material zur Herstellung der 1 cm .
Verpackung bendtigen. .

e -—--

a) Im Handel werden Getréankeverpackungen mit quadrati-
scher Grundflache fur das Volumen 1 Liter bendétigt. Be-
stimme die Abmessungen, fur die der Materialbedarf mini-
mal ist.

b) Vergleiche die Ergebnisse mit einem Milch- oder Getranke-
karton fur 1 Liter aus dem Supermarkt. Falte dazu auch ei-
nen Karton auseinander (vorher ausspulen). Berticksichtige (A
deine Erkenntnisse flr eine erneute Berechnung.

c) In der Realitat wird eine solche Milchtlite nicht bis zum obe-
ren Rand geflillt, sondern es ist ein Luftraum oberhalb der A
Milch vorgesehen.

Beziehe diese Tatsache in deine Berechnungen von Teil a)
und b) mit ein.

' EdM 10, S.214 und S. 216, 978-3-507-87210-3 e
2 EdM 10, S.187, 978-3-507-87210-3
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Ganzrationale Funktionen Arbeitsblatter

Klasse 2. Optimierung Blatt: 2.3 Datum:

Aufgabe 8

Ein Schaumkuss besteht aus einem Zylinder mit dem Radius r und der
Hohe h und einer oben angesetzten Halbkugel.

a) Die Oberflache des Schaumkusses sei 69 cm?.

Bestimme den Radius und die H6he des Kusses so, dass der Raumin-
halt maximal wird.

b) In einer Fabrik werden Schaumkisse in verschiedenen GréRen herge-
stellt. Bei der Planung neuer Kiisse wird die Oberflache des Schaum-
kusses O genannt.

Gib die Funktion des Rauminhaltes in Abhéngigkeit von der Oberfla-
che an.

Wie missen r und h gewahlt werden, damit der Rauminhalt maximal
wird?

Aufgabe 9

Die Kostenfunktion K eines Betriebes gibt die Produktionskosten K(x) in Abhangigkeit von der produzierten
Menge x an. Es ist K(x) = 0,1-x% -3-x% +12-x+800.

Die Umsatzfunktion U errechnet sich allgemein als Produkt aus der Anzahl der verkauften Stiicke x und
dem Preis pro Stuck p: U(x,p) =p-x. In diesem Fall betragt der Preis 35 EUR/Stuck.

a) Berechne, fir welche Produktionsmengen die Grenzkosten K’(x) minimal sind. Welche Bedeutung hat
diese Situation fir den Betrieb?

K(x)

b) Bestimme fir welche Produktionsmenge die Durchschnittskosten ——= minimal sind.
X

¢) Nimm an, dass alle hergestellten Produkte auch verkauft werden. Dann ist der Gewinn G die Differenz
zwischen dem Umsatz U und den Kosten K: G(x) = U(x) — K(x).
Welche Produktionsmenge bringt einen maximalen Gewinn?

Aufgabe 10*

Der Umsatz U errechnet sich als Produkt aus der Anzahl der verkauften Stlicke x und dem Preis pro Stlick
p: UX)=p-Xx.

Hierbei hangt haufig der Preis p von der verkauften Stiickzahl x ab.

Fur einen Betrieb gelte p(x) =100-2-x mit x als Anzahl der verkauften Stlicke.

Fir welchen Preis und welche verkaufte Stiickzahl ist der Umsatz maximal?

Aufgabe 117

Die Gesamtkosten K eines Unternehmens geben die Produktionskosten K in Abhangigkeit von der produ-
zierten Menge x an.

Essei K(X)=0,2-x> —2,4-x% +13-x +9.
Der Umsatz errechnet sich als Produkt aus der Anzahl der verkauften Stiicke x und dem Preis pro Stick p:
U(X) =p-x. In diesem Fall betragt der Preis 9 EUR/Stlick.

Der Gewinn ist die Differenz zwischen dem Umsatz U und den Kosten K: G(x) = U(x) — K(x).

a) Bei welchen Stiickzahlen arbeitet das Unternehmen mit Gewinn?
b) Bei welcher Stlickzahl ist der Gewinn maximal?

' EdM 11, S. 195, 978-3-507-87112-2
2 EdM 11, S. 195, 978-3-507-87112-2
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Arbeitsblatter Ganzrationale Funktionen

Klasse 2. Optimierung Blatt: 2.4 Datum:

Aufgabe 12

Der Zoo von Mathematica will einen neuen Freigehegebereich
fur seine Meerschweinchen und Kaninchen bauen. Es werden
sechs verschiedene Gehege bendtigt. Jedes Gehege hat einen
Innen- und einen Auf3enzaun. Der Innenzaun kostet 10 Euro pro

Meter und der Aul3enzaun kostet 40 Euro pro Meter. o o o
a
a) Fir die Zaune stehen dem Zoo 2400 Euro zur Verfigung.
Bestimme die Langen a und b so, dass die eingezaunte Fla- 0 0
che maoglichst grol3 ist. v/
b) Tierpfleger Paul tberschlagt, dass die einzuzaunende Fla- b

che 180 m2 grof3 sein muss.
Wie viel Geld sollte er mindestens einplanen?

Aufgabe 13

Eine kleine Brauerei produziert alkoholfreies Bier. Die monatlichen Produktionskosten (in 100 €) in Abhan-
gigkeit von der produzierten Menge (in 1000 Litern) werden durch folgenden Funktionsterm (Kosten-
funktion) beschrieben:

K(x) = 0,00002-(x* ~857x” + 4500x + 446081 ; 0 <X < 40

a) Stelle die Kostenfunktion grafisch dar. Beschreibe und interpretiere den Verlauf aus betriebs-
wirtschaftlicher Sicht.
b) Es sei zusatzlich die Umsatzfunktion U gegeben durch U(x) = 0,45x .

Welche Bedeutung hat die Konstante 0,45 innerhalb des Anwendungsproblems?
c) Untersuche, ob die Brauerei einen Gewinn macht. Wenn ja, bei welcher Produktionsmenge wird der
Gewinn maximal?

Aufgabe 14

Aus einem zylindrischen Baumstamm mit einem Durchmesser d soll ein Balken mit maximaler Tragfahig-
keit gesagt werden. Die Tragfahigkeit hangt von der Lange und von den Maf3en des rechteckigen Quer-
schnitts ab und ist proportional zum Quadrat der Héhe des Balkenquerschnitts.

Aufgabe 15

Kepler beschaftigte sich mit der Volumenberechnung eines zylindri-
schen Fasses. Dabei kam er auf folgende Idee. Er maf3 die Entfernung Spundloch
e von dem in der Mitte der Mantellinie liegenden Spundlochs bis zum 2
entferntesten Punkt der Grundflache (Vorderseite) des Fasses.

Bestimme das Volumen des Fasses in Anhangigkeit von e und der
Lénge L des Fasses.

Aufgabe 16

Die beiden Parabeln zu f(x):x2—2 und g(x)=—2x2+4 schlieRen eine Flache ein. In diese soll ein

Rechteck so einbeschrieben werden, dass seine Seiten parallel zu den Achsen verlaufen.
Bestimme die Lage der Eckpunkte so, dass der Flacheninhalt maximal wird.
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Ganzrationale Funktionen

Arbeitsblatter

Klasse

2. Optimierung

Blatt: 2.5

Datum:

Aufgabe 17

Auf einer Parabel mit der Funktionsgleichung f(x) = %x

bewegt sich der Punkt P im Intervall [0;7]. Dabei
schneidet die Tangente im Punkt P von der Flache unter

der Parabel Dreiecke ab.

Bestimme das Dreieck mit maximalem Flacheninhalt.

Aufgabe 18

Eine biegsame Leiste wird auf einer Seite fest eingespannt, auf der anderen lose aufgelegt. Durch Belastung
biegt sie sich durch.

Beschreibe die durchgebogene Leiste durch ein mdglichst einfaches geeignetes Polynom.

Die Stelle v der maximalen Durchbiegung liegt offensichtlich nicht in der Mitte zwischen den Auflagepunkten.
In welchem Verhaltnis teilt sie die Lange e zwischen den Auflagepunkten?

60
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Wissensspeicher Ganzrationale Funktionen

Wissensspeicher

Zunahme- oder Abnahmeprozesse werden als Wachstumsvorgange bezeichnet.

Wachstumsvorgange konnen rekursiv oder explizit beschrieben werden. Die Darstellung gibt an, wie sich
die wachsende Grol3e pro Zeiteinheit (z. B. in einem Jahr oder an einem Tag) verandert.

Durch die Darstellung ergibt sich eine Folge von Werten u(0), u(1), u(2), ... .

u(0) ist der Startwert der Folge, u(1), u(2), ... nennt man erstes, zweites, ... Folgenglied.

Definition einer ganzrationalen Funktion

Eine Funktion mit einer Gleichung der Art
f(x)=ay X" +a, ;- X" +...+a,-x% +a; - x+agy it einer natirlichen Zahl n
heil3t ganzrationale Funktion vom Grad n.

Den Funktionsterm nennt man Polynom. Die Zahlen a,, ..., a, nennt man Koeffizienten des Polynoms.
Beispiel: f(x) = 3-x3 + 2:x+1; Koeffizienten: a3=3; a,=0; a; =2; ag=1 Grad: 3

I 1 i Far [ [&] FEr Far= F7
Vielfachheit von Nullstellen ] SN SLER ST W) SO

Kommen die zu Nullstellen gehorigen Linearfaktoren
mehrfach vor, so spricht man von mehrfachen Nullstellen
oder von der Vielfachheit der Nullstellen. Die Vielfachheit
entscheidet dariiber, ob es bei der Funktion zu einem
Vorzeichenwechsel (VZW) kommt oder nicht.

HMAlN EAD AUTO FUHC

Beispiel: f(x) =(x+2)?-(x+1)-x°

x =—1 heiRlt einfache Nullstelle einfache Nullstelle -1:  Schnittpunkt (VZW)

(Vielfachheit/Exponent 1) doppelte Nullstelle -2:  Beruhrpunkt (kein VZW)
x =—=2 heil3t doppelte Nullstelle dreifache Nullstelle 0:  Schnittpunkt (VZW) mit
(Vielfachheit/Exponent 2) waagerechter Tangente

x =0 heil3t dreifache Nullstelle
(Vielfachheit/Exponent 3)

Anzahl der Nullstellen

Sei f eine ganzrationale Funktion mit dem Grad n.
e Zu jeder Nullstelle gehort ein Linearfaktor. Also gibt es héchstens n Nullstellen fur f.

e Lasst sich der Term von f als Produkt von Linearfaktoren schreiben, spricht man bei diesem Produkt
von einer Linearfaktorzerlegung.

e Gibt es mehrfache Nullstellen, ist die Zahl der Nullstellen kleiner als der Grad n.
e Lasst sich der Term nicht vollsténdig in Linearfaktoren zerlegen, dann gibt es weniger als n Nullstellen.
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Ganzrationale Funktionen

Wissensspeicher

Symmetrie

Gilt fur alle x: f(—x) =f(x), so ist der Graph der
Funktion f achsensymmetrisch zur y-Achse.

y

Ist f eine ganzrationale Funktion, so ist der Graph
zu f achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn im
Term von f nur Potenzen von x mit geradem Expo-
nenten vorkommen.

Globalverlauf

Gilt fur alle x: f(—x) = —f(x), so ist der Graph der
Funktion f punktsymmetrisch zum Ursprung.

y
fx) 1 S

TT(x)

Ist f eine ganzrationale Funktion, so ist der Graph zu
f punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn im Term
von f nur Potenzen von x mit ungeradem Exponen-
ten vorkommen.

Fir das Verhalten der Funktionswerte fiir x — o und x — —o einer ganzrationalen Funktionen f mit
f(x) =ax" +a, X" +...+axt+ayx?; a, =0, das man auch den Globalverlauf der Funktion nennt, sind

folgende vier Félle zu unterscheiden:

y

n gerade, a, >0

f(x) > o0 fir x > o

f(X) > 00 flr X - -0
y

n ungerade, a, >0
f(X) > o0 fir Xx —»> o0
f(x) > —o fir x —> —o0

62

n gerade, a, <0

f(x) > —o fir x > o0

f(x) > —oo flr X - o0
y

nungerade, a, <0
f(x) > o0 fir X — —o0
f(x) > —o fir x > o0
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Wissensspeicher Ganzrationale Funktionen

Extremstellen-Casting®

1. Kandidatensuche (notwendige Bedingung)
Die Losung(en) von f'(x) = 0 liefern die moglichen

Kandidaten fur Extremstellen, d.h. man bestimmt die

Graph

- von f

Nullstellen der Ableitungsfunktion.
2. Kandidatenauswahl m
(Vorzeichenwechselkriterium)
Wechselt die Ableitungsfunktion an der Nullstelle a
das
e Vorzeichen von Plus (+) zu Minus (-), dann hat
der Graph der Ausgangsfunktion einen Hoch-

punkt.

e Vorzeichen von Minus (-) zu Plus (+), dann hat
der Graph der Ausgangsfunktion einen Tiefpunkt.

¢ Vorzeichen nicht, dann liegt keine Extremstelle
vor.

K ——

Wendestellen Y

An den Wendestellen des Ausgangsgraphen hat der
Ableitungsgraph jeweils einen Hoch- oder Tiefpunkt.
Suche nach dem Verfahren des Extremstellen-
Castings die Extremstellen der Ableitungsfunktion.

y
AN
Modellierungskreislauf
idealisieren
reale Situation reales Modell
N _
AN Realitit
validieren . mathematisieren
Mathematik N
mathemaisches mathematisches
Resultat Modell
math. arbeiten

1 MN 11, S.121, 3-14-123941-X
© T3 Deutschland
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Mind Map

Ganzrationale Funktionen

Das kannst du jetzt:
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Fertigkeiten Ganzrationale Funktionen

Hinweise zu rechnerspezifischen und rechnerfreien Fertigkeiten

Rechnerfreie Fertigkeiten

Obwohl die Einheit ,Ganzrationale Funktionen‘ mit Verwendung des TC als Werkzeug unterrichtet wird, sollst
du bestimmte Fertigkeiten auch rechnerfrei erwerben und beherrschen. Diese Fertigkeiten wirst du in der
Klassenarbeit oder in Kurztests nachweisen missen.

Du sollst bei einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades...
1. Achsensymmetrie zur y-Achse und Punktsymmetrie zum Ursprung erkennen.
2. die maximale Anzahl von Nullstellen, Extrempunkten und Wendepunkten angeben kdnnen.

3. bei einem faktorisierten Funktionsterm die Nullstellen der Funktion und deren Vielfachheit angeben kon-
nen.

4. den Zusammenhang zwischen Vielfachheit einer Nullstelle und dem Verlauf des Graphen in der Umge-
bung dieser Nullstelle beschreiben kénnen.

5. in einfachen Fallen die Linearfaktorzerlegung durchfiihren kénnen.

Beispiele:
Zu l: x8 +x* —2 ist achsensymmetrisch, da nur gerade Exponenten vorhanden sind.
x’ —2x° +5x ist punktsymmetrisch, da nur ungerade Exponenten vorhanden sind.

Zu2: 46 x4 _ 2 hat hochstens

« 6 Nullstellen, da die Funktion den Grad 6 hat,
« 5 Extrempunkte, da die erste Ableitung den Grad 5 hat,
« 4 Wendepunkte, da die zweite Ableitung den Grad 4 hat.

Zu3: (x+2)%.(x-12-(x+3) hat die Nullstellen -2, 1 und -3

U4 (x+2)% (x-1% - (x+3)

o -2istdreifache Nullstelle > Nullstelle mit VZW und waagerechter Tangente
« 1list zweifache Nullstelle > Nullstelle ohne VZW, Berthrpunkt
« -3ist einfache Nullstelle - Nullstelle mit VZW

Zu s X3 + 4x2 + 4x

x'(x2+4x+4)

x-(x+2)2
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Ganzrationale Funktionen Fertigkeiten

CAS-Fertigkeiten

Du sollst mithilfe des TC ...

1. mit dem [factor’-Befehl die Linearfaktorzerlegung geeigneter Funktionen durchfiihren kdnnen.
2. fur gegebene Funktionen mithilfe des Ableitungsbefehls und des ,Solve’-Befehls Kandidaten fur Extrem-
stellen bestimmen kénnen.

Beispiele:
ZUll factor(3x"4-6x3-24x2+54x-27) Ausgabe: 3-(x—3)-(x-1)? - (x +3)

ZU20 f(x)=3-(x-3)-(x-1)? - (x+3)

d(f(x),x) Ausgabe: 6-(x—1)- (2x2 -X-9)
solve([AnS]=0,x) Ausgabe: X = @ or x=1or x= @:D
A\
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Selbsteinschatzung Ganzrationale Funktionen

Selbsteinschéatzung

Schétze deine Kenntnisse ein und mache ein Kreuz in der entsprechenden Spalte.

kann ich muss ich ich brau-
Ich kann noch .
gut iiben che Hilfe

e Dbei einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades die hochstmogliche
Anzahl von Nullstellen erkennen.

Beispiel: f(x) = 2x4 +7x3 +5x?

e Dbei einem faktorisierten Funktionsterm die Nullstellen der Funktion
und deren Vielfachheit angeben.

Beispiel: f(x) = (2x—3)-(X+5)? - x

e in einfachen Fallen flr ganzrationale Funktionen die Linearfaktor-
zerlegung durchfiihren und die Nullstellen der Funktion angeben.

Beispiel: f(x) = x> +4x2 + 4x

e in geeigneten Fallen die Linearfaktorzerlegung ganzrationaler
Funktionen mit dem TC durchfihren.

Beispiel: f(x) = 3x* - 6x°- 24x° + 54x - 27

e den Zusammenhang zwischen der Vielfachheit einer Nullstelle und
dem Verlauf des Graphen in der Umgebung dieser Nullstelle be-
schreiben.

Beispiel: f(x)=(x+2)%-(x-1)?-(x+3)

e flr eine gegebene Funktion die moglichen Extremstellen mithilfe
der ersten Ableitung bestimmen.

Beispiel: f(x)=0,25x* —15x? +2x +3

e mithilfe des VZW-Kriteriums die Existenz und Art von Extrempunk-
ten nachweisen.

Beispiel: f(x)=0,25x* —15x? +2x +3

e die Bedeutung des Grades des Polynoms fiir den globalen Verlauf
des Funktionsgraphen nennen.

e Achsensymmetrie (zur y-Achse) und Punktsymmetrie (zum Ur-
sprung) anhand des Polynoms rechnerisch nachweisen.

Beispiele: f(x)=x3 —x—-5 ; g(x)=x*-2x% +1; h(x) =x> —x

e zu Extremwertproblemen fir die zu optimierende Grol3e eine Ziel-
funktion aufstellen.

e in der Zielfunktion die Variablenanzahl mithilfe von Neben-
bedingungen reduzieren.

e Extremwerte und -stellen bestimmen.

e Wendestellen bestimmen.
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Ganzrationale Funktionen Lernprotokoll

Lernprotokoll

Lernprotokoll 1 — Ganzrationale Funktionen

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehalten
werden. Somit dient es dir zur Kontrolle deines eigenen Lernzuwachses. Bearbeite dazu die folgenden Auf-

gaben.

1. Gib unterschiedliche Darstellungsformen einer ganzrationalen Funktion an und erldutere Vorteile der
jeweiligen Darstellungsform.

2. Erlautere, wie viele Nullstellen eine ganzrationale Funktion viertes Grades haben kann und gib je ein
Beispiel fur eine ganzrationale Funktion vierten Grades mit 4 bzw. mit einer Nullstelle(n) an.

3. Erlautere den Zusammenhang zwischen der Extremstelle einer Funktion und der Ableitung der Funktion
an dieser Stelle und in der Umgebung.

4. Zeige an einem Beispiel, dass Nullstellen der ersten Ableitung (Kandidaten) nicht immer Extremstellen
der Funktion kennzeichnen.

5. Erlautere an Beispielen den Zusammenhang zwischen dem Grad einer ganzrationalen Funktion und

dem Symmetrieverhalten dieser Funktion.

Lernprotokoll 2 — Ganzrationale Funktionen — Optimierungsprobleme

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehalten
werden. Somit dient es dir zur Kontrolle deines eigenen Lernzuwachses.
Erlautere an dem folgenden Beispiel die Vorgehensweise bei der Losung eines Optimierungsproblems:

1.

2.

68

Veranschauliche das Problem durch eine Skizze.

Stelle fur die zu optimierende GréRRe eine Zielfunktion mit geeignetem Definitionsbereich auf. Erlautere
die Variablenwahl.

Gib Nebenbedingungen an und erlautere, inwieweit diese Nebenbedingungen zur Losung des Problems
beitragen.

Erlautere die abschlieBende Losungsstrategie.
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Notizen Ganzrationale Funktionen

‘.%%‘gj
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen / Ganzrationale Funktionen

TC-Hilfen

TC-Hilfe: Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Was willst Du?

Was tust Du?

Was siehst Du?

Hinweise

Berechnung der Anderungsrate fir
eine Tabelle

1. Berechnung der x-Differenzen
2. Berechnung der y-Differenzen

Nach Eingabe der Daten im Data-
Matrix-Editor in die Spalten c1 und c2,
wird in ¢3 die x-Differenz und in c4 die
y-Differenz gebildet

Befehl: ,AList()’

findet man mit [2nd] [5] im ,Math’-Men.

1 [ie e o1 2 R [5Hat,

JEEEETS
fming
fmaxt

0 D000 =P LB
1]
=
=
L,
=
=
=

Der letzte Eintrag fehlt, da man
fur jede Differenz zwei Zellen be-
notigt.

Berechnung der Anderungsrate fiir
eine Tabelle

3. Quotientenbildung

3. Der Quotient aus ¢4 und ¢3 wird ge-
bildet

i EN e i it
TE i omad =.:';~T: [ T-H 3::%5-5‘11:5:1-, HEE
DATA |zeit [strec.|ax &y

cl o [t} o [uts}
1 3 1.43 [3 1.82 EEEET
= = .25 [F .85 |.99
3 13 10,11 28 43, 1.5393
4 41 S3.21 [2 1.9 =]
=1 43 SS.12 [2 1.13 |.565
1= 45 S6. 25
T
ch=
lulTlL | EAD AUTO FUHC

Der Rechner ordnet die Differenz
zwischen erster und zweiter Zelle
dem ersten x-Wert zu.

Das heifR3t, die mittlere Ande-
rungsrate des Intervalls steht am
Anfang des Intervalls.

Ableitung einer Funktion bestim-
men

Im ,Calc’-Menu (F2) des ,Home’-
Fensters die Nummer 1 auswahlen:

1: d( differentiate
oder 2nd + 8

Eingabe: d(Funktionsterm,x)

i

" dx

] A 3 {5
A0t her|PrgmI0jClean Up
iidi differentiate

[z x3-3-x% Boxlo 123

g¢2

i e L i T )

HMAald

EAD EHACT SEG 1/30

Die unabhéangige Variable (hier x)
muss auch angegeben werden.

70
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TC-Hilfen

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen / Ganzrationale Funktionen

Was willst Du?

Was tust Du?

Was siehst Du?

Hinweise

Ableitung einer Funktion bestim-

Im ,Calc’-Menii (F2) des ,Home’-
Fensters die Nummer 1 auswahlen:

Die unabhangige Variable muss

' _ _ . . _ (342454 -4] Bt +5 e ur _
men, nicht unbedingt mit der Vari- 1:d( differentiate 3 < 5 nicht immer x sein. Man erkennt
ablen x 'H[a %% 3-ax die Variable am so genannten
. . . d i i . .
Eingabe: d(Funktionsterm,Variable) nila? ) 2-at t[))zlf\fverentlal dx, bzw. da, bzw. dt,
dla~2%t.ad T
MAIN EAD ERACT SEQ 3SE0
Ableitung an einer Stelle Im ,Calc’-Meni (F2) des ,Home’-
Fensters die Nummer 1 auswahlen:
1: d( differentiate . %[xz] |5=3 &

Eingabe: d(Funktionsterm,x)| x=Stelle

g2 wdlx=3

Hall KERD EWACT SEQ 1430

Ableitung einer allgemeinen
Funktion

Im ,Calc’-Menii (F2) des ,Home’-
Fensters die Nummer 1 auswahlen:

1:d( differentiate

Eingabe: d(Funktionsterm,x)

|’F1 ]’ Fer Trsv]’ruv]’ FE ]’ FE™ T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

= {hen ke
=6 ki) &=Lk

= (he + w() Lt + ko)

dCh O +uw ey x|

HMAIN ERD ERACT SEQ A0

Hier werden die Ableitungen der
allgemeinen Funktionen h und w
berechnet.

Der letzte Ausdruck liefert die
Summenregel

(h(x) + w(x))" = h(x)" + w(x)'.

Der Rechner als Formelsamm-
lung.
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Kopfiibungen

Das sollst du im Kopf kénnen

Aufgabe 1
a) Berechne 16° —2°.

b) Eine Seitenhalbierende im Dreieck wird durch S im Verhdltnis 1:2 geteilt.
W'ie’I;onstruiert man S? Wie lang sind die Teilstrecken, in die eine Seitenhalbierende s = 12 cm geteilt
C) \I,_viljrsdé die Gleichung: 3-(2x-7)=9
d) Ein Preis ist von 50 € auf 60 € gestiegen. Um wie viel Prozent ist der Preis gestiegen?
e) Berechne den Mittelwert von 4; 6; 8; 10.
f)  Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit aus einem Skatspiel ein Ass zu ziehen?
g) Bestimme: (0,5x —2y)* =

h) Berechne b:

i) Bilde die Ableitung zur Funktion f mit f(x) = 0,5x* +3x* -5.

i) Berechne g von 24.

Aufgabe 2
a) Schreibe in kg: 2,03 t
b) Berechne: 15 .14 =
c) Eine verschobene Normalparabel hat den Scheitelpunkt S(-2 | -3). Bestimme die Funktionsgleichung der
Parabel.
d) Gibin Prozent an: 0,004
e) Bestimme drei Nullstellen der Funktion f mit f(x) =—-3-sin(2x)
f) Einem Quadrat mit a = 5 cm ist ein mdglichst groRer Kreis einbeschrieben.
Mit welcher Formel lasst sich seine Flachengrol3e berechnen?
g) Lose die Gleichung 4-x—x*=0.
h) Die funfstellige Zahl 3047_ soll durch 3 teilbar sein. Bestimme eine mdgliche letzte Ziffer.
i) Ein Kapital von 500 € verzinst sich mit 3,5 %.
Mit welchem Term ist das Guthaben nach 6 Jahren zu berechnen?
i) Berechne:3,99€+7,99€ +3,45€
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Kopflibungen

Aufgabe 3
a) Gib die Steigung der Geraden an, die durch die Punkte P1(2 | 4) und P,(5 | 10) verlauft.
b) 5000 € werden mit 4 % verzinst. Wie viel Zinsen erhalt man nach drei Monaten?
¢) In einem Bus sitzen 39 Personen. Das Verhéltnis von Frauen zu Mannern ist 3:2.
Wie viele Frauen sind in dem Bus?
d) Berechne: 4 + 1 =
5 4
e) Berechne: 9 : 1 =
5 2
f) Schreibe die drei binomischen Formeln auf.
g) Gib die Symmetrieachse an: f(x) =3-(x+2)* —1.
h) Berechne: J45 :«E
i) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, beim Wiirfeln eine Primzahl zu werfen?
i) Berechne den Mittelwert: 4, 6, -8, 10, 13.
Aufgabe 4
3
a) Schreibe als Wurzel f(x) =x2.
b) Lése die Gleichung x* +x=0.
c) Lose die Gleichung 5 = 10 .
X 4
d) Rechne um: 750 cm2in m2,
e) Der Punkt A (-7 | 4) wird an der x-Achse gespiegelt. Gib die Koordinaten von A’ an.
f)  Schreibe 70 als ein Produkt von Primzahlen.
g) Claudia hat fir den 80 € teuren MP3-Player 16 € weniger bezahlt.
Wie viel Prozent Rabatt hat sie erhalten?
h) Berechne: 182 +17°
i) FOr 2 Hamster reicht das Futter 14 Tage. Es kommen 5 Hamster dazu. Wie lange reicht das Futter?
j) Berechne das 12-fache von 0,125.

© T3 Deutschland
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Basiswissen

Das ist dein Basiswissen

Mit diesem Band 9 ist CAIMERO am Ende des Jahrgangs 10 angekommen. Ein besonderer Aspekt in die-
sem Projekt ist der Einsatz des TC — auch zur Entwicklung des funktionalen Denkens. Folgende Aufgaben
aus vergangenen Banden stellen hier exemplarisch Eckpfeiler des Basiswissens dar.

Falls du Wissensliicken feststellst, findest du weitere Aufgaben in dem entsprechenden Band.

Band 1 - ,Mach den Otto zur Null’

Aufgabe 1

a)

b)

c)

Variiere die Eingabe des Namens Otto mit verschiedenen
Rechenzeichen. Finde einen Eingabeterm, bei dem sich besonders
viel &ndert.

Erklare fur zwei deiner Variationen, welche Rechengesetze ange-
wendet wurden.

Paul hat beim Variieren den rechts abgebildeten Ausgabeterm
erhalten. Er fragt sich, warum das ,tt' nicht noch weiter vereinfacht
wird. Erklare!

Aufgabe 2

a)

b)

c)
d)

Mache aus Hannah die folgenden Terme:

i) a®- h? i) h? + a®— n? iy n?+2a

Mache aus Hannah eine Null!

Kann man aus Hannah auch eine 1 oder eine 2 machen?

Erlautere anhand der Rechengesetze die Umformungen aus Teil a)

Band 1 - Flachen- und Volumenformeln

Aufgabe 1

Die Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks lautet
A :%-Grundseitth')he :%g-h .

Im TC soll die Formel ,adreieck’ heiRen.

a) Was bedeuten die eingegebenen Ausdriicke?
b) Skizziere zu jedem Ausdruck ein bzw. einige Dreiecke.

Fiv]| F2v |[F3~| F4~| FS Fbr
Tools{A13¢brajCalc|0ther|Fr3mi0|Clean Up

"o+ttt +0 2-0+tY

EAD AUTO FUNC 1730 |

1 Fev T Fiw T G FE [
- E AlgebralCalc Dther‘TPr‘ngDTClean Up

FAIN

129 -k + adreieckig, hl Dot

1/2%gxh»adreieck{yg, h>

DEG AUTO FUMWC 1430

1 Fev ]’ G T Fir FE FE™
- E Alaekbral|Calc Dther‘TPr‘ngDTClean Lp

m adreiechk(3, 4) =
® adreieck(S. 17 8524
® adreieckix, &) 3
® adreieckild, k) 5K
® adreieckid, 3 &
52
® adreieckia, a) =

MAIM

DEG AUTO FUMC B/20

Aufgabe 2

a) Es sollen Dreiecke mit Grundseiten der Lange 5cm untersucht werden. Erstelle einen Term fir die

b)

74

Flache dieser Dreiecke. Bestimme damit die Flache fur die Hohen 8/ 12,5/ % 1 23,2.

Betrachte die Zuordnung H6he — Flache. Gib dazu im ,y="-Editor die Formel ein.

Um was fir eine Art von Zuordnung handelt es sich? Begriinde.

Beantworte mit der Tabelle und/oder Grafik:

Welchen Flacheninhalt hat ein Dreieck mit der Hohe 7 cm?

Welches Dreieck hat den Flacheninhalt 40 cm?® (6 cm?; 100 sz)?
"\
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Basiswissen

Band 3 — Einfuhrung linearer Funktionen(-scharen)

Aufgabe 1

Im Baustein “Terme” hast du gelernt, wie man mit dem TC
zum Beispiel Flacheninhalte verschiedener geometrischer
Figuren mithilfe einer Formel berechnen kann.

a) Begriinde geometrisch, dass
atrapez(a,c,h) = %ah + %ch

die Formel fur den Flacheninhalt eines Trapezes an-
gibt.

b) Gib die Formeln zu den unten stehenden Eintragungen an und skizziere die Zuordnungen mithilfe des

y-Editors. Erkléare den Fall x = 0 geometrisch.
(1) atrapez(6,4,X) (2) atrapez(6,x,2)

(3) atrapez(x,4,2)

¢) Gib mindestens drei weitere Terme der oberen Art in den TC ein und notiere die TC-Ausgabe.
Welche Form haben alle ausgegebenen Terme gemeinsam?

Aufgabe 2

Gib jeweils Bedingungen fir die lineare Funktion f mit f(x) =m-

e der Graph nicht durch den 2. Quadranten verlauft.
e der Graph nur im 2. und 4. Quadranten verlauft.
e der Graph durch den 1. Quadranten verlauft.
Notiere deinen Term und lasse deinen Nachbarn kontrollieren.

Aufgabe 3

X+b an, so dass

a) Katja soll das Bild auf ihrem TC zeichnen und hat folgende Eingaben gemacht. Erlautere die Eingabe

und beschreibe, was sie bewirkt. Erstelle die Zeichnung mit

deinem TC.

(Hinweis: Wenn du schnell zeichnen mdchtest, wahle xres=9.)

1 Fe¥
- E 00
®=Mmin
HMAE= 5.
wscl=1,
gmin=-3.
umax=3.
gscl=1.
wes=5,

HMAIN E MAIN FAD AUTO FUHC i,

1| _Few | F= F4 FE= | _FE* [Fr
v f= |20 Trace [Fegraph Math|Draw |«

HMAlN FRD AUTO FUHC a/30

b) Jetzt gibt Katja folgendes in den y-Editor ein und erhélt das rechte Bild.

Erlautere die Eingabe und die Wirkung.

1 Few | _FZ. [F9 [FET]_FB™ N
- E Zoom|Edit| ~|ALL StgleT:—'i i T ]

© T3 Deutschland
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Basiswissen

Band 5 — ,Graphenlaboratorien’

Graphenlaboratorium 1

Die ,Mutter aller Parabeln’ ist die Normalparabel y(x) = X2

Sie ergibt sich aus der allgemeinen Form f(x)=a-x*>+b-x+c,wennmana=1, b =0 und ¢ = 0 setzt.

Untersuche, wie sich der Graph der Funktion im Vergleich zur Normalparabel andert, wenn man die Para-
meter variiert. Denke daran, die Parameter nur einzeln zu variieren. Beginne mit dem Parameter c bei kon-

stanten Parametern b und c. Fihre dann auf dhnliche Weise eine Untersuchung von f(x) =a-x*> fur den
Parameter a durch. Untersuche danach den Einfluss des Parameters b.

Graphenlaboratorium 2
Die ,Mutter aller Parabeln’ ist die Normalparabel y(x) = X2
Sie ergibt sich aus der faktorisierten Form f(x) =a-(x—m)-(x—n), wenn man a =1, m =0 und n = 0 setzt.

Untersuche, wie sich der Graph der Funktion im Vergleich zur Normalparabel &ndert, wenn man die Para-
meter variiert. Denke daran, die Parameter nur einzeln zu variieren.

Graphenlaboratorium 3
Untersuche die Scheitelpunktform y(x) = a-(x—d)2 +e. Benutze zur Untersuchung das Makro ,par(x,d,e)’.
Vorsicht, der TC multipliziert sofort aus, du kannst also

wix -1+ e+ parc, d, &) Done nach der Eingabe von par(x,4,-2) nicht mehr erkennen,
P w2 Eewt 14 dass es sich um die Formy(x)=(x—-4)>-2 handelt
IMHIN TEG ERALT FOHEC 2720 (d =4e= _2)-

Nachfolgend ein Beispiel, wie man mit dem TC mit einer Eingabe Funktionen mit verschiedenen Parameter-
werten erzeugen kann.

Y, () =(x-1)°* -8
yi(x) =par(x,1e)| e={-815} > Y, (X) = (x—1? +1
Y, () =(x-1)*+5

A

Aufgabe 1

Bestimme die Parameter d und e in par(x,d,e), so dass fur den Scheitelpunkt S gilt:
a) S(-315).

b) S(6]-3).

c) Beide Koordinaten des Scheitelpunktes sind gleich.

d) Die x-Koordinate des Scheitelpunktes ist doppelt so grof? wie die y-Koordinate.

Aufgabe 2
Begriinde: Die Scheitelpunkte aller Parabeln mit y(x) = (x —d)? +d liegen auf der Ursprungsgeraden.

1om|_Fer Tipps:
h {.__2_':":'” — Benutze par(x,d,d).
EH;Q;I.%.E" — Wahle fiir d verschiedene Werte.
\>Z/ xscl=1, — du kannst auch die Ursprungsge-

amégfiéﬂ- rade einzeichnen.

yscl=1.
®rEs=a.

Aufgabe 8

Erzeuge mit par(x,d,e) Parabeln, deren Scheitelpunkte auf der
— Geraden mit y = 2x liegen,
— Geraden mit der Gleichung y =-2x+1,

— Parabel mit der Gleichung y = x? liegen.
Begrinde jeweils dein Vorgehen.
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Basiswissen

Band 7 — ,Funktionenzoof

Aufgab

a) Der

el

Grundtyp aller kubischen Funktionen ist f mit f(x) = x°. Er ergibt sich aus der allgemeinen Form

f(x)=a-(x—b)* +c , wenn man a =1, b =0 und c = 0 setzt. Untersuchen, wie sich der Graph der Funk-

tion

gegeniber dem des Grundtyps andert, wenn man die Parameter a, b, c variiert.

b) Die allgemeine Form einer Potenzfunktion lautet f(x) =a-(x—b)" +c.
Erlautere die Bedeutung der Werte von a, b, ¢ und n fir den Graphen.

Aufgabe 2

Untersuche die Potenzfunktion mithilfe des Makros ,pot’: a- (x—b)k +C — pot(x,k,a,b,c) .

(1) Beschreibe, welche Bedeutung die einzelnen Parameter haben.

(2) .

Mit welcher Eingabe wird f(x) =2-(x—-5)* —8 gebaut?

Was bedeutet pot (1,3,1,-2,5)? Stelle eine Frage, fir deren Beantwortung diese Eingabe eine L6-
sung liefert.

Was musst du eingeben, um die Grundfunktionen f mit f(x) = x" zu erhalten?

Mit welcher Eingabe kannst du den Funktionswert an der Stelle 3 von f(x) = 24x7° +% berech-

nen? Uberpriife dein Ergebnis durch eine Rechnung ohne Einsatz des TC.

Was bedeutet pot(3,4,1,0,c)? Stelle eine Frage, fur deren Beantwortung diese Eingabe eine L6-
sung liefert.

Wie kann man mit pot die Schnittstellen mit der y-Achse bestimmen?

(3) a)Erlautere Edmunds Aussage. Was meinst du b) Erkléare die Ergebnisse des TC, auch das der

Zu Martens Frage? Eingabezeile.
1 Fzr Fr Fir F& Far

Edmund: - f|A1 gebra|ca Te|other |Pramiolc1ean up
Mit ,pot’ kann ich alle Funktionen, die ich bisher | potix. @, 5,6, a+c
kennengelernt habe, bauen! ® pobil, k, 8, b, o abk+c

mpotlx, k, @, b, c) c
Marten: mpotib.3,a.b,0 =
Ich habe aus Versehen ®potix.a,ba0, k) b(x-c)®+k

k "potix+hb,k,a.b,al a-xk+a

o (w+b] +erpotix,a.b.c, k) Dotk potii+h. k. a b 0>

CALIMERD DEG AUTO FUHC &6/Z0

CALIMERD DEG RUTO FUMC 1/30
eingegeben, ist das schlimm?

¢) Knobelaufgaben
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¢ Was muss man eingeben, um mx+b als Ausgabe zu erhalten?

¢ Was muss man eingeben, um ax? +bx +c zu erhalten?
¢ Gib drei Moglichkeiten an, a als Ausgabe zu erhalten.
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Basiswissen

Band 8 — ,Funktionenlabor’

Aufgabe 1 Funktionenlabor

Untersuche die Bedeutung der Parameter im Graphen der Funktion f mit f(x,a,b,c,d) =a-sin(b(x—c))+d im
Vergleich zum Graphen der Grundfunktion g mit g(x) = sin(x).
Betrachte dazu auch die ,Funktionsmaschine’ und benenne die einzelnen Teilschritte.

Schritt 1 Schritt 2

sin(x) sin(x-c)

S

b
sin(x-c) % ,_‘ sin(b-(x-c))

N

-

Schritt 3 Schritt 4
sin(b-(x-c)) a - sin(b-(x-c))

a d
5@@ /_‘ a - sin(b-(x-c)) @@ ,_‘ a - sin(b-(x-c))+d

N N

Aufgabe 2

Vergleiche die beiden Terme
f,(x)=a-sin(b-(x-c,))+d
f,(x)=a-sin(b-x-c,)+d

im Hinblick auf die Funktionsmaschine.

Rainer behauptet: ,Es ist egal, welchen der beiden Terme man nimmt, um das Aussehen des Graphen der
Grundfunktion g zu verdndern. Die Terme sind aquivalent!®
Nimm Stellung zu seiner Behauptung.
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Notizen
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