6. Schnitt zweier Kegel

Der Schnitt eines Kegels und eines Zylinders darffilvechon als recht anspruchsvoll gelten,
allerdings setzt dieser letzte Fall noch einen @icldrauf. Diez-Achse falle mit einer
Kegelachse zusammen und der Ursprung liege in pikzeSdes zugehorigen Kegels. Die
Achse verlaufe parallel zu einem gemeinsamen Liokebb&egelachsen. Der Abstand der vom
Ursprung verschiedenen Spitze zurEbene seks und entsprechend seien ihre Abstande zur
xz-Ebene bzw.xy-Ebene gegeben als bzw. u. Ferner sei der von beiden Kegelachsen
(genauer von einer Parallelen zur entsprechenderekeetse durch den Ursprung und der
zweiten Kegelach¥eingeschlossene Winkel gleidhmit0 <9 < g Zu guter Letzt seien die

Radien beider Keg& undr. Der einfachere Fall ist wieder= 0, fur welchen die Gleichungen
(Ko) x*+y2—R%*22=0
1 1
(Kg) x*+ (E 1-7r3)+ 5(1 + rz)cos(26)> (y—t)*+
— (1 +7rH)sin29)(y—t)(z—u) +
1 1
+ <§ (1-12%-— > (1+ rz)cos(219)> (z—uw)?*=0

zu losen sind. Ihre Differenz ergibty? + R?z% + (-+-) = 0 und nach einer Umschrift hin zu
Ausdriicken ire — u findet man—y? + R?(z — u)? + 2R*u(z — u) + R*u® + (---) = 0, also
eine Qochstens quadratische Gleichung(z — u)? + b(z — u) + ¢ = 0 mit Koeffizienten
parametrisiert iy =:n wie gewohnt. Der Falt = R? + % (1-7r%) - % (1+71%)cos(29) =0

2R?+1-12
+r?

tritt ein farY = %arccos( ) Dann vereinfacht sich die Gleichung zu

(2R*u— (1 +71)sin(29)(y —)(z—u) + R?u? —y? + (1 -2+ R)(y—1)* =0

Nach einfacher Rechnung sieht man, dass fur deadhtten Winkelwert vo® dann gilt
(1 +7r2)sin(29) = 2\/(1 + R?)(r? — R?). Eine Auflésung nach gelingt daher fly —t #
R?u

(1+R?)(r?-R?)

und man findet nach einer Parametrisierung #:n

V= : RZZ(7;7)2 o mit z(n) =u+ n’ — (A -r*+ R — 1) — R*u’
z(n) 2(R2u — (n - /(1 + RH(Z - RD))

R?u
die womdglich auf eine zusatzliche LosungsgeradertfiAn eine Bestimmung der
Definitionsmenge wird gleichfalls gar nicht erstigeht...

Sonst erhalt man fiy = t + eine hier nicht weiter verfolgte Nebenbedingung,



Ein einfaches Beispiel erhalt man fRr= 0.5 undr = 2, fir welche das kritisché = 60°
wird. Mit den weiteren Parametesn= 0, t = —3 undu = 0 ergibt sich folgendes Schnittbild:

Offensichtlich 16stgeogebradas gestellte Problem auch fir einea grof3 gewahlten
Definitionsbereich mit Bravour.

Fura = R? + % (1-712)— % (1 +72)cos(29) # 0 hat man die im parametrisierten weiteren
Koeffizientenb(n) = 2R?*u — (1 + r?)sin(29)(n — t) undc(n) = R?u? — n? +%(1 —-r?+

a1+ rz)cos(Zﬁ))(n — t)?%. Setzt man diese in die Losungsformel quadratisGheichungen
ein, so erhalt man wieder die gesuchten Losungskurv



Den Abschluss macht der Fall= 0. Offenbar verbleibt jetzt bei der Differenzbildueg
Mischterm mitx und ein erneutes Einsetzen einer Auflésung naadh eine der beiden
Gleichungen ergabe im Allgemeinen Termejyinund z von hoéherer Ordnung als zwei.
Insbesondere missten Lésungsformeln angewendeewedae deutlich komplizierter als die
der quadratischen Gleichung sind. Einen mdglichaesweg stellt jedoch die Wahl van in
den beiden Gleichungen

(K,) x*+ (% (1-R? +%(1 + Rz)cos(Zw)>y2 — (1 +R?»)sin(Rw)yz +
1 1
+ <§ (1-R?») — 5(1 + RZ)COS(Z(U)>Z2 =0
(Kpt9) (x—5s)%+ (% 1-r)+ %(1 +12)cos(2(w + 19))) -t +
— 1+ 7)sin2(w+9))y—tH(z—u) +
+ (% (1-7r%)— % (1+7rH)cos(2(w + 19))) z-u)?=0

der Gestalt dar, dass sich auch dfeGlieder bei der Differenzbildung wegheben. Darin
ergeben sich die Paramesert’, u’ aus den ungestrichenen Parametern wie folgt:

Ohne zusatzliche Drehung umhétte man das Gleichungssystem

1 0 0 X
(Ko) (x,y,z)(o 1 0)()/):0

0 0 —R%* \z

10 0 x—s
(Ky) (x—sy—tz—wMy" |0 1 0 |My <y—t> =0
0 0 —r? Z—U

X X
wie oben zu lésen. Mit dem Ubergang zu neuen Koatdh(y) =M, (y') folgt nun

Z Z,
xX—Ss x' s x' s x'—s'
(y — t> =M, <y’> - (t) =M, (y’) -M,T (t)] =: M, <y’ — t’) und es ist
zZ—U 7' u 7! u

z'—u

s’ s
(t’) =M, (t) Da der Unterschied erst am Schluss wichtig wirehin die Schnittsituation
u' u

von geogebragraphisch dargestellt wird, wird im Weiteren aid 8triche verzichtet.



Man l6se also zunachst die Gleichung
1 1 1 1
5(1 —R?) — > (1+ R*»cosw) = > (1-7r%) - > (1+7rH)cos(2(w +9))

& —(1+R»)cosQw) + (1 +7*)cosQw + 29) = R? —r2.

Betrachtet man die linke Seite im Komplexen, sonkanan sie auch schreiben als
—(1+ R?)e%® + (1 4+ 12)e? (@) = (—(1+ R?) + (1 + r?)e?¥)e?i® = 4. ¢i# - 2i® =

A - et?@*9) worin ¢ dasArgumentder komplexen Zahl, = —(1 + R?) + (1 + r?)e?? und
A=|-AQ+R)N+ (1A +7rDe?™| =1 +R)D2+ (1 +72)2—2(1 + R?)(1 + r¥cos(29)

ihr Betragist. Wieder im Reellen lautet die Gleichung sodanmos(2w + ¢) = R> —r? und

1 RZ—r?
es folgtew = 5(—(;} + arccos( " )>

Da A stets mindestens gleich((1 + R2) — (1 + rz))2 = |R? — r?] ist, folgt |#| <1 fur
A # 0 und die obige Auflésung ist statthaft. Sonst mgifst r undcos(29) = 1 sein, also
ist tatsachlich nur der Spezialfall gleicher Radierd 9 = 0 kritisch. Hierfir kannw = 0
gewahlt werden und die Kegelgleichungen vereinfacheh zu

() x*+y2—R?%22=0

() x—s5)2+@-t)?—R*(z—uw)?*=0
lhre Differenz ergibt die Gleichung2sx + s? — 2ty + t? + 2R%*uz — R*u? = 0 und da

s # 0 vorausgesetzt wurde, folgt = 2—1S (—2ty + 2R?uz + s? + t* — R*u?). Eingesetzt in
Gleichung (1) ergibt dies

R?u? R%u
( " 1) R?z% + S—z(—Zty + 52+ t2 — R*u?)z + y*?

1
2 2 2,,2\2 —
+P(—2t}/+5 +tc—R“u“)*=0

FiUr Ru # s ist diese Gleichung quadratischziund kann wie Ublich weiter aufgeldst werden.

2
Sonst vereinfacht sich die GIeichung%t[—Zy +t)z+y*+ 4% (—=2y + t)? = 0 und kann

gleichfalls wie Ublich weiter aufgelost werden.



In den Falled # 0 ist nun noch dasrgumentp zu bestimmen. Dies kann geogebramit
Hilfe der Vektorrechnung sehr komfortabel erfolgdda ¢ in den ersten und zweiten
Quadranten weist, fuhrte eine Berechnung Uber denstangens in vielen Fallen zu einer
Phasenverschiebung vanwodurch die Beschreibung unnotig verkomplizietirde.

R=25 r=15 9=30°

¢ = arg(wW) = 153.42°

Nach diesen Vorbereitungen fihrt die Differenz @&ichungen(K,,) und (K, ) auf eine in
x undz lineare Gleichung. Mit den weiteren Abkirzungen

Ny =5 (1= R?) —~(1 + R?)cos(2w) undn,,5 =5 (1 —2) =~ (1 + r?)cos(2(w + 9))

Py = %(1 —R?) + % (1 + R?)cos(2w) undp,,,e = %(1 —r2) + %(1 +712)cos(2(w +9))

lautet obige Bedingungn, = n,,s und es dgilt pyr9 =p, + (R>—12). Da s#0
vorausgesetzt wurde, ergibt sich die Auflosurg m(y) - z + n(y) mit

m(y) = 2—15 [(1+ R?)sinRw) -y — (1 +rH)sin(2(w +9)) - (y — £) — 2u - ny |
1
n) == [(Po + R? =79) - (v =) = py - y* + u(l +7)sin(2(w +9)) - (y — 1)
+u? - n, + s?.
Die Einsetzung i{K ) liefert schlieZlich die iz (hdchstensquadratische Gleichung
[((m))" +ny] - 22 + 2Zm(In) - (1 + RAsin2w) - y] -z + [ (n(3))” + po, - ¥?] = 0

Ay) z*+B(y) z+C(y) = 0.



Tatsachlich verarbeitefjeogebradie resultierenden Mammutterme klaglos. Die Aufligen
nach z konnen in x =m(y)-z+n(y) eingesetzt werden und mit der ublichen
Parametrisierung = n folgen die Schnittkurven

m(n) - z(n) + n(n)
y(m) = n
z(n)

in der gewohnten Weise.




