Congruencia entre triAngulos



Definiciones

Definicidén

La idea detras de dos figuras congruentes es que estas figuras tienen el mismo tamano
y la misma forma, independientemente de la posicién en la que se encuentren. A

continuacion, los siguientes conceptos te permitirdn precisar esta idea.

* Dos segmentos son congruentes si y solo si tienen la misma longitud. Dicho de

otro modo, el segmento AB es congruente al segmento CD si y solo si
AB = CD.

Para indicar que el segmento AB es congruente al segmento C—D, escribiras
AB = CD.

Graficamente lo expresaras de la siguiente manera:

B

En el dibujo estas indicando que

AB=CD y EF=GH.

¢ En resumen,
AB=CD ssi AB=CD.

* Dos angulos son congruentes si y solo si tienen la misma medida. De manera

precisa, el angulo ZABC es congruente al &ngulo ZDEF siy solo si
m/ZABC=mZDEF
Para indicar que el angulo ZABC es congruente al &ngulo ZDEF escribiras

/ZABC = /DEF



Graficamente lo expresaras de la siguiente manera:
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En el dibujo has expresado que

/B=/F y /H=/K

e En resumen,

ZABC=/DEF ssi mZABC=mJZDEF.

A Atencion

iCongruencia no es lo mismo que igualdad!

En efecto, dos segmentos diferentes son congruentes cuando tienen la misma longitud;

dos angulos diferentes son congruentes cuando tienen la misma medida.

Propiedades
* Propiedad reflexiva.- Todo segmento es congruente consigo mismo:

AB = AB.

Todo angulo es congruente consigo mismo:

/ABC = /ZABC.

* Propiedad simétrica.- Si un segmento es congruente con otro, el segundo es

congruente con el primero:



si

entonces

Si un angulo es congruente con otro, el segundo es congruente con el primero:
si

/ZABC = /DEF,

entonces
/DEF = ZABC.

Propiedad transitiva.- Si un segmento es congruente con un segundo segmento;
y éste es congruente con un tercer segmento, entonces el primer segmento es

congruente con el tercer segmento:

si

AB=CD y CD=EF,

entonces
AB =EF.

Si un angulo es congruente con un segundo angulo; y éste es congruente con un

tercer angulo, entonces el primer &ngulo es congruente con el tercer angulo:
si

LABC=/DEF y JZDEF=/GH],

entonces
ZABC = ZGHI.

Toda relacién que es reflexiva, simétrica y transitiva es denominada relacion de

equivalencia.

Esto significa que la congruencia de segmentos y la congruencia de angulos son

relaciones de equivalencia.

Por la propiedad simétrica, estds autorizado a decir segmentos congruentes o
angulos congruentes sin la necesidad de indicar los segmentos o angulos en un

orden especifico.

Definicion
Hay una correspondencia entre los triangulos AABC y ADEF si se establecen
las siguientes correspondencias:

— Entre los vértices: A«— D,B«—> Ey C«—F.

- Entre los lados: AB «— DE, AC «— DF y BC «— EF.
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— Entre los angulos: ZA«— /D, /B«— /Ey ZC «— ZF.

Escribiras

AABC «— ADEF

para indicar la correspondencia entre los dos triangulos.

Cuida de escribir los vértices de los triangulos en el orden adecuado, porque
escribir
AABC «<— ADEF

quiere decir que

A«——D, B«—>E y C«—>F.

Y esto determina también qué lados del un triAngulo se corresponden a qué lados

del otro, y qué angulos del primero con qué angulos del segundo.

Una correspondencia entre dos triangulos es una congruencia si los pares de
lados correspondientes son congruentes y los pares de angulos correspondientes

son congruentes.

De manera mas precisa, la correspondencia

AABC «— ADEF

entre los triAngulos AABC y ADEF es una congruencia, representada por
AABC = ADEF

si y solo si se verifican las seis siguientes congruencias:

— AB =DE,
- AC = DF,
- BC =EF,
A= /D,
/B=/E,y



- /LC=/F.
Graficamente, la congruencia de los triAngulos sera representada asi:

E

* Se dice que un lado de un tridngulo estd comprendido por los angulos cuyos

vértices son los extremos del segmento:

B

Por ejemplo, el lado AC esta comprendido por los angulos ZAy ZC.

* Se dice que un angulo de un tridngulo estd comprendido por los lados del

triAngulo que estan en los lados del angulo:

Por ejemplo, el angulo ZA esta comprendido por los lados AB y AC.

Propiedades

La congruencia entre triangulos es una relacién de equivalencia; es decir, la relacién de

congruencia es:
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* Reflexiva: todo triAngulo es congruente consigo mismo. En otras palabras:

AABC = AABC.

* Simétrica: si un triAngulo es congruente con otro, el segundo es congruente con

el primero.
Dicho de otro modo:
si

AABC = ADEF,

entonces
ADEF =~ AABC.

* Transitiva: si un tridngulo es congruente con otro; éste con un tercero; entonces,

el primero es congruente con el tercero.
Es decir:
Si

AABC=ADEF y ADEF=AGHI,

entonces
AABC = AGHI.
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Criterios de congruencia

Criterio
Criterio LAL (Lado-Angulo-Lado)

Dada una correspondencia entre dos triangulos, si los dos lados y el angulo
comprendido por estos en el primer tridAngulo son congruentes con los lados
y el angulo correspondientes del otro triangulo, la correspondencia es una

congruencia.

De manera mas precisa, dada la correspondencia AABC «<— ADEF, si

« AB ~DE (L),
« ZA=/D (A),

« AC =DF (L),

entonces
AABC = ADEF.

Esto quiere decir que también se verifican las siguientes congruencias:
« BC ~EF,
e /B=/E,

s /C=LF.
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Criterio

Criterio ALA (Angulo—-Lado-Angulo)

Dada una correspondencia entre dos triangulos, si los dos angulos y el lado
comprendido por estos en el primer triAngulo son congruentes con los
angulos y el lado correspondientes del otro tridngulo, la correspondencia es

una congruencia.

De manera mas precisa, dada la correspondencia AABC «— ADEF, si

« LA=/D (A),
« AB ~DE (L),

« /B=/E(A),

entonces
AABC = ADEF.

C F
D
A
B i)

Esto quiere decir que también se verifican las siguientes congruencias:

* ABC=AEF,
* AAC = ADF,

s L/C=LF.

C r
D
A
B E
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Criterio

Criterio LLL (Lado-Lado-Lado)

Dada una correspondencia entre dos triangulos, si los tres lados del primer
triangulo son congruentes con los tres lados correspondientes del otro

triangulo, la correspondencia es una congruencia.

De manera mas precisa, dada la correspondencia AABC «<— ADEF, si

i
O
m

G

entonces

AABC = ADEF.

Cr

Esto quiere decir que también se verifican las siguientes congruencias:

e /A=/D,
e /B=/E,

s /C=LF.
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Ejercicio

En el triangulo AABC los lados Ey BC son congruentes. Sea D el punto medio del lado

AC. Demuestra que los angulos ZAy ZC son congruentes.

Demostraciéon. En primer lugar, representa graficamente el problema:

A p e
[1] AB =DE Hipotesis
[2] AD =CD Hipotesis: D es punto medio del lado AC
[3] BD =BD Propiedad reflexiva de la congruencia de segmentos
[4] AABD = ACBD Criterio LLL aplicado a [1], [2] vy [3]
[5] ZA=/C Definicion de congruencia de triangulos aplicada a [4].

g . . .
Ejercicio
Enuntridangulo AABC, los lados Eyﬁ son congruentes, D es un punto en el lado AC,
diferente de los extremos, y los angulos ZABD y ZCBD son congruentes. Demuestra

que el punto D es punto medio del lado AC.

Demostracién. Como siempre, realiza primero una representaciéon grafica del problema:
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(1]
(2]
(3]
(4]
(5]
(6]

AB =CB
/ABC=/CBD
BD = BD
AABD = ACBD
AC = CD

D es punto medio del lado AC

Ejercicio

Con respecto a la figura:

S ¢
N

Hipotesis

Hipotesis

Propiedad reflexiva de la congruencia de segmentos
Criterio LAL aplicado a [1], [2] y [3]

Definicion de congruencia de tridngulos aplicada a [4]

Definici6n de punto medio aplicada a [5].

Supédn que

Demuestra que

Demostracién. Considera la siguiente correspondencia

Las hipétesis (1) aseguran que:

A
FE
D
C B
AC=BC y AE=BE. (1)
AD =BD
AACE «—— ABCE.
AC=BC y AE=BE (2)
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Ademas, por la propiedad reflexiva de la congruencia de segmentos, tienes que
CE =CE :

A

C B

Por tanto, por el criterio de congruencia LLL aplicado a (2) y (3) tienes que
AACE = ABCE,

de donde obtienes que
/ACE = /BCE.

Ahora considera la correspondencia
AACD «— ABCD.
Entonces por la primera igualdad de la hipétesis (1), tienes que
AC =BC.

Por (4), tienes que
/ACD = /BCD

Y nuevamente por la propiedad reflexiva de la congruencia de segmentos, se verifica
CD=CD:

A
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Luego, por el criterio de congruencia LAL aplicado a (5), (6) y (7), concluyes que
AACD = ABCD,

de donde obtienes que

AD = BD
| Ejercicio
Con respecto a la figura
B
Te
F
|
A E C
supbén que
CD 1 AB, (8)
BE 1 AC, (9)
EF =DF. (10)
Demuestra que
AB =~ AC.
Demostracién. Considera la siguiente correspondencia:
ABFD «— ACFE
Por las hipétesis (8) y (9), respectivamente, tienes que los angulos
ZFDB 'y [/FEC
son rectos. Luego
/FDB = /FEC. (11)
Por otro lado, por ser opuestos por el vértice, tienes que
/BFD = /CFE. (12)
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A E C

Por tanto, por el criterio de congruencia de triangulos ALA, aplicado a (11), (10)y (12), tienes que

ABFD = ACFE,

de donde

BF =FC (13)
/DBF = ZECF. (14)

B

D
F
1
A E C

Ahora considera esta otra correspondencia:
AABE «—— AACD.

De (14) tienes que
ZABE = /ACD. (15)

Y, como los angulos
ZAEB 'y ZADC

son rectos, entonces también son congruentes entre si:
/AEB = /ZADC. (16)
Finalmente, de (13) y (10), respectivamente, tenemos que
BF = FCydsFE = DF,
de donde

BE=BF+FE
=FC+DF
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=DF+FC=DGC;

es decir,
BE =DC. (17)
B
D A
F
ul
A E C

Por tanto, por el criterio de congruencia de triangulos ALA aplicado a (15), (17)y (16), obtienes
que
AABE = AACD,

de donde concluyes que
AB =AC,

que es lo que debias demostrar.

| Ejercicio
Sea AABC un triangulo equilatero. Supén que D y E son puntos en los lados AB y CB,
respectivamente, y distintos de los extremos, tales que los angulos ZBAE y BCD son

congruentes entre si. Demuestra que los segmentos AD y CE son congruentes entre si.

Demostracién. En primer lugar, haz un dibujo que represente el problema:

Cf
e
E
¥
A D B
Por hipétesis, tienes que
/BAE = /BCD- (18)
Debes demostrar que
AD = CE.
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Para ello, considera la siguiente correspondencia:
AADC «—— ACEA.

En primer lugar, por ser AABC un triAngulo equilatero, también tiene los tres angulos

congruentes entre si; por tanto, tienes que
/CAD = /ACE. (19)
Por la propiedad simétrica de la congruencia de segmentos, tienes que
AC =AC. (20)

Por otro lado, tienes que
m/BAC =m/ZBAE +m ZEAC,

de donde, por (18), tienes que

m/ZBAC=m/ZBCD+mZEAC. (21)

Por otro lado, por ser el triAngulo equilatero, sus tres angulos son congruentes entre si; luego,
m/ZBAC =m ZECA,

de donde, por (21):
m/ZECA=m/ZBCD+m ZEAC. (22)

También tienes que
m/ZECA=m/ZBCD +mZDCA,

de donde, por (22), obtienes que
m/BCD+m/ZDCA=m/ZBCD +m ZEAC;

es decir,
m/Z/DCA=mZEAC.

En otras palabras, se verifica que
/DCA=ZEAC. (23)
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A D B
Entonces, por el criterio de congruencia de triangulo ALA, aplicado a (19), (21)y (23), tienes que

AADC = ACEA,

con lo que ya puedes concluir que
AD = CE.

U Ejercicio
Sea G el baricentro del triangulo ABC tal que AB = BG. Demuestra que AC =BC.

Demostracién. En primer lugar, realiza un dibujo que represente el problema:

C
D E
G
A B
Como hipbétesis, tienes que
AG =BG. (24)
Tienes que demostrar que
AC =BC.
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Para ello, considera la correspondencia siguiente:

AAEB «—— ABDA.

Por la propiedad de las medianas y el baricentro, sabes que

AG=2EG y BF=2DG.

Por tanto, de (24), tienes que

2EG=2DG
de donde
EG=DG
que, junto con (24), obtienes lo siguiente:
AE = AG+ GE

=BG+DG=BD;

Es decir,
AE = BD.

Por otra parte, por (24), el tridAngulo A es isésceles:

C

Luego, tienes que

ZABG = /BAG;

o, lo que es lo mismo, tienes que

/BAE = ZABD.

Finalmente, por la propiedad simétrica de la congruencia de segmentos

AB = BA.
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A B

Por tanto, por el criterio de congruencia LAL aplicado a (19), (20) y (21), tienes que
AAEB = ABDA,

de donde
ZEBA=/ZDBA,

que es lo mismo que
/CBA=/CAB,

lo que implica que el triAngulo es isdsceles:

AC =BC.
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