A 243. probléma matematikai bizonyitasa

Keressuk azokat a py. p,. p3 primszamokat, amelyekre teljesil az alabbi egyenlet:
P+ p5 + p3 = 2027

1. Paritasvizsgalat (Modulo 2)

A 2027 paratlan szam. Harom négyzetszam dsszege csak ugy lehet paratlan, ha
mindharom tag paratlan, vagy ha pontosan két tag paros.

+ Az egyetlen paros prim a 2. Ha két tag paros lenne (22 +22 4 p% = 2027), akkorpg
= 2019 adddna, de a 2019 nem négyzetszam.

« Kovetkeztetés: Mindharom keresett primszamnak paratlannak kell lennie.

2. Oszthatdsagi vizsgalat (Modulo 3)

Barmely 3-mal nem oszthatd egész szam négyzete 3-mal oszitva mindig 1 maradékot ad (
n> =1 (mod3)).

= Tegyik fel, hogy eqyik keresett prim sem a 3. Ekkor a négyzetdsszegik maradéka 1
+14+1=3=0 (mod3) lenne (azaz oszthaté lenne 3-mal).

» Ezzel szemben a 2027 szamjegyeinek dsszege 11, ami 3-mal osztva 2 maradékot ad (
2027 =2 (mod3)).

« Kovetkeztetés: Ellentmondasra jutottunk, igy az egyik primszamnak kotelezden a 3-
asnak kell lennie. Legyen p; = 3.
3. A probléma redukalasa és korlatozasa

Behelyettesitve p; = 3-at, az egyenlet leegyszerlsodik ket paratlan prim
negyzetosszegere:



32 + p3 + p} = 2027 = p} + p3 = 2018
Mivel p; és p5 is paratlan primek (és egyik sem a 3), a legkisebb lehetseges értekik az 5
* Ha p, = 5, akkor 2018 — 25 = 1993, ami nem négyzetszam. igy mindkét prim nagyobb

5-nél.

« A két szam atlagos négyzetes értéke ¥ = 1009. Mivel v/ 1009 =~ 31,7, a szimmetria

miatt az egyik primnek kisebbnek, a masiknak nagyobbnak kell lennie 31-nél.
« Afelsd hatar /2018 ~ 44,9

A 31 és 45 kozotti szoba johetd primszamok listaja rendkivil rovid: 37,41,43.

4. Végso ellendrzés

Probaljuk meg a legnagyobb primértéket (p; = 43):

43% = 1849

py = 2018 — 1849 = 169

V169 =13

Mivel a 13 primszam, megkaptuk az egyenlet egyetlen, egyértelm( megoldasat.

Eredmény

Az egyetlen primharmas, amely kielégiti a feltételt:

32 4+ 132 + 432 = 2027



