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TRIGONOMETRíA RECTILíNEA 

CAPITULO 1 

funciones Trigonométricas 

1. Fórmulas de Geometría Plana relativas a los trián
gulos. 

TRIÁNGUDO RECTÁNGULO. - En la figura 1 se tiene un 
triángulo rectáng'jllo ABO. Por el Teorema d'e Pitágo'-, 
1"as, estudiado en 3er. año, se tiene 'la relación: 

e 

a es decir: el c1tadrado de Za ki
PQtenusa es igual a la s'U,ma 

A'----;:----~B de ¡qS cuadra(ios die los ca-
e tetos. 

Fig, 1. 

Extrayendo la raíz cuadrada de ambos . miembros de 
( 1) se ob~iene: 

a=yb2 +c2 

luego: la hipoten,ttsa es igu.al a la míz C1tadrada de ta su-. 
rtUb de los ctw,drados de los cateto<s. 

De la expresión (1) se deduce: 

b2 =a2 _c2 

0 2 = rz2 - b2 
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y extrayendo la raíz euadrada de ambos miemuro5: 

1; = Jla2 -c2 

c=Va2 -02 
luego: u lb cate! o es igual (t lt" míz e uadrad(t de la di! e
I'(,/leia de los cuadrados de la hipotennsa y el otro cateto. 

A 

TRIÁNGULO CUALQUIERA. - Si ABO, fig. 2, es un trián-

e gulo cuyo ángulQ .ti es agudo, 

a 

o e 

por Geometría Plana se tiene; 

es decir; el cuadrado del 1(1.(/0 
B opllestv a un ángulo agudo 01 

F}g. 2. nI'/; t¡'üíngnlo es 1'gual a la su-
ma. de los cuadrados de los otros dos lados, menos el du
plo de nno de ellos por la proyecfYÍón del otro lado 80-

b/'c él. 

Si el triáng'ulo A BO tiene el ángulo A obtuso, se tiene: 

es decir; el cuadlrado del la
do opuesto a un 4ngulo obtu
so en Uf;! triáng-nlo e8 igual a 
la S¡¿rrta de los cuad'l'ados de 

e 

'---l----_"'"B 
Fig. 3. 

los Ot1'OS dos lados, más el d'uplo de 1/1/1Q de ellos por la 
proyección del otro lado sobre él. 

2. Semejanza de triángulos. - Dos triángulos son 
semejantes, cuando tienen sus ángulos respectivamente 
-iguales y proporcionales los lados homólogos. 
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Lados hom6logos son los que se oponen a ángulos 
iguales, A' 

A 

'~----~a~'------~~C' 
Fig, 4, 

Si en los tr:iángul2s AJW y A'lD/O' fl' (J' 4 s t' :> t.!. b' I .e lene: 
A=A: 8=B' 

y además: a Ú e 
a' = l} = e' 

C=G'¡ 
jes AfjC~ A,j,C' 

Al estudiar ea--3eP-. -Añ-o- semejanza de triángulos se 
demostró que para que dos triángulos fuesen semejantes 
bastaba que se cumpliesen una parte de las condiciones 
contenidas en la definición, Así, se demostró que do_s 
triángulos Son semejantes cuando tienen: 

l'? Dos lados 1'espectivamclI te proporcionales e ig~wl 
cl áng uZo comprendido,-

o 

2? Dos ángulos ig'uales; 
3? Tres lados respectivamente pro[)I)1;ciol/ulcs, 

A 

8' 8" 
l"ig, 5 

A'" 3, Com¡ideremos 
HJI ángulo cnalquíe
l'a 11, fig, 5. 

Por un punto .A 
de la recta a trace
mos una perpendi
cular AB a la recta 

8'" b, Si por otro pun
to A' de la recta a 
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trazamos A'B' 1. b, los triángulos AOB y A'OB' forma
dos, son semejantes, pues tienen _dos ángulos iguales (2~ 

caso de semejanza) : uno es el ángulo '1- por ser común, 
y los otros S011 los rectos formados en B y en B'. 

Si tomáramos otros puntos A", .A."',. " y trazáramos 
"perpendiculares 'a la recta b, todos los triángulos forma
dos serían semejantes por el carácter transitivo de la 
semejanza, luego sus lados, homólogos son proporcionales, 
es decir: 

AB A'B' A"B" 
OA = OA' = OA-¡¡- = - núm/l1'O constante 

Como los segmentos considerados son cantidades ho
mogéneas, el cociente constante de la serie de mzones an
terior es 1/n n1Ím.ero abst?'acto, observación que conviene 
tener muy presente cuando se estudien las definicio,nes 
de las funciones trigonométricas. 

4. Funciones trigonométricas. - Se llaman ftmcio
. nes trigonométricas a los números determinados por las 
,razones de dos lados de un triángulo rectángulo. 

Estas funcÍonesno son las longitudes de los elementos 
. lineales, y son independientes de la escala de la figura. 

Sea dado un ángulo '/, 
fig. 6. Trazando por un B n 

punto A del lado m Ul) 

!3 segmentn AB-L m, resul" a 
ta un triángulo rectángu- e 

lo ABO en el que relacio-
·90' 

nando sus lados dos a dos e m 

se obtjenen las siguientes 
A 

li'ig, 6, 
razones :' 
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e b c b a a 
'a;a;;/);c;¡;;c 

Estas seis razones. son las f¡meiones trigonométricas de 
los ángulos agudos {3 y y del triángulo ABC, independien
tes; como hemos dicho; de las longitudes de lós lados del 
triángulo. 

Las funciones trigonoIllétricas son el seno, coseno, tan
gente, cotangente, secante y cosecante, que se abrevian 
así: sen, eos, tg, cot, $ec, cosee. 

Las funcione:~ principales son el seno, tangente y secan
te,' las otras, el coseno, cotanlgente y cosecante, se Haman 
cofwnciones. 

Más adelante veremos, (6), al definir .las funciones tri
gonométricas que el lado AB podrá encontrarse a la iz
quierda de e o debajo de AC, estando el án~ul0 y com
prendido entre 0° y 3600. 

5. Definición de las funciones trigonométI'icas. -

M v· 
Fig. 1. 

M 

N 

Si consideramos 
los ángulos a, (J, y 

y 8 orientados res
pecto a un siste
ma de ejes de co
ordenada.s rectan
g1l,lares (.Q) de ma
nera que el vérti
ce coincida con el 
origen, y uno de 
los lados coincida 
con el eje de las 
abscisas, fig. 7, los 

(") V~a.e Aiaeb." para 3er. año. por Bollo. Anguita y Dllgnino ~a.tore. 
página 208 y siguiente •. 
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segmentos ¡!IN Y ON son, en 108 cuatro casos, las ordena
da:; y abscisas, respectivamente, de los diversos puntos JI. 

Según ya se ha visto, (*) : las abscisa!; situadas (1 la dc
rcclw del origen son, posit'ivas, !J las siluada,s a la izquie¡'
da, negativasj se representan con La letra x. 

Las m'denadas situadas (m'iba del origen Son pO~'Uiv((s, 
y las si'tuadas debajo) negat1:vasj :se representan C01~ la [e
tl"a y. 

El segmento OM llamado vector, es, en todos los casos, 
posi tivo: se representa con la letra p (ro). 

6. Seno de un ángulo. - Se llama se'no de LUl ángulo 

a a la razón .JL fig. 8: , ,. 
r y 

sen ce - r 

11 

O 

111 IV 111 IV 

II 11 

IV 111 IV 

Fj~. 8. 

(*l púg. ~IO,·obra citada:, 
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El sellO es p08Jti"o si sr cm:uenÍl'a el ángulo en el 1" 
02" cuaurautel>; es negalivo, si se halla en cl 3'.' o 4'·1 Clla 

urantes. 

7. Coseno de un áng'Ulo. - Se Ilaníil ('OS('110 de 1111 

'1 1 ' x f' 8 ilng'U o /l, a a razon -, Jg. .: 
r' 

:I'! 
COS (.( = -

r: 
El coseno es positivo 8i el ángulo !'le halla en el l~ o 4" 

cuadraJltes; es neyal¡'vo si está cn el 2~ o 3" cuadrante!';. 

8. Tang-ente de un áng-ulo. - Se llama tange?11e dp 

un Ílngulo a, a la razón .!!., fig. 8: 
x . 

tg a = .JL 
x 

La tangentr: es positiva SI el á ngu lo está en ella o ;3" 

cuadrantes; es negat'iV(t si estii en el 2~ o 4~ cuadran Lefi. 

9. Cotangente de un ángulo. - Se llama cota;nge'/1te 

de nn ángnlo a, a la J'él7.Ún x , fig. 8: 
y 

cot a 
y 

La l'otaJlgente .es positi1'a en ello y 3" euadrantes; es 
llrg-ativa en el 2~ y 49. 

10. Secante de un áng-ulo - Se IlanHI s('canle de IJn 

'1 I ,P f" " ¡¡ngl1 o a, a a razon -, 19. o: 
X 

p 
sec (f. -= 

~. 

La secante es positiva en el H y 4° cuadrantes; es ne
gaNva en el 2~ y 30

. 
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H. Coseca.nte de un ángulo. - Se llama co'Secante 

de un ángulo a, a la razón ~, fjg. 8: 
y 

f' cosee (l = -
y 

La secante es positiva en el}? y 2~ cuadrantes; es ne
g'ativa en el 39, y 4°. 

12. 

e 

Aplicaciones al triángulo 

b 

B ID 
U ro 
ro • 
- ,., 
ao 

c o ra 
o o 
"00 
ra ra 

lado adyacente a e A 
lado opuesto a B 

rectángulo. - Consi
deremos el triángu
lo rectángulo ABO, 
fig. 9, orientado res
pecto a un sistema 
de coordenadas, es 

- decir, que uno de 
los ángulos agudos 
coincida con el ori-

Fig, 9, gen y uno 'de los ca
tetos pertenezca al semieje positivo de las abscisas:- En, 
tonces la ordenada del punto B es ellaao opnesto al ángu
lo a, y la abscisa del punto B es el lado adyacente al !Ín , 
gu,lo a. 

Aplicanclo las definiciones anteriores, resulta: 

(; lado opuesto 
sena = - = 

a hipqten71sa 

b lado a.dyacente 
COSa = a = 

e 
tga - -ú = 

hipotenusa 

lado oplJesto 
lodo ad/yacen.te 

cot a 
b loado adyacente 
e lado opuesto 
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rt /¡ ipotenUS(b 
ser u = ._- -

b - lado adyacente 

a hipotem¿sa 
cosec a = c- = lado opuesto 

13. Ejemplos de aplicación. - l?) Halla!' el seno y 
B la tangen.te del ángulo y, 

lig. 10. 

Solución 
E c,~ 

':> a e () Por las fórmulas últi
mas, se tiene: (f) 

O 
A 

4 cm 
Fig. la. 

e :3 cm 3 
sen y = 0= [) cm = [) = 0,6 

c 3 cm 3· 
tg Y = 1) = 4 cm = 4" = 0,75 

2~) H.a1lar el coseno, la 
cotangen.te y la secante 
del áng11l,o R, fig. ] 1. 

R 

Sálu.ción 
Hace falta calcular el 

valor del cateto r; se tie
ne, (1): 

-- --- EQ 
r = Vp'_q2 = V144-81=7,93 .,., 

q 9 
cos R = -= 1'> = 0,75 

P -
q 9 . 

cot H = -¡ = 7,93 = 1,13 

P 12 
sec R = - - = - = 1,33 q 9 

p Q 
r'ig. 11. 

14. Construcción de ángulos conociendo sus funcio· 
nes trigonométricas. - Conociendo una de las funcio-
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nes trigonométricas de UIl ángulo agudo. éste puede deter
minarse gráficamente. 

l~) Constnt17 el ángulo a sabiendo que sen a = 0,46 

Soluciól'l 

Re tiene: sen a = 046 = 46 = 23 = la,do OPtt()sto 
, 100 50 hipotenusu 

Topo se reduce a construir a1101'a un triángulo l'ectáll
gulo conociendo la hipotenusa y el cateto opuesto al áll. 
gulo a. 

m 

Fig, ]2 

e 

n : 

En una recta m. 
fig. -12, tomamos un 
punto A. y se traza 
n.l m. Luego se 
construye AC = 23 
unidades, mil í m e
tros, por ejemplo. 
Haciendo centro COII 

el compás en C y 
eon radio igual a 50 mlm. se traza un arco que corte 11 

m, quedando así construído el ángulo a. 

Midiendo el ángulo con el transportador se hall:l 
a = 27° 20' ap1'oximadamente. 

2°) (lOnstr'llÍ?' el úng'u.lo {3 sabiend.o qne cas ¡J = 0,625. 

80lución 

't' ('00 0 = 062&:; = 625 _~=l(fdo adyacente "- e lelle: ,.., ,u 
1,000 - 8 hipotenusa 

Ahora se. construye un triá"ngulo rectángulo conocien
do la hipotenusa y el cateto adyacente al ángulo ¡J. 



76. 3 JaOO opueslo 
tg" = O,7~ = 100 = ¡ = latlt> adyaceme 

Ahora se construye un triángulo rectángulo conocien
do los dos catetos. 
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'rrigonometría. - La tn:gonolnetda estúdia lás fun
ciones trigonométricas y su aplicación a la Í'esolución de 
triángulos. 

EJEROICIOS 

l. Eu un triángulo l'eetángulo ABO, el cateto b mide 15 cm. 
y la 1üpotenusa a mide 40 em. CaJcular seu B, .tg B, sen 
e y tg O. 

\ sen B = 0,3:50; tg B :- 0,4045 
R: ¡ sen O = 0,9270'; tg e = 2,4720, 

2, En un triángulo rect,ángulo ABO, la 'hipotenusa' niiéfe 10 III 

Y el cateto b mid~ 6 m: Calcular· 'Sen B, tg B, .sen O'y tg C. 

\ sen B = 0;6; tg Bi = 0,75 
R: ¡ sen e = 0,8; tg 0= 1,333, .. , 

S. En un triángulo !l'ectángulo 4BO, b = 150 m. y; e = 225 m. 
Caleular ,sen B, tg B, sen O' yt.g e, 

R: \ sen O = 0,8320j tg P = 1,5' 
¡ sen B = 0,555 ; tg B = 0,6667 

4. Se tiene un ángulo~. Por uu punto de uno de , sus lad()S 
se traza una, perpendicular al otro lado, midiendo esta per' 
lJelldicular 1,25 m. La distancia entre el vértice y el nie 
ele la perpendicular es de 0,775 ¡n. Calcular se'u c< y tg a. 

R:' ,sen ex = '0,8499; tg c< = -l,612fl 

5. Los clos catetos {le 'un triángulo r,ootáugulo miden 43,7 cm. 

y 79,2 cm. ·Calcular la hipotenusa y los senos de los áng1.\
los agudos. 

R: 90,45 cm.; sen B = 0,8756 i sen e = 0,4831 

6, En un ~rjángulo l'eetáugulo ABC, a _ 12 m. y b '= 9 71/. 

Calcular e, sen B y tg O. 

R: e = 7,94 m,: seu B == 0,'75; tg e ~ 0,8819 



j, Bn Un triángulo rectángulo ABe, IJ = 12 Clll , y e = 15 cm, 
Calcular las funciones de B y las cofunciolles de e. 

R' I sen B = 0,6247; tg B = 0,8;' sec B = 1,2806 
. I cós e = 0,6247; cot e = 0,8; cosec e = 1,2806 

8. Construir el ángulo agudo a., sabiendo que sen el = 0,475. 
!), Construir' los ángulos ~uyos senos' sean iguales a 0,36, 

J O. Const~uir Jos ángulos ,cuyos senos sean iguales iI 0,88. 
11. Construir el !ángulo agudo B, sabiendo que 'cos B = 0,:32. 
12. Co,nstruir los ángulos cuyos cose,nos sean iguales a Q,56.' 
13. Constr,uir los ángulos cuyos cosenos sean iguales a O,f)(;. 
14. Constl'tilr el ángulo Ct. sabiendo que tg Ct. == 0,76. 
15. Construir los ángulos cuyas tangentes sean iguales.a 2,36. 
16. ,Construir los ángulos. cuyas tangentes seall iguales a 4,08. 
17, De acuerdo ,con los datos de la figura 15, Calcular las fun-

ciones trigonornét.ricas" ~n valor y s:gno, d-e los ángulos 

a, (3, y y 8· 

y 

'" .... ~ r- / 

"" fV: v- [3 ~ 
x' ( ~ VIX Ú 1\ )( 

\v Va ~ 
.-v 1\.,. 1>-

1"-~ 

"" ~ y -
Fig, 15. 



CAPITULO II 

Relaciones entre las funciones trigonométricas 
de un mismo ángulo 

15. Relación entre el seno y el coseno de un ángulo. 
_ TEOREMA FUNDAMENTAL. - En todo ánguLo, el cuu

d.1'odo de su seno, 'I'nás el' Gtwd1'fldo de su coseno, es iy1Wl 
a 1. . 

H) ángulo a, fig. 16 

N 
'1')" sen2a + COS

2a = 1 
n Por definición de 

p 
f;eno y coseno, (6 y 

y 7), se tiene: 
y 

ex m sen ct = -
P 

O M x 
Fig.16. 

X 
cos ct = -

p 

Elevando al cuadrado ambos miembros de las dos ex

presiones, "resulta: 

sumando miembro a miembro: 

Y2 X2 
sen2a + COS

2a = -2 + - 2 = 
P ? 

(1) 

Pero por el teorema de Pitúgo/'as: 
X2 + y2 = p2 



luego, reemplazando en (J): 

[1'" 
se112. IX + cos2 P = pz-

.v corno el CO(;iellte de dos llúmm'os igna-le¡,; c:; 1: 

sen2 a + cos2 a = 1 

16, COROLARIO. - Se tiene: 

de donde: 
sen2a + COS 2a = 1 

sen2a = 1 - COS2a 

y extrayendo la raíz cuadrada .de ambos miembros: 

I se11 a = :±; -V 1 - COS2 U I 
el:; decir: El seno de WIlo ángulo es 19t¿al a m.ás o n~ellOS la 
1'a'iz clwdmda de 1 rnenos el c¡¿ad1'aao del coseno del m'is
mo ángulO'. 

Ejemplo: Dado cos a = 0,6 CalClll({J"·.i;en a. 

Se tiene: 

sen a = ± -V 1 - eosz el. 

seu ex. = J:: -V-I---0-,6-Z = + -V 1 - 0,36 = ± -V 0,64 = ± 0,8 

sen ·u = ± 0,8 

17, OOROLARIO n. - Se tiene: 
sen2a + cos2 a = 1 

de donde cos2 a = 1- sen2a. 

y extrayendo la raíz cuadrada de ambos miemul'os: 

I cos a = ± -V 1 ~ sen2 al 
luego: El coseno de un ángttlo es igttal a más o menos la 
míz cuacl1'ada de 1 menos el cuacl-l'aclo del sel10 del mismo 
áng1tlo. 
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Ejemplo: Dada seu a = 0,4, calcnlar cO~ a. 

Se tiene: cos ~ = . - VI - sen2 a 

± V 1 -0,42 = ± V.O,84 = ± .0,916 
cos a ::z :±: O,~16 

18. Relación entre la tangent~ y el aeno y coseno 
de un ángulo. - TEOREMA. - La tangente dett11 án· 
g1t./O es igual a la "azón del seno y cosen~ del mismo 

ángulo. 

H) ángulo ~, fig. 16 

Por definición de tangente, se tiene: 
. !/ 

tg a = x 
También se tiene: 

.sen a = JL 

cos a = 

y dividiendo ordenadamente: 

x 

p 

T) tg a. 
¡¡en a 
cos C( 

(l) 

y efectuando la -división indicada en el segundo tniembro, 

resulta ,: 

Comparando (1) 

I 

sen a = JL 
cos a x 

y (2), se obtiene: 

sen a 
tg a =-

cos a 
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19. Relación entre la tangente y la cotangente de 
un ángulo. - TEOREM;A. - La cotangente de un ángu
lo es ig~wJ (t la inversa de la tang'ente del m,ismo ángulo. 

Ji) ángulo a, .fig. 16 T) 

por definición de cotangente, ·se · tiene: 

x 

o bien: 

pero JL 
x 

CiQt a =-
y 
1 

COt a -lL 

tga, luegQ: 

1 
cot a = tg a .1 

1 cota =
tga 

(1) 

20. COROLARIO l. - De la expresión (1) autel'ior se 
deduce: 

1 
tg a -:- cot a 

luego: La tangente de ~~n ángulo es ignal a la invers.a de 
la cotangente del' rruism.o áng~~lo. 

21. CO~OLARIO n. - 'De la expresión (1) se deduce: 

tg a . cot a = 1 

luego: El producto de la tangente pO?' l(t cotangente ele 
'/ll1' ángulo eSi igu-ril Ct 1. 

22. C.OROf"ARlQ JII. - Por el teorema (19) se tiene: 

1 
cot a = -- (1) tg a 

y como por el teorema (18..) es: tg a = sen a 
cos a 



- 24 -

reemplazando este valor en la (1) resulta: 

1 
cot a = sen a 

cos a 

. y efectuando la división: 

cot a - ~- -I 
luego: La cotangente de 1¿n ángtdo es igual a w razón del 
coseno y del seno del mismo án,gulo. 

23. Relación entre la secante y el 'Coseno. - TEO
REMA. - La secamtte de un ángulo es la Hlvet'sa del cose

no del rmS1nO ángttlo. 

H) ángulo (L,. fig. 16. T) 1 
seca = 

cos a 

Por definición de secante: 

p 
sec a - x 

o bien 
1 

sec a 
x 

~ 

x 
luego: pero cos a, 

p 

sec a = 1 \ 
cosa 

'--------

24. COROLARIO. - De la 'expresión última se deduce: 

1 
cos a = seca 

luego: El eO$eno de un ángulo es la in.versa de la' seca'Me 
del mismo án~ulo. 
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25. Relación entre la cosecante y el seno. - TEO
REMA. - La. cosecante de un ángulo es "la inversa del se
no del mismo ángU.lo. 

H) ángulo a, fig. 16 T) 

Por definición de cosecante: 

o bien: 

pero 

p 
cosec a = y 

l. 
cosec a - y 

fl 

JL = sen a, luego: 
fl 

1 
coseo a = sen a 

1 cosec (J.= 
sen a 

26. ' COROLAREO. - De la expresión anterior se deduce: 
1 

sen a = cosec a 
luego: El seno de 1tn árl<{!1.¿[Q es la irlV'et'sa de la cosecante 
del mismo ángulo. 

Expresi6n de una funci6n trigonométrica por medio de otra. 
27. Valor del cos, tg, cot, sec y cose() en función del 

seno. - Hemos visto, (17), que: 
-----

cos (J. = ± V 1 .:- sen2 a (1) 
También sabemos (18), que: 

sen a 
tg a = cos a 

y reemplazando el valor (1): 
sen a 



Por (22), cs: 

- :¿6 

CQs a 
cot CJ. = 

sen CI. 

o bien: cot a 
Vl-scn 2 ix ± 

Por (23), es: 

sen q 

seca = _ 1_ 
eOS·a 

y reemplazando el valor (1): 

see a = -:t: 

Por (~5) se sabe que: 

1 

-VI - SC1l2 a 

-1 
coseca = -

sen-rol 

28. Valor del sen, tg, cot, sec y cosec en función. del 
coseno. - Procediendo como en el párrafo anterior, se 
obtiene: 

sena ± V l-cos~ " 

+= ·V 1-cos· f1. 

tg a_ = cos a~ 

('OS a 

cot CJ. 

1 
sec a 

COS rl. 

cosee CII' = -t-
-Vl-eos2 a 

29. Valor del sen, cos, cot, sec y cosec en función 
de la tangente. ~ Hallanios ~l valor elel seu a y COS a 

resolviendo pI sistema; 
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sen 2 
(L + uos2 

(1 = 1 

sen a. 
tg u= --

cos Ct 

Dividiendo ambos miembros de la (1) por 

sen 2 a. 
cos 2 u + 

cos 2 a 

cos 2 a cos 2 d 

o bien tg Z a + 1 

cos a 

de donde: 
COSa = ± 

·11 1 + tg~ (1. 

Reemplazando este va)or en (2): 

(1) 

(2) 

cos2u: 

sell (1 

tg IX = ± ---1--- = ± sen o. V 1 + tg2 ClI 

-V 1 + tg2 
(1 

de donde: sen a = ± I.g (1 

11 1 + tg' o. 

Por (19): t:ota = 
tg o. 

Por (23): sec (1 --; 

COS a 

y reemplazando el valor del cos a : 

sec (1 = ± -V 1 + tg2 a 

Por (25): cosee (1 = 1 
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y reemplazando el valor del sen a: 

----VI + tg2 a. cosec a = ± 
tg a. 

30, Aplicaciones, - 10 Calcnlm' tg a sabiendo que 
sena = 0,5. 

Se tiene: 

cos Ct = ± lh-o,5~ = ± -V 0,75 = ± 0,866 

y como sen o. 

COS a 

en valor absoluto se tiene: 

0,500 
tg a = 0,866 = 0,577 

, 3 
Calcula?' coi a sab'lCnclo que tg a = -;-

,) 

Se tiene: 1 cota =
tga. 

1 5 
cot a = 3' 3 

"5 
3?) Calcular cot a sabie?Ldo que cos a = 1 

3' 

Se tiene: sen a = ± 11 l-cos2 (J. 

,/ (t)2 1/8 2 V"2 sen a = ± V 1- 3' = ± 9 = -1- - 3-

cot o. = 
cos u. 

~en (J. 
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y en valor absoluto se tiene: 
J 
"] 

cot IX = -2~i2""'2~ 
- 3-

1 

2V2 

CalC1ua1' sec a sabiendo que cos a = 0,45. 

Se tiene : 
1 

seCa = cos IX 

sec IX = - - - 2 22 0,45 - , 

5°) Calculm' cosee a sabiendo que sen IX = 0,234, 

Se tiene: 1 
coseca = -

sen IX 

1 
cosec IX = O 234 = 4,27 , 

31. Angulos positivos y negativos, - Se considera 
como positivo el ángulo engendrado por una semirrecta 
que gira alrededor de un punto en s.entido contrario a las 
agujas de un reloj, y negativo en caso contrario, En la 
figura 17 el ángulo a sc considera positivo, y negativo el 
ángulo A'OB. 

A M 

B 
o o 

Fig 17 Fig. 18. 
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32. Funciones trigonométricas de los ángulos ne· 
gativos. - Sean los ángulos + a y - a, fig. 18, de igual 
valor absoluto y distinto signo. 

SENO. - Por definición de seno" (6), se tiene: 
+MN 

sena= ' 0/11 (1) 

, - M'N 
sen (- a) = OM' (2) 

Los triángulos rectángulos ONM y ONM' son iguales 
por tener iguales lo' ángulos agudos + n y - a (igual ~s 
I'n valor absoluto), y común el catetq ON, luego: 

M' N = J1! N 
all]! = OJlf 

R,eemplazando en (2): 
-MN 

sen (-a) =. OM (3) 

Multiplicando ambos miembros dc (1) por - 1, rp
sulta: 

-'- sen a = 
-MN 

OilI 
Comparando (3) Y (4), se deduce: 

sen (- o. ) = - sen a. 

(4) 

luego: 'Jpl seno ele un úni(Julo negativo es ig1((/Z- ern 7talor 
y de distinto signo qne d seno del mismo á11gulo pero 1)0-
sitivo. 

COSENO. - Poi' definición de coseno, (7): 
ON 

cos 0.' = OM 

ON 
eos C- (l ) = OM-' 

(1) 

(2) 
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Pero como los triángulos rectángulos ONM y ONM' 
son iguales] es: 

luego: 

Comparando 

OM] = O.l.lf 

ON 
cos (- a) = OM 

(1) Y (3)] se deduce: 

I cos (- a) = COS a J 

(3) 

luego: El cosen() de. 1m ángl/,lo negativo es 1'g'llal en valor 
y signo qne el coseno del rnismo flngulo pero positiv(). 

TANGENTE. -- Por dcfiniéión de tangente] (8): 
J.lIN 

tg a = off (1) 

-, - JI['N 
tg l- a ) = ON {2 ) 

Y COmo Jl1'N = MN, en la (2) se tiene: 
-MN 

tg C-'a ) = ON (3) 

multiplicando ambos mienibros ele (1) por-1: 

-MN 
- tg a = ON - (4) 

eomparando (3) y (4)] se deduce: 

tg (- a ) -=...,... tg (l. (5) 

luego: La tangente de 1~n ángulo negotJi¡¡fo es igual en 
valG?' y de distinto signo que 70, tangente del mismo án~ 
gulo p61'O positivo. 

COTANGENTE. -=- Dividiendo 1 por ambos miembro.'3 de 
la (5): 

1 1 
tg (-a) - tg a 
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1 
pero, (19), eot a = - luego; 

tg IX ' 

cot (- a) = - cot IX 

luego: La cotangente de- 1tn ángulo negativo es ig'ual en 
valor 'JI de distinto signo qu,e la cotangente del mismo 
angula pero positivo. 

SECANTE. - Hemos visto que: 

eos (- a) = eos IX 

y dividiendo 1 por ambos miembros de esta igualdad: 

pero, 

1 1 
cos (- IX) = COS a 

1 
(23), sec a = ~- , luego: 

cos a 

sec (- IX) = sec IX 

luego: La secante de 11m, ángulo negativo es iguaL en va· 
lar 11 signo qlf~ la SlJ;oorrte- del mismo á.ng1~lo pen) positivo. 

COS~CANTE. - IIemos visto que: 

sen (- a) = sen IX 

y dividiendo) por ambos miembros: 

1 1 
sen (- f1. ) sen a. 

1 
pero, (25), cosee a = ~- , luego ~ 

sen a 

• 
cose e (- IX) == - cosec a. 

luógo: La, cosecante de un áng1¿lo. 1legativo C3 'igual en 
vaWr y de distinto si{/'M que la cosecante del mismo án
gulo pero positivo. 
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EJERCICIOS 

18. Dado cos ~ = 0.5, calcular sen ~ y coi ~. 

R: sen 13 = 0,866; cot f3 = 0,577 

19. Dado sen IX = 0,8, calcular las demás funciones del án' 
gulo IX 

R: cos IX = 0,6; tg IX = 1,33 ... ; cot IX = 0,75; 

see a = 1,66 ... ; cosec IX = 1,25 
20. Dado tg a = %, calcular sen IX y cos a 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

R: sen IX = '0,6; cos IX = 0,8 
Dado ·tg a, - 1,45, calcular cot IX 

R: cot IX - 0,69 
Dado cot ~ - 0,865, cal cular "tg ~ 

R: tg a = 1,156 
Si C08 IX 0,342, calcular sec a 

R: sec IX = 2,923 
Si sen ~ = 0,058, calcular cosec ~ 

R: cosec ~ - 17,24 
Si coa IX 0.34, calcular cosee IX 

R: cosee IX = 1,063 
Si coa a - 0,55, calcular el seno, tangente y cotangente 
de a R: sen a = 0,835; tg IX = 1,518; cot IX = 0,658 
Si sen ~ - 0,15, calcnlar sec ~ 

R: see ~ = 1,012 
Calcular las funciones trigonométricas del ángnlo IX si , 
tg IX = 0,35. 

R: sen IX = 0.33; cos IX = 0,944; cot IX = 2,857; 
sec IX = 1,059; eosec a • = 3,03 

29. Calcul:u las funciones trigonométrkas del ángulo ~, si 
tg ~ = 1,5. 

R: sen ~ = 0,832; cos ~ = 0,555; 
cot ~ = 0,667; 3M ~ = 1,8; oosec ~ = 1,2; 



CAPITULO III 

Relacionés entre las funciones trigonométricas 
de dos ángulos suplementarIos 

33. Angulos suplementarios. - Dos ángulos son 8U-

8 o A 
Fig .. 19. 

plemelltal'ioR, cuando su suma 
es 19ual a dos ángulos rectos. 

Los ángulos a y (3, figura 19, 
son suplementarios, pues: 

/'.. 

a + ~ = AOE = 2 R 

Si dos ángulos son suplementarios, se dice que cada 
uno ele ellos es stl.plemento del otro. 

34. TEOREMA. - El seno de nn ángulo es igu.a.l al S6-

no del suplemento de dicho ángulO'. 
H) a + B = 180°, figura 20 T) ser.. a =sen ~. 
Tracemos la semirrecta e', tal, que forme un ángnlo 

(3' ---;- (3, y construyamos dos segmentos iguales OM y OM'. 
Por los puntos M y M' tracemos las rectas lI1N y M'N' 
perpendiculares a la recta AB, y unamos M con ]1.1'. 

Los triángulos rec
tángulos OMN y OM'N' 
son Ignales por tener 
iguales las hipotenusas 
OM y OM', por con~

tl'llcción, así como los 
ángulos agudos (3 y. {J' : 

Fig. 20. 

6 t:':. 
OMN = OM'N' .. MN = M'N' (1) 
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Por definición de seno, se tiene: 
111N 

sen a = 0111 

M'N' 
sen B' = OM' 

(2) 

pero OM,' = OJl¡[ por construcción, y M'N' = MN por lo 
demostrado en (1), y (3' = (3 por construcción, luego, 
reemplazando: 

MN 
sen ~ = () .¡JI (3) 

Comparando (2) Y (3), por el carácter rccípi'oco de 
la igualdad, resulta; 

sen a = sen (3 
Ejemplo: Si 60° + 120° = 180°, es sen 60° = sen 120° 

35, TEOREMA. --.: Si dos ángnlos son suplementarios, 
S1.tS cosenos son ig1.¿ales en val01' absoluto y de distin,to 
signfl 

1) a + ~ = 180°, fig. 20 T) cos a = - cos (3 
En el párrafo anterior se ha visto que; 

6 6 
OMN = OM'N' ,' . ON = O'N' (1) 

Considerando el punto O como origen de abcisas en la 
recta liB, por lo estudiado en 3er. año se tiene que: 

ON' = + ON' 
ON = - ON 

Por definición de coseno, se tiene: 

-ON ON 
cos a = OM - - OM 

cos B' +ON' + 
ON' 

OAl' = -OM' 

(2) 
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pero (3' = (3 y OM' = OM por construcción, y ON = O'N' 
por 10 demostrado en (1), luego, reemplazando: 

ON 
cos ~ :::;:: + Ollf (3) 

Comparando (2) y (3), se deduce que los segundos 
miembros son de igual valor absoluto y de distínto signo, 
luego los primeros miembros también serán de igual va-
101> ab801uto y de distinto signo, es decir: 

cos a = - eos ~ 
Ejemplo; cos 80° = - eos 1000 ; 800 + 1000 = 1800 

36. TEOREMA. - Si dos ángulos S01~ suplcmenta¡'ios, 
sus tangentes son iguales en valor absoluto y dE distinto 
signo. 

JI) a + (3 = 1800
, fjg. 20 T) tg o. = - tg f3 

'Se tiene según lo demostrado anter'iormente, (34): 
sen a = sen f3 

y también, (35); cas a = - cos (3 
dividiendo ordenadamente; 

o bien, (18): 

Ejemplo: 

sen a 

COS a 

sen .~ 
- cos ~ 

tg = - tg (3 

tg 500 = - tg 1300 
; 50° + 1300 = 1800 

37. TEOREMA. - Si dos ángulos son su:plemerntarios, 
sUs cotangentes son , ?:guales en valiJ1' absolnto y de (/Ji.stin
lo mgno. 

Il) a + (3 = 1800
, fig. 20 T) cot a = - cot (3 

Se tiene, por (35): 

y por (34): 
eos a = - cos f3 
sen a= sen (3 
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dividiendo ordenadamente: 

CQs IJ. 

sell IJ. 

cos I~ 
sen () 

o bien, (19): 
cot IJ. =- cotj3 

Ejemplo: cot 40° = - cot 1400 40 + 1400 = 1800 

38. TEOREMA. - Si dos ángulos son suplementarios, 
sus secantes 'son igna.les en valor absolu,io y de dist'into 
signo. 

If) c.L + !3 = 180~, fig. 20 T) sec a = - sec j3 

Sabemos que: 1 = 1 

.v qne, (35): co!:> a = - cos j3 

dividiendo ordenadamente: 

= cos (/. 

o bien, (23) : 

1 

cos ~ 

sec el =- secj3 

Ejemplo: sec 70° = - sec 1100 70° + 110° = 1800 

39. TEOREMA. - Si dos ángulos son snplomentm'ios, 
5US cosccantes son ig~u.ales en valo1' y signo. 

H) el + j3 = 180'?, fig. 20 T) cosec a = cosec j3 

Sabemos que: 1 = 1 
Y que, (34): sen a = sen j3 

dividiendo ordenadamente: 
1 

sen a 
1 

sen 0 
o bien, (25): CO¡;CC a = COSCC j3 

Ejemplo: coscc 25° = cosec 1550 250 + 1550 = 180'? 
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Relaciones entre las funciones trigonométricas 
de dos ángulos complementarios 

40. Angulos complementarios. - Dos lÍlIguloK .~on 

colHp{eme11,lw'ios, cuando su suma cs un úngulo l'ecto. 
Los {mgulos a y (3, fig. 21, son cOIll'plemclItarios, pUCIi: 

/'.. 

a + (3 =AOB = IR. 

A e 

p x N 

y P y 

x 
8 M 

Fil;'. 21. Fig . '2 2 . 

Si dos (mgulos son complcmentariox, HC dice que cad;! 
uno de 'ellos es complemento del otro. 

41. 'l'EOREM;A. - El.seno de 1/,1/. ángulo es igua{ uJ ('l) . 

seno del complemento de clir7w ángulo. 

JI) a+(3=90°, fig-. 2~ '1') sena = cos{3 
Por definición de seuo y de coxcno, sc ticne: 

sen rJ. 

cos [3 

]} 

p 
OP 
:p 

(1) 

'('OIllO la figura OAlRP e8 un l'€ctílllgulo, se deduce quc: 

luego: 

OP-MN=y 

cos f3 = ..!!-. 
p 

(2) 
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CO!YJl'ur¡,ndo (1) Y (2), pOI' el car;lcter transitivo <Ir la 

19nuldad se deduce que: 
sen a= cosf3 

Ejemplo: sen 600 = co~ 30°, porque 60° + 30° == 90° 

42. (JOROLARlO, - Se tiene que' si es: 

a + (3 = 90" scn a =- COS (3 

y por el carácter recíproco de la igualdad: 
cos(3 = sen a 

I nego: Si dos án[J~¿[(ls son complementario's, el coseno de 
ti no de ellos es igual al. 8e1l·0 del otro. 

Ejcmplo: 
' cos 53°20' = sen 36°40', porque .53°20' + 36°40' = 90 D 

43. TEOREMA. - La tangente de t~n ángwlo es igual a 
la cotangente del complemento de d1Cho áng~~lo. 

H) a + (3 = 90~, fig, 22 T) tg a = cot (3 

Por definición de tangente y de cotangente, se tiene: 

-
y 

tg a. = 
X 

OP 
cot ~ = PN 

pero' OP = 11 PN = x, luego; 
y 

cot ~ = -x-

Como los segúndos miembros de (1) y (2) 

se deduce: 
tg a =cot(3 

(1 ) 

(2) 

son iguales, 

J.<~.iem'pJo: tg ~0° - cot 70°, porque 20° + 70° = 90° 

44. COROLARlO. - Se tIene que si es: 
a + f3 =;: flO° . '. tg a '= cot (3 
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luego, p'or el carácter recíproco de la igualdad: 
cot,8=tga 

luego: Si dos ángulos son, cO'lnplementarios. la, cotangente 
de uno de ellos es ~'gual a la tangente del otro. 

Ejemplo: cot 48° = tg 42°, porque 48° + 42° = 90° 

45. 'r:EJOREMA. - La sedante de ~l,n án·gulo es igual a 
la coseca.nte del complemento de dicho ángulo . 

H) a + f3 = 90°, fig. 22 T) sec a = cosee f3 
Por definición de Recante y de cosecante: 

sec a 

cosee ~ 

pero PN = x, luego: 

p 

x 

P 
PN 

p 
cosee' ~ = x 

De (1) y (2) se deduce que: 
.see a = cosee (3 

(1) 

(2) 

Ejemplo: see 100 = eosec 800
, porque 10° + 800 = noo 

46. COROLARIO. - Se tiene que si es: 
a + f3 = 90? .'. sec a = COl:iee f3 

tam b i én es: 
cosec f3 = sec a 

luego: Si dos ángulos so?~ complementarios, la cosccwn.tc 
de uno de ellos es igual a la secante del otro. 

Ejemplo: 
cosee 15Q 30' = see 74°30', porque 150 30' + 74°30' = 90" 

47. Expresión general de las funciones trigonomé
tricas de dos ángulos complementarios. - Dado el án· 
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gula a, su complemento es 90° - a, luego, por los teorernas 
anteriores, se tiene: 

sen a = cos (900 
- a) 

COS a = sen (!JO° - a) 

tg a = cot (90° - a) 

cot a = tg(90° - a) 

sec a = cosee (900 
- a) 

cosec a = sec(90° - a) 

48. Funciones trigonométricas de los arcos de cir
cunferencia. ~ Sabemos que la medida de UD arco es 
la medida del ángulo central correspondiente. Las fun
ciones trigonométricas de los arcos de ~ircunferencia son 

o 

FJg. 23. 

30. Dados los ángulos' 

lo) 3D· 

2") 38° 
39 ) 140· 
4~) 155· 
50) 142" 

las ri;lismas que las de los ángulos 
centrales respectivos. 

Si el ángulo a, fig. 23, el:; el 
ángulo central del arco a, las 
funciones trigonométricas del al" 
ca a son las fi.lllciones del ángu
lo a. 

E'JERCIGIOS 

6") 60· 
70 ) 40· 
89 ) 120· 
o<!) 150· 

100) 25° 
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decir cuáles son los que tienen igual seno. 
R: 19 y 99 ; 69 Y 89 ; 39 Y 7"; 49 y 10"; 2" y 5Q 

31. Dados los ángulos: 

19 ) 50· 69 ) 120" 
29) 180 79 ) 1320 

;¡Q) 60· 89 ) 40· 
49 ) 72· 99 ) 30· 
50 ) 30· 109 ) 42 0 

rlE'cir los pares de ángulos (,JI tIondo las func.iones de uuo sean 
las cofn noiones del Qtro. 

R: 1" Y 89 ; 2" Y 4": 39 y 9°; 5" Y 69 ; 79 Y 109 
~l2. Simplificar la expresión: sen (90· - a) - cos (90· - rx) 

R: cos o. - sen a 

33. Tdem: 
cos (900 

- a) + 2 sen (90· - 0.) - Son o. 

cos o. 

R: cos t;l. 



CAPITULO IV 

funciones trigonométricas de algunos ángulos 

49. Funciones trigonométricas de un ángulo de O°. 
_ Un ángulo de O" se puedc considerar como pertenc 
eiclltc a un triángulo rcctánguío ABC. fig. 24, cuyo ca

teto opuesto al ángulo de ,{)o. es Dulo, es deci;, que 

• el punto e es el ID ¡SIDO 

o ...- punto A. 

... \ Po\' definicióu, se tie-
A=C 8 ne: 

.!<'ig. 2.1. 

o AC O· 
sen O = Be - BC 

es decir: sen 0° = O 

luego: El seno de 06 es cero. 

Por definición de coseno: 

es decit·: 

o AB 
cos O = RC 

AH 
AB 

cosOo = 1 

luego: El coseno de 0° ('s 1. 

Por un teorema anterior, (18) : 

o sen 0° O 
tgO = --0'0= 1 =0 cos 

cs decir: tg 0° = O 

J Llego: La tangentc de 0° es C61·O. 

o 

1 



'Por un corolario 

cof¡ 0° = 
es decie; 
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1 
,,= -0-

luego: [¡(i cotange1/,te de 
ningún valrJ1' nllm@rÍGo. 

Por uu teorema auter' " (23); 

scc 00 = ~ = _1_ 
cos"O° 1 

es decir: sec 0°=1 
1 urgo; La secante éle 0° es 1'gual a ~tno. 

rOl' Un coroJario anterior, (24); 

decir', no tiene 

Q 1 
COsee O = -- = . O ro Son O" 

es decir; ,cosecO° = ro 

luego; Ln'cosecante do O'" es infinita, es decir, no tiene 
ningún valoT numérico. 

50. Funoiones trigonométricas de un ángulo de 900. 
- Un ángulo de 90° es el complement.o de otro de 00, 
puc;sto que; 900 + 00 = 900 

.Y por (41) HC tiene; 

sen 90° = cos O" = 1 
l.uego: El se'11.l) de 90° es 1. 

Por (42); cos 90" = Sel] 0° = O 
lucgo; El cose1l0 de 90° es O. 

Por (43); tg90o~cotO"= ro 
luego: La, ü117,r¡ente de 90° es inNní¿a, 

Por (44): cot90o=tgOo=ü 

(*) A medida. que el divisor dl~IIIIUU:r('. el cociente aumenta, y Cllun
t
1

) divisor ticJl(1e a cero, el cociente tielld(" n ::;er tan gran del que no '('S 
JlOsibie c:qn'esul"lo nu méricamente, indicándose 'entonces con el ~igno 00 (infinito) . 
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luego: La cotarr[Je'YIte de 900 es cero, 
Por (45) : sec 90° = cosec 0° = 00 

luego: La secante de 90° es 1:nfí'YItita. 
Por (46): cosec 900 = sec 0° = 1 

luego: La· CQsecante de 900 es 1. 

51, Funciones trigonométricas de un ángulo de 30". 

B~--~------~~-

_ Consideremos un trián
gulo equilátero ABG, fig. 
25, de lado a. Tomando el 

punto M, medio de AG, BM 
será la m-ediana de AG, y 

como se trata de un trián· 
gulo equ.ilátero, BM es la 
bisectriz del ángulo en B 
que es de 60°, r.esultando 
así el ángulo ABM de 30° 

a 

Fig. 25. 

60' 

e 

Por definición de .se.no, se tiene: 
a 

30" 
A:lI 2 a 

sen - AB --= 2a a 

30" 
1 

sen - "2 
Por definición de coseno: 

cos 300 

J 

BM 
- AB 

1 - '2 - 0,5 

(1) 

pero 1!.i'd eS l'!n cateto del triángulo rectál1gulo ABM, lue
go por el teorema de Pitágoras: 

BilP=AB'-AMt.'.BM= VA-B-¡- -A-M-Z =- Va'! - (1-)' 
BM = 1/ 3 (12 _ a V 3 

V 4 - 2 



- 46 ~ 

l'eemplazando este valor en (1): 

a-{3 
2 

cos 30" a 
f3 -2- - 0,866 . .. 

Por el teorema (18) se tiene: 
° sen 30° 

tg 30 = 300 cos 
y reemplazando valores resulta: 

1 
2 

tg 30° = 3 
0.577 ... 

i3 
2 

,íg 
tg 300 = yu --a-

Por el teorema (19) se tiene: 
o COE; .30'1 

cot 30 = sen 30" 

y reemplazando valores resulta: 

i3 
cot.,30o = 2 = V3 =,rg _ 1,7:)2 ... 

\ 1 1 Y <J. 

2 

P01' el teorema 

o bien: sec 30° 

cot~OO = 113 
(23) . $\ tiene: 

1 
sec 30

Q = cos 30° 

1 2 2{'3 
= VD =i3 =-3--

2 

1,154 ... 
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1'2'/3 sec 300 = _Y-
3 

Por el teorema (25) se tiene: 

o 1 
cosee 30 = -300 sen 

cosec30fl = 1 
1 
2 

2 
1 

cosec 300 
- 2 

=1). 

52. Funciones trigonométricas de '!ill ángulo de 60". 
- COlloeiendo las funciones trigonométricas de un ángu
lo de 30°, por las relaciones (47) se tienen calculadas 
las funciones trigonométricas de 60°, puesto que los án
gulos ele 30° y 60° son complementarios: 

sen 60° = cos 30° = va 
2 

cos 60° = sen 30° = 1 
2 

tg 6Ü" = co~30¡) = V"3 
cot 60° = tg 300 = V3' 

3 

DirectUnJellte, y d~ una manera análoga a la de (51), 
también se pueden calcular !l:ts funciones trigonoJ)létri
('as de un ángulo de 60· 
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53. Funci.ones trigonométricas de un ánguJ.(} de 45°. 

c-------':;{ 

a 

Fig. 26. 

- Consideremos un cuadraüo 
ABCD, lig. 26, de lado a. 

'l'razando la diagonal BD, por 
Geometria Plana sabemos que el 
ángulo ADB es de 45°, 

Por . definición de seno, se 
tiene: 

o AB 
sen 45 = -BD (1) 

pero BD es hipotenusa del triángull) rectángulo ABD, lue
go, por el teorema de Pitágora.S': 

BD2 = AB2 + AD2 

BD = 11 A B2 + AD2 = 11 a2 + a,~ = 11 ~ = a V'2 
y reemplazando este valor en (1): 

sen 450 _ V'2 
2 

Por del'inieión de coseno, se tiene: 

AD 
cos 45° = BD 

a 

a '1"'2 
cos 450 

'12 
V'2 

2 

Por el teorema (18) se tiene: 

sen 45° 
tg450 = -450 cos 

0,707 ... 

2 
0,707 
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y reemplazando valores, resulta: 

y"2 
2 

tg 45° = '12 - 1 

-2-

tg 450 = 1 

Por el teorema (19), se tiene: 

o bien: 

cos 45° 
cot 45° = sen -450 

{2 

cot 45° = 
2 

Y2 - 1 

2 

cot 45° = 1 

Por el teorema (23), se tiene: 

o bien: 

JI 1 
sec 45 = 450 cos 

1 2 212 -= ,r;; = ,10. = -'}- = V2 = 1,414 ... 
,2 ,2 .-
2 

sec 45° = V2 
Por el teorema (25), se tiene: 

o bien: 

o 1 
cosec 45 = 450 sen 

o 1 2 2}'2' 1.(-
cosec45 = '1- = ,r;;. =~= V 2 = 1,414 ... 

2 V 2 w • 

2 

cosec 45° = V2 
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54. Tabla de los valores de las funciones trigono
métricas de los ángulos de 0°, 300

, 45°, 600 Y 9Qo. - Con 
los va lores obtenidos precedentemente podemos formar 
el siguiente cuadro, en el que omitimos la secante y la 
cosecan te : 

Angulo Seno Coseno Tangente Co~tangente 

0° O 1 O Cf) 

30° 
1 Y3 V3 V3 -2-

2 3 

45° v'"2 V,2 1 1 -2- ~ 

600 ya 1 v'3 Va ---r 2 -a-

90° 1 
I O Cf) o 

De la simple observación del cuadro se deduce que no 
hay P1'Opo1'cionalidad ent1'e los ángulos y los valo1'es de 
sus respectivas h~nciones trigonométricas. . 

Así, el seno de 30° es 1/2, pero el sellO de 60°, duplo 
de 30°, no es el duplo de 1/2• 



CAPITULO V 

Representación gráfica de las variaciones de las 
funciones trigonométricas 

55. Representación gráfica de las funciones trigo
nom&tricas, - Las funciones trigonométricas, definidas 

por l' a z o -

A· 

8' 

Fig. 27. 

s 
nes entre can
tidades, s o n 
números, pero 
a veces resul
ta cómodo re
presentar esos 
números por 
~egrnentos (le 
¡'ccta, medidos 
respecto a una 
cierta unidad 
de medida, que 

suele ser la hipoteni.lsa del triángulo rectángnlo a que 
pertenece el ángulo dado, o la longitud del vector que 

10 c1etermina. 
Sea rcprcsentar gráficamente lBs funciones trigonomé

tricas Jel ángulo a, fig. 27. 
Con una unidad cllalqnicra dc medida, OJl1 = 1, trazo 

una cil'ctluferencia, Ilallwda árell nferc ncin ll'igonom é-

trica.. 



Por M se tráza MN -1 OA, resultando! 

MN 1118 
sen (J. = OllI =-1- = M8 

ON ON 
cos G! = OM = -1- = ON 

Resulta, así, que respecto a la unidad de medida OM, 

el seno está representado por el segmento MN, y el cose
no por el segmento ON, 

Tracemos ahora por A una perpendirnlar a OA, por 

B una perpendicular a OB y prolonguemos el radio OJ/ 

hasta que corte a ambas perpendiculares, Se tiene: 

A T AT 
tg G! = OA = - 1- = AT " 

ES ES 
cot (J. = OB = - 1 - = ES ., 

sec a. = OT 
OA 

OT 
1 

OT 

tg G! = AT 

cot a = E S 

sec G! = OT 

~S = !!.~ = OS ,', cosec G! = OS cosec G! = OB 1 

De manera que, respecto a la unidad OM, la tangente, 

cotangente, secante y cosecante de a son, respectivamente, 

los segmentos AT, BS, 01' y OS, 
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Variaciones de las funciones trigonométricas 
Representación grafica 

56. Variación del seno. - Consideremos en una cir
cunferencia trigonométri

ca, fig. 28, un ángulo 

MOli, cuyo valor puede 

variar de 0° a 360° a me
dida que gira el vector 
Olll desde A en el senti

do de la flecha. Cuando 
el punto ~M se halla en 

A, el seno es nulo, pero 

a m.edida que crece el án-
Fig. 28. gulo A011I de 0° a .90°. su 

seno MN va creciendo desde O a + 1. 

Si el ángulo continúa aumentando de 90° a 180°, su 

seno decrece de + 1 a O; {mando el ángulo awnenta de 
1800 a ~70°, el seno. decrece de O a - 1, Y cuando el án

gulo aumenta de 270? a 3600, ~l. seno anmenta de - 1 

a O. 

Dc mancra que cuando un ángulo varía de 0° a 369°; 
sn seno pasa por dos valorcs nulos (c~ando el ángulo 

,'ale 0° y ] 80°), por un valor máximo + 1 (cuando cl 
ángulo vale 90°), y por un "alor mínimo -1 (cuando 

el ángnlo vale 270°). 
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57. Representación gráfica de las variaciones del 

seno. - Sea, fig. 29, una circunferencia O de radio 1, 

y supongámosla dividida en 12 partes iguales, por ejem

plo, y consideremos un segmento MN igual a la longitud 
de la circunferencia O, también dividido en 12 partes igua

les; 'entonces cada parte del segmento equ.ivale a la lon

gitud de cada arco de los 12 en que se consi~era dividida 

la circunferencia. 

fig . 29 

En el punto 300 tracemos una per.pendicular a MN y 

tomemos·en ella un segmento igual a sen 30°, así obtenemos 

el punto O; 'en el punto 60" se traza una perpendicular 

y se toma un segmento igual a sen 60°, resultando así cl 
punto D. Procediendo de la misma manera se obtienen los 

puntos E; F, G Y H. A partir de H obtenemos los 

puntos 1, J, K, L" P, situados en el semiplano inferior 
porque los senos de los ángulos comprendidos entre 180" 

y 360° son negativos. 

Uniendo los puntos M, e, ... P, N obtenemos una cur

va llamada sinusoide, que es, la repreS<'ntativa de las varia

ciones del seno, 
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58. Variación del coseno. 

Fig. 30. 

Consideremos en una 
circunferencia trigonomé· 
trica, fig. 30, un ángulo 
MUA, cuyo valor puede 
variar de 0° a 3600 a me
dida que gira el vector 
OM descle A en el sentido 
de la flecha. Cuando el 
punto M se halle en A, 
el coseno es + 1, pero a 
medida que el ángulo cre
ce de 0° a 90°, su coseno 
va decreciendo de + 1 
a O. 

Si el ángulo aumenta de 90" a 180, su coseno decrece 
de O a -,- 1; si el ángulo aumenta de 1800 a 2700, su coseno 
crece de ~ 1 a O, y si el ángulo aumehta de 2700 a 360° 
su coseno crece de O a + 1. 

Así, si un ángulo varía de 0° ,a 360°, .su coseno pasa 
por dos valores lltrlasJcuando el ángulo vale 90° y 270°), 
por un valor máximo + 1 (cuandó el ángulo vale 00

), 

y por un valor mínimo .,,- 1 (cuando. el ángulo vale. 180°). 

59, Representación gráfica de las variaciones del co
seno. - Sea, fig. 31, una .circunferencia O de. radio 1, 
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y supongámosla dividida en 12 parte::; iguales, por ejem
plo,'y consideremos un segmento MN igual a la longitud 
de la circunferencia O, también dividido en 12 parles 
iguales, siendo cada parte la longitud de cada uno de lo::; 
12 arcos en que Se considera dividida la circunferencia. 

Procediendo de manerá análoga a como se ha hecho en 
(57), se obtiene, _al unir los puntos CD . '.' QS, uJ?a curva 
llamada coS'imlsoide, que es la representativa de las va
riaciones del coseno. 

60. OBSERVACIÓN. - La sinuf$oide y cosinusoide re
presentativas de la& variaciones elel seno y coseno ele un 
mi~mo ángulo son idéntiéas, sólo que la sinusoide es nula 
en el origen, mientras que la cosinusoide en el origen 
tiene un valor de + 1. Los .valores O y + 1 se c'Orreli
,ponden para cada múltiplo de 90", por lo que se dice 
CJuc las dos curvas están caladas a 90°, o que están en c'¡¡a
dratuTa. 

61. Aplicaciones. - La sinusoiele se emplea en elec
tricidad para representar la con'Íente alte1'1wda mono
fásica. 

El gráfico de la sinusoide y cosinusoide de un lUlismo 
ángulo sirve para representar la c01Tiente alte.rnada bi
fásica, (fig. 32), Y el gráfico de tres sinusoidcs, cuyos 
orígenes se hallan a 120° unos ele otros, es la repre~en
tación de la C01Tiente a,ue1·1lIa,aa,. tl'1;¡ásic.G" fig. 33. 

Fig. 32. 
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Fig. 33 . 

62. Variaciones de la. tangente. - Se~ la circunfe" 
t'cncia trigonométrica O, fig. 34, Y 
cOllsideremos un ángulo AOM, cuyo 

A 

. 
y . 

Fig. 34. 

valor puede variar de 00 a 360°, a 
. medida que gira el veétor AM en 
el sentido de la flecha, Cuando el 
punto JI{ Se halle en A, la tangente 
es nula, pero 'a medida que crece el 
állgulo MO.l! de 0° a 90°, su tan

gente AT va creciendo de O a · + oo. 

Si el ángulo aumenta de 90° a 

1800, la tangente crece dc - 00 él 

O; si. el ángulo aumenta de 180" 
a 270°, la tangente crece de O a 

+ 00, y si el ángulo , aumenta de 
270? a :3600, la tangente aumenta de 
_ . 00 a O. 

, Cuando un ángulo varía de 0° él 

3 f¡ 00 , su tangente pasa por dOf> va
lores nulos (cuando el ángulo vale 
0° y 180~), por UD valor máximo 
+ 00 (cuando el ángu lo vale 90°), 
Y por un valor mínimo - 00 (cuan-

do el ángulo vale 270°). 
63, Representación gráfica de las variaciones de la 

tangente. - Sea, fig. 35, una circunferencia de radio 
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1, dividida en 12 partes iguales, por ejemplo, y conside
remos U)l segmento MN igual a la longitud 'de la cireun
fcrencia, también dividido en 12 partes iguales. 

E 

300 310 N 
A,' 240' 270' : 

Fig. 35. 

En los puntos 30° y 60° de MN tomemos ordenadas 
respectivamente iguales a las tangentes AT y AT' de 30" 

. Y 60°, rcsultando así los puntos e y D. De manera aná
loga se obtienen los puntos G, H, ... Q, R. Cuando el 
ángul,o vale 90° ° 270°, su tangente es infinita, de modo 
que al unir aquellos puntos obtendremos una curva dis
ctlJ1tínua, llamada tanqentoide, que es la répresentación 
gráfica de las variaciones de la tangente. 

Como puede verse, las ramas de la curva se acercan a 
las rectas E P, LJ>, sin que la toquen nunca.. Estas rec
tas sc llaman asíntotas. 
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EJERCICIOS 

H, Representa.r gráficamente .las variaciones del 'seno de un án
gulo que crece de 0° a 360°, Dibujar el círculo de 5 cm. ,de 
diámetro y tomar las divisiones sobre el eje horizontal igua.

Jes a los arcos respectivos rectificados. 

35 , Repr{!s61~.ta.r gráficamente las variaciones del ·coseno de nn 
ángulo de 0° a 360·. D;:.to$ iguales al ejercicio anterior. 

36, R('\pre~cDtar en una misma figura. los gráficos de los dos 

ejercicios anteriores. 



CAPITULO VI 

Funciones trigonométricas de la suma 
de dos ángulos 

64. Seno de la suma de dos ángulos. - Sean los 
ángulos a y (3, figura. 36, en donde queremos hallar sell 
(a + (3). 

Por un punto A de la recta a trazamos AB .l a, por 

o 

sen fJ. = 

e B trazamos BC _1 b, Y por 
e C trazamos CE .l a. Por B 

b 

a 

Fig. 36. 

AH 
OB (1) ; sen IX = 

trazamos BD.l CE, . resul
tando así los triángulos rec
tángulos AOB, BOC, EOC ;¡ 
DeB. 

Por definic~ón de las fun
ciones trjgonométricas, se 
tiene: 

BD BC 
BC (3); sen ~ = 

OC 
(5) 

()A UD OB coso. = - (9.). COSfJ. .= Be (4) ; cos~ = 
OC 

(G) OB ~ , 

En el 
'L +.f3 es: 

triángulo rectúngulo EOC, el seno 

CE 
sen (a+~) = OC 

CD+DE 
OC 

del ángulo 
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pErO la figura DBAE es un paralelógramo, luego 
DE = .llB, Y sustituypndo, resulta: 

CD+AB 
sen(a + (3) = OC 

De (4) se deduce que: . cn = cos a .BC 
y (le (1): AB=sen a.OE 

y reemplazando estos valores:. 

( ) 
cos a.BC + scn a. OE 

sen a + {3 = OC 

De (5) se deduce llue: BO=OO.sen{3 
y de (6): OB=OC.cos{3 

':/ reemplazando e.tos valores: 

( ) 
cosa.sen{3.0C+sena.cos{3.0C 

sen a + {3 = ()C - - -

.v Hat'ando el factor común OC: 

( +
éJ) OU(cosa.sen{3+sena.cos{3) 

sen a p = - oc 
y simplificando y cambiando el orden de los sumandos, 
l'psulta : 

r¡ - s-e-I1-(-a -+- {3-)-=--se-n- a- . c-o-S-{3-+- c-o-s-a-. s-e-n-{3----,j 

luego: El seno de la surna de dos ángt~los es ig'ual al seno 
del p"imcl'o por el coseno del segundo, más el coseno del 
fJl"imel'o por el seno del seg l¿n do. 

65. Coseno de la suma de dos ángulos. - Por defi
lliuióll de coseno, en el triángulo EOO, lig. 36, se tiene: 

OE DA -AE 
COsCa + (3) = OC = OC 

pero AE = BD, luego: 
OA-BD 

eOS(a + (3) = OC 
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De (2) se deduce que: OA=cosa.OB 
y de (3): ED = sen a.BC 
Ji recmplazimc10 estos valores: 

( + (3) 
ros (J.. OB - sen (J.. BC 

cos a = OC 

De (6) se deduce: OB = cos(3.0C 
y de (5): BO = sen (3.0C, Juego: 

+) 
cosa.cos(3.0C-sella.sen{3.0C 

CO!'J(a (3 = OC 

sacando el factor común OC: <'l '~ 

( + (3) 
- OC (cos a . COS (3 - sen a . ,sen(3 ) 

COS a - 00 
y simplificando, rcsulta: 

I COS(a+f3) = eosa.cosf3-sClla.senf3 I 
luego: El coseno de la 8,WI1W de dos ángulos es igual al 
pr'oditwto ele los cosenos 'I1W'1Ws el p1'odllcto de los senos 
de los ángulos dados. 

66. Tangente de la suma de dos ángulos. - P01' lo 
demostrado, se tiene: 

sen (a + ,8) = sen a. cos f3 + cos a . scn f3 
CosCa + (3) = eos a . coo f3 - sen a.scn f3 

Dividiendo ordenadamente: 

sen (a + (3) = tg (a + (3) = sen a.. cos f3 + cos a . sen f3 
cos (a + (3) cos a. COS {3 - sen a.sen f3 

dividiendo ambos términos, del último miembro por 
cos a.. COS {3, resulta: 

sen a .52!É ~a. sen (3 
--~+" COS a . cos f3 eps a. COS (3 

tg(a.+,B) =-----------
cos a. COS, f3 sen a. . scn f3 
('os a . cos f3 COS a. COS (3 
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tg(a +,8) = 
sen a + sen ~ 
~ CoSl3 

sen a. sen [3 
1-----'= 

t:os a. COS ~ 

y por (18) : 

1

- tO' a + tg ,8 
tg(a +,8) = (--tg-a. tg,8 

I_~- ____________ , 
luego: La tange.nte de la suma de dos ángulos es igual a 
la swnm ele las tangentes de los ángtdos daclás, dividido 
por la éCifm'encia de 1 y d pl'odt~Gt() de las nvismas too,. 
gentes. 

F.unciones trigonométricas ' de la diferencia de dos angulos 

67. Seno de la diferencia de dos ángulos .. - Sean 
los á1\lgulos a y ,8, fig. 37, en donde ,queremos hallar 
sen(a- (3). 

o 

Por un punto A de la 
recta a trazamos AB ~ Q, 

por B trazamos BC -.L e, 
b y por C· trazamos CE 1 a, 

I---~B y luego BD 1- CE 

E A 
Fig. 37. 

a 
Por definición de las 

funciones trigonométricas, 
se~ tiene: 

CE ED 
sen a = OC (1); . sena = BO (3); 

BO 
sen ~ = OB- (5) 

' OE CD 
cosa = 00 (2); COSa = BO (4); 

00 
cos B = OB (6) 
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En el triángulo reetángulo AOB, el seno de a - (3 es: 
AB DE CE-en 

sen(a-{3) = OE = OB = OE 

De (1) se deduce ([ue: CE=sena.OC 

y de (4): cn =cosu.BC 

y reemplazando estos valores: 

( (3 ) 
sen u. O e - COS a. BC sen a - = ------::;:-;:----

0B 

De (6) se deduce: OC = cos {3. OB 
y de (5): BC=scn {3.0E. 

y reemplazando estos valores: 

sen (a _ (3) = sen,: . cos {3. O_B - _ cos a . sen {3. o.. B 
(JB 

sacando el factor común OE: 
O B (sen a. COS (3 - COS a . sen (3) 

sen(a-{3) = OH 

Y simplificando: 

I sen(a-{3) = sena.cos{3-cOsa.sen{3 

luego: El seno de la dife~'encia de dos ángulos es 1'gual 
al seno del primero pm' el CO$Jcno del segundo, menos el 
coseno del pn:m.ero pOI' el seno del segundo. 

68. Coseno de la düerencia de dos ángulos. - Por 
definición de coseno, en el triángulo AOB, fig. 37, se 
tiene: 

OA 
COs(a-{3) = OE -

OE+EA 
OB 

OE+BD 
OfF 

De (2) se deduce que: OE = COSa.OC 

y de (3): BD = sen a.BC 
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y reemplazando estos valores: 
cos a.OC + sen a.BC 

COS(a-(3) = 0,--

De (6) se deduce que: 00 = cos (3. OB 
Y de (5): BC=senf3.0B 
y reemplazando estos valores: 

. cos a. COS (3. OB -1- sen a.sen [3. OB. 
cos(a-(3) 1:=; OE . 

saca do el factor común OB: 
O B ( cos a . COs·(3 + sen a. sen (3) 

COS(a-(3) = OE 

Y simplificandQ: 

I COS(a - (3) = COS a.Cas (3 + sen a.sen (3 

.luego: El coseno de la diferencia de dos ángulos es igual 
a-l p1'ocl1tctO de los cosenos más el p1·.odl/.wtQ de los senos 
(l,e los ángttlos dados. 

69. Tangente de la diferencia de dos ángulos. 
Por lo demostrado, se tiene: 

sen ( a - (3) = sen a. COS (3 - COS a . sen (3 
COS(a-(3) = COS a.COS (3 -+ scn a.sen(3 

Dividicndo ordenadamente: 
sen (a - (3) _ (_ Q) _ sen a . COS (3 - COS a. sen (3 

-tga ~,-
cos (a - (3) COS a . COS (3 + sen a . sen f3 

dividiendo ambos miembros del último miembro por 
cos a. GOS (3, resulta: 

tg(a-f3) = 

sen a. !Sos f3 
cos a.CQS f3 
COS4.008 (3 
e6S"lt'. cos (3 

COS a.sen f3 
GOS a . COS B 
sen a~ sen (3 

+ cos a. COS (3 
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simplificando, queda: 
sen a sen ~ 

tg(a. - (3) = COS a COS ~ 
sen fl. sen 

1 + cos a. cos \ 

y por (18): 

luego: La tangente de /..a diferencia de dos ángulos es 
i(JuaJ a la tangente del primero menos la tatnyente d·el se· 
gundo, dúJidido pOI' la suma de 1 y el prodUl)to de las 
mismas tangentes. 

70. Aplicaciones. - Las fórmulas de las funcIones 
trigonométricas de la suma o diferencia de dos ángnlc>3 
se usan, preferentemente, para la transformación de ex
presiones trigonométricas complicadas en otras más sim
ples, sobre todo calculables por logaritmos. 

Funciones trigonométricas del duplo de un ángulo 

71. Seno del duplo de un á.ngulo. - Si en la fórmula: 

sen (a + (:J) = sen a.COS 13 + cos a.sen {:J. 

Si suponemos que es {:J = a, se tiene: 
sen ( .. + (3) = sen 20. = sen a. COS a + cos a. sen a 

o bien: I sen 2a= 2sen a .cos a 

luego: El sen.o del dtlplo de un ángulo es el duplo del '[Yro
d'/wto del seno y coseno de dicho ángulo. 
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72. Coseno del duplo de un ángulo. - Si· en la fór
mula: 

COsCa + f3) = COS a. cos f3 - sen a .. sen f3 

Si suponemos que es f3 = a, se tiene: 

eos (a + a) = cos 2 a = COS a. COS a - sen a. sen a 

() Liell: leos 2a = cos2u -sen2a 

luego: El coseno del du.plo de t1,n ángt¡),ú rJS igu,al al Ct¿a~ 
d~'l),dQ del coseno ?ne?~os el cttadmdo del seno del ángulo 
dado. 

73. Tangente del duplo de un ángulo. - Si en la 
fórmula: 

tga+tg~ 
tg (a +~) = l-tga.tg~ 

Si suponemos que es f3 = a, resulta: 

tga+tga 
tg (a + a) = too 2 a = 

1:> 1- tg a. tg a 

2 tg a ¡ tg 2a = 2 
1 - tg a . 

o hien: 

luego: La tangente del d¡~plo de un ángulo es igt~al al 
(ltlplo de la tangente del ángulo ('bividi.do pm' la difen3n
cía entre 1 y el cuadmdo el'e la mism.a tangente. 

Funciones trígonométricas de la mitad de un ángulo 

74. Seno de la mitad de un ángulo. - Se tiene, 
por (15): 

y por (72) 
1 = sen2a + eoS2a 

cos 2a = eoS2a - sen2a 
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restando ordenadamente: 
l-cos 2a= 2 sen2a 

de donde: 1 - ros 2 ex 
sen' ex = 2 

o bien: 

l
· ,/ 1- cos 2 ex' · 1 

sen o; = + V 2 

luego: El seno de la rruitad de 'un ángulo es ,igual a la rlÚZ 
c~w.drada de la mitad de la difB?'Mwia entre 1 y el C09ª

no del ángtdo dado. 
"r ~. 

75. Coseno de la mítlttt:"de ll1},ángulo. - Se tiene: 
1 = sen 2a + COS2a 

COS 2a=COS2a - sen2a 

sumando ordenadamente: 
1 + cos 2 a = 2 COS2a 

de donde: l 1 + cos 2 a 
cos ti. = 2 

o bien: 

V l+c~1 COSa= ± 2~ 

luego: El coseno de la rruita,d; d-e un ángulo es igtUll a la 
ralÍz cttadrada de la rruitad de la S'Wtna entre 1 11 el cose
no del áng1llo dado. 

76. Tangente de la mitad de un á.nguJ.o. - Se tiene: 

V 1 - C

2
0S 2 a 

sena = ± 

V 1 + c
2
0S -2 a cos a = ± 

dividiendo ordenadamente y simplificando: 



sen CL 

cos CL 

y simplificando: 
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tg CL = ± 

1 - cos 2 a. 

2 

1 + cos 2 CL 

2 

tg CL 
+ V1- cos 2a 
- 1 + cos2 a 

luego: La ta,ngeJnte de; La rrIIitad de t¿1t áng~!lo es igual a 
la míz ct~ad1'ada deL cocie'n.te de 1 menos el coseno deL 
án[J1l-lo, y 1 más el coseno del ángttlo. 

APLICACIONES 

77. Funciones trigonométricas de a=!:;: 90°. - Por 

(64) y (67) se tiene: 

sen ( a + 90° ) = sen CL. cos \lOo + COS a. sen 90° 

pero cos !JO° = O Y sen 90° = 1, luego: 

sen (a ± 90°) = + COSa 

luego: El seno de un ángtdo al ql¿e se le suma o resta 90~, 
es igt¿al al coseno del l1visnw ángttlo, con signo + o -
seg,¡ín se Sl¿¡ne o reste 90°. 

Por (65) y (68) se tiene: 
cos (a ± 90°) = cos o • cos 90° -:¡: sen a. sen 900 

y como cos 900 = O Y seu 90° = 1, resulta: 

cos '(a ± 90°) = ::¡:: sen a 

luego: El cose1W de 1l,n ángulo al que so lo. s'uma o 1'o:;ta 
90°, es ig1¿a,l al seno del mismo ángulo, con signo - O + 
seg1ín se s1¿me o 1'este 90°. 
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Sabemos que: sen (a ± 90°) 
tg (a ± 90~) = cos (a ±900) 

O bien, reemplazando: t ( 900) ± coa a g a + = =-cota - ::¡:: COS a' 

luego: La tangente d-e. un ángulo al ql.l,e se le suma o res· 
ta 900, es ig1wl a menos la cotangente del mismo á~gu1o. 

78. Funciones trigonoJ;Ilétricas dl¡l IX ± 180". - Por 

(64) Y (67) se tiene: 
. sen (a ± 180°) = sen a. cos 1800 ± cos o,. sen lSO<' 

y comó cos 180° = -1 Y sen 18Ü" = O, resulta: 

sen (a ± 180<') = - sen a 

luego: El seno d-e Un ángulo al que se le stcma o resta. 
180°, es igual al seno del mismo ángulo con signo menos. 

Por (65) y (68) se tiene: 
. cos (a ± 180<') = éos a. cos 180<' ::¡: sen a. sen 1800 

~ como cos 180° = - 1, Y sen 180<' = O, resulta: 
cos (a + 180°) = - COS a 

luego: El coseno de un ángulo al que se le su,ma, o resta 
1800, es igual al coseno del mismo ángulo con signo menos. 

Sabemos que: 
t (a + 1800) = sen Ca ± 180°) 
g - cos (a + 180°) 

o bien, reemplazando: 
• - sen a 

tg (a + 180°) = =tga - cos a 

luego: ta tangente ae un ángulo al que se le sWma o res· 
ta 1800 es igu.al a la tangente del rrIIismo ángulo .. . 

79. Funciones trigono:ínétricas de a ± 2700. - Sao 
bemos que: 

sen (a ± 2700) = sen a. cee 2700 ± cos a. sen 270° 
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pero: cos 270° = 0, y sen 270° = -1,-Y reemplazando; 

sen (a ± 270°) = ::¡:: cos rx 

luego; El seno de un áng'ulo al que se le su.ma o ~'esta 
270°, es ig1lal al coseno det 'YI}ismo ángulo, con signo 
o +, según se stlrn,e o 1'este 270°, 
Sabemos que: 

cos (a ± 270°)= cos a. cos 2700 :¡:: sen a, sen 27Ü" 

y como cos 270° = O, Y sen 27Ü" = -1, resulta: 

COsCa ± 270°)= :¡:: senat:-+ ¡]Y

luego: El coseno de un ángulo al q1¿e se le suma o resta 
270°, es igual al seM del mismo ángulo con signo + o 
-, seg~¡n se swrne o 1'este 27Ü", 

s,en (rx ± 270") 
Sabemos que: tg(a ± 270°) = --'----7------=~:c:': 

COS (a + 270°) 
:¡:: cos a 

y reemplazando: tg(a ± 27Ü") = = - cot a ± sen rx 

luego: La tangente de un ángulo al q~¿e se le suma o 
resta 270°,. es ig~tal a la cotangente del mismo ángulo con 
signo menos. 

80. Funciones trigonométricas de a6Go - a. - Sabe· 
mos que: 

sen (360° - a) = sen 360° . cos a- cos 360° , sen a 

pero, sen 360° = 0, y cos 36do = 1, luego: 
sen (3600 - a):z:::: - sen a 

luego: El setno de la, dife1'encia e'/'lltre 3600 y '¡m ángulo, 
es ig~l,al (})l senO' del m~'smo ángulo, con sig.no men,os. 
Sabemos que: 

cos (360 - a) = cos 36Qo, cos a + sen 36Qo, sen Q\ 
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y como cos ::l60° = 1, Y sen 360° = O, re>iulta: 
cos(36Ü"-a) = COSa 

Juego: El coseno de la difM'encia entl'e 36Ü" y ttn ángu
lo, es igual al coseno del mismo ángulo, 

Sabemos que: 
tg(36Ü" ~ a) = sell(360° - a) 

cos(360P-a) 
y reemplazando: 

trr(3600 _ ) = - sen " '., a -= -tga cos IX 

luego: La talJ'l,gente de la dife?'encia entr'e 360° y un án
gulo es ig1uzl a la tangente del m'Í.smo ámg1tZO, cfm signo 
menos, 

81. Reducción de un ángmo al primer cuadrante, -

La redrucción de ttn á¡~g'l,¿[o al prime?" cuad'l'ante consiste 
en hallar un ángulo situado. en el primer cuadrante es 
decir, comprendido entre 0° y 90°, cuyas funciones tri
gonométricas sean iguales a las del ' ángulo dado. 

Para ello se procede así: 
19 Si el ángulo es negativo, se aplican las ¡'elaciones 

estudiadas en (32); 
29 Si el ángtl-lo está compl'endido en,ka 90° y 180°, 

se aplican las ¡'elaciones entl'e las funcion.es -de los án
g1r)OS st~plement arios, (34 a 39) ; 

39 Si el ángulo está comprendido entre 180° y 270°, 
se le "esta 180° y se aplican las relacionl8s esttldiadas 
en (78); 

4? Si el ángulo está compr'endido entl'e 2700 y 360°, 

se le ~'esta 27'Ü" y se aplica1'/¡ las relaciones estudian.as 
en (79), 
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EJERCICIOS 

37. Dado s('u Cl = 0,5 Y sen (3 = 0,3, calcular sen (a + /3) . 
R: 0,736 

38. Idcnl, Itlem, <calcular cos (a T (3 ) . 
R: 0,317 

3H . Idcm, loem, calcular cos (a + (3). 
R: 0,676 

40. 1delll, Idcm, calcular cos (a - (3) , 
R: 0,976 

41. Idcm, 100m, calcular tg Ca+(3)· 
lt: 1,081) 

42. Idem, 1dem, (;!Ilcular tg (a-(3)· R: 0,222 

4R. Dauo tg a = 2,35 Y tg (3 = 1,·102, calcular tg Ca + f3). 
R: 1,Gl3 

41. Idem, Idem, calcula,r tg (a - (3), 
R: 0,2l4. 

43 . Dailo scn 30' = 0,5 Y sen 43-° = 0,682, calcular seu y cos 73'. 
R: sen 73' = 0,9563; cos 73' = 0,29237 

46. Con los datos anteriores, calcular sen y oCos 13°. 
R: sen 13· = 0,22495; cos 13· = ,!l74:37 

47. Calcular sen 105°. 
R: -$,965!l 

48. Calcular cos 150'. 
R: -@,866 

49 . Calcular tg ]05'. R: -0,373 

50 . Dado sen 20° = 0,342, calcular son y cos 40°. 
R: ·SCll 40° = 0,6428; cos 40' = 0,766 

51. Dado tg 35° = 0,7, calcular ,tg 70'. 
R: tg 70' = 2,147 

52. Dado cos 36°50' = 0,8, calcula:r sen y cos 18°25'. 
R; sen 18°25' = 0,313; cos 18°25' = 0,948 
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53. Dado tg 36°10', = 0,73, calcular tg 115°5' 

R: 0,3265 

54. Dado sen (t = 0,8, calcular sen 2a, cos 2a Y tg 2a. 
R: sen 2a = 0,96 i cos 2a = 0,28 i tg 2a = 3,43 

55, Sabiendo que cos 30.° = 0,866, calcular \'len 15°,_ {Jos 150 
y tg 15°. R: sen 15° = 0.,2588 

56. Dado cos (3 0,7, ,-<¡lcular tg 

Reducir al primer cuadrante: 
57, sen (- 25°) 

58. cos (-lO") 

59. tg 12'5° 

6O, ICOS 300° 

61. tg 500.· 

62. sen 430.° 

63. cot 410° 

64. cus 350.° 

65 , tg (-20.0°) 

66. cot (- 280°} 

67, sell (- 480°) 

68. cos (- 320°) 

2 

cos 15° = 0.,9659 
~g 15° , 0.,2679 

R: 0.,31 

R: - sen. 25° 

" 
" 
" 
" 
" 
" 

" 
" 
" 

cos ID· 

-cot 35° 

sen 30° 

-tg 50.' 

sen 70.° 

cot 50.· 

cos ID· 

tg 20.· 

-cot ID 

-sen 60· 

sen 5U· 



CAPITULO VII 

Transformaciones logaritmicas 

82. Como las propiedades de los logaritmos no son 
aplicables a las sumas algebraicas, a fin de que lo sean, 
se traIlsforman aquéllas en monomios. 

Estudiaremos a continuación las transformaciones más 
usuales. 

83. Transfonnar en producto la suma o la diferen
cia de dos senos o de dos cosenos. - Escribamos las 
fórmulas conocidas: 

sen (a + 13) = sen a . cos 13 + cos a. sen 13 ( 1) 

sen (a - 13) = sen a . cos 13 - cos a. sen 13 (2 ) 

COsCa + 13) = COSa.cosf3-sena..senf3 (3) 
, cos (a - f3) = cos a. . cos 13 + sen a.. sen 13 ( 4 ) 

Sumando y restando miem'bro a miembro las dos pri
meras así como las dos últimas, se tiene, después de re· 
ducir los términos semejantes: 

la (1) más/la (2) : 
sen (a + 13) + sen (a - 13). = '2 sen a . COS ~ 

la (1) menos la (2): 
sen(a+f3)-senCa-f3) = 2cosa.senf3 

la (3) más la (4): 
cos (eL + f3) + coS (a. - 13) = 2 cos a . COS (3 

la (3) menos la (4) : 
COsCa + 13)- COsCa - 13) = - 2 sen a.sen 13 

Haciendo: a + f3 = p 
y: a-'-f3.=Q 

(5) 

I (6) . 
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suIhando y restando miemhro a miembro se traduce: 

2a = p + q 

2{1=p-q 

y ·reemplazando los valores 
neS (5) : 

a = p t g ((7) 
P - q 

/3= 2 

(6) Y (7) en las expresio-

sen p + sen q = 2 sen p + q cos p - q 
2 2 

p+q p-q sen p - sen q = 2 cos --2-· · sen --2-

cos p + cos tl = 2 cos p + q cos p - q 
2' 2 

cos p - cos q = - 2 sen P + q . sen p - q 
2 2 

Fórmulas qu~ pueden traducirse al lenguaje viügar 
fácilmente. 

84. Aplicaciones. ·- P) Tmnsformar la e;¡¡pre.~Ón 

senp+ sen q 
sen p-sen.q 

2 sen p + q cos p---g 
sen p + sen q _____ 2,--_ ____ 2_ 
sen p - sen q - 2 P + q p - q 

cos -2- -sen 2 

Se tiene: 

simpli,fican.do y recordando (18) y (19) : 

sen p + sen q -=- tú' P_U 
o 2 sen p'-sen q 

1 

tg p - q 
2 
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o bien, efectuando el producto: 

senp + sen q 
sen p-sen q 

tg P 2 q 

p- q-l 
tg --, 

2 

2' T1'ans!orrn(l1' la expresión sen a + cos b. 

Se tiene, (42): ' coa ~ = scn(900- b) 

luego: sen a + cos b = sen a + sen(90° - b) 

Y transformando el segundo miembro: 

I 
(1. -'- b + 90° 

sen a + cos b = 2 sen 2 'cos 

3") Tmn..sf ar'mar la expresión 1 + cos a. 

Se tiene, (49): 1 = cos 0° 

luego: 1 + cos a = COS Ü" + cos a 

y transformando el segundo miembro: 

1 + cos a = 2 COS + . cos T 
pero, (32): - C1 C1 

coa -2- = cos ~ 

luego: 

----- ---- - ---, 
CL 

1 + cos a = 2 cos' ""2 

85. Transfonnar en producto la SlUna o la diferen
cia de dos tangentes o de dos cotangentes. 

19 ) Se tiene: 

tg a ± tg f3 = sen CL + sen ~ 
coa IX - cos ~ 



-78 ~ 

y reduciendo a común denominador y sumando en el 
segundo mi~mbro: 

tga+-tgf3 = 
y como el numerador 

sen a COS ~ ± cos a sen ~ 
COS a co~s ~ 

es sen (a +- (3), resulta: 

t t j3 
sen (a :± (3) 

. g a ± g = -----:::-
cos a.COS f3 

29 ) Se tiene: 
cos a cos f3 

cota ± cotf3 = -- +- -
sen a - senj3 

efectuando la suma del segtfn?o miembro: 

t t f3 
sen f3 . COS a +- cos f3 • sen a 

co a. +- co = 
sen a.sen f3 

y como el numerador es sen (f3 ± a), resulta: 

69. 

70. 

71. 

72. 

73. 

. sen(f3 +- a) 
cot a +- cot f3 = ---"---=

sen a . sen f3 

EJERCICIOS 

• Dadoe a = 45° Y {1 - 15°, calcula.r sen (a - f3) j 

eos (a + (3). R: 0,5 y 0,5 
Dados sen a = 0,25 Y <los {3 = 0,6, ca.leular sen (a + (3) 
y cos (a - (3). 

R: sen (a + (3) = 0,93; cos (a - [J) = 0,78 

Dem~strar que Si. a -1- f3 + y = 180°, es tga \ tgf3 + t:?y 
- tga· tg{3. tgy. 
Transformar en producto 1 + sen 20·. 

R: 2sen 55f. cos 35· 
Idem, 1- sen 50·. 

" 2 sen 20·. cos 70· 
74. Idcro, 1 + cos 34°. 

" 2 coso 17° 
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77 

78 

79. 
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Idem, l-eos 12°. 

Idem, 1 + tg 71Y'. 

Idem, 1- t~ 20°. 

ldem, 1- ClIt 80Y• 

Simplificar la expresión 
1- tg 20° 

1 + tg 20" 

1 + tg 40° 
80. Id€m. 1- tg 40. 

81. Idem, 
scm 600 + sen 40° 

- sen 40" 8~n ,60· 

R.: 2 sen' 6° 

112. sen 25° 
" cos 70· 

., 
112. seuJoo 

" cos 20· 

112. sen 35° 

" sen 80· 

" tg (j5· 

" tg S5° 

" 
tg 50° 

tg ID· 



CAPITULO VIII 

Tablas de las funciones trigonométricas 

86, Hemos hallado, (49 a 53), los valores de las 
funciones trigonométricas de algunos ángulos. Para cons
truir una Tabla de las funciones tl'igonométl'icas, se to
ma como punto de partida un ángulo muy pequeño, de 
10" gcneralmente, ' y se halla su seno y su coseno, basa
do én los dos teorcmas que siguen, y luego,' aplicando 
las fórmulas relativas a la multiplicacióll de ángulos, 
(71 a 73), se van calculando los -senos y cosenos de los 
ángulos. de 20', 40' 1°, 2°, 3°, .,. hasta 45°, No se cal
culan las funciones de los ángulos superiores a 45°, pues 
aplicando las relaciones entre las funciones de los án
gulos complementarios, se determinan las de los ángulos 
comprendidos entre 45° y 90°. 

De los ángulos superiores a 90° no se calculan las 
funciones trigonométricas, pues basta en tal caso, redu
cirlos al prímer cuadrante. 

Conociendo el seno y el coseno, se calculan las. demás 
funciones trigonométricas. 

B 

Fil:'. 38, 

87 . . TEOREMA. - To-do al'CO 

meno¡' q7le un cuadl'ante es 
mayor qu.e 8¡¿ seno y ·menor 
que S1~ tan.gente. 

Si en una circunferencia O 
fig. 38, dc radio 0211 = 1 con
sideramos un ángulo a < 9Ü", 
en donde MN = sen a, 

a=arCOa, 
A T = tg a, demostraremos que 
es: sena < ':t < tga 
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siendo OM = 1 la unidad de medida del arco a. 
Unamos A con Mj en el triángulo .rectángulo AMN 

se verifica: 
MN<A.M (1) 

pero la' cuerda de un arco es menor que el arco, luego: 
AM< a '(2) 

Como el área 'del sector AMO es menor que la del 
triángulo ATO, resulta que: 

a < AT (3) 

Comparando (1), (2) Y (3), resulta: 
MN < AM < a < AT 

o bien: MN < a < AT 

Y por último: I sen a < a; < tga 

88. POSTULADO. - La diferencia entre un arco y la 
sexta parte de su cubo es menor que el seoo del ángulo 
sien(/;() el radio del aroo la 'U/widad de medida. 

Es decir, fig. 38, que: 

1 a --al < sen a 
6 

89. Va.1or del seno de 1'. - Sabemos por GeQIfM
tría PlOlTla que la longitud de un arco de circunferencia 
está. expresado por la fórmula: 

2 1t R X n·R X n· 
l = 360. = 180. 

Y si el arco ' está expresado en minutos: 

It R n' 
l = 180 X 60' 
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Si el arco es n' = l' Y suponemos que R = 1, tetl-
dl'emos: 

Z = 1< X l ' 
180 X 60' 

ti 
1< 3,14159265~89 

180 X 60 - ----¡O,SOO 

y efectuando el cociente, resulta: 
l = 0,00029088820866 

Calculemos ahora la sexta parte del cubo de la longi
tud del arco l: 

Z" 0,000290888208663 _ 0,000000000024613782 
ti 6 - 6 

la 
O bien: (3 = 0,000000000004102297 

Y ahora la diferencia a - + a3 del postulado último, es 
decir: 

a - ~ aS = O,000290888208.()6 - 0,000000000004102297 

o sea: a - + a3 = 0,000290888204557703 

Dc manera que, según el teorema (87), se tiene: 
sen l' < 0,00029088820866 

Y según (88): sen l' > 0,00029088820455 

Oomo puede verse, las primeras once cifras decima
les son iguales, de manera que si tomamos como valor 
del seno el valor del arco¡ la diferencia es muy peque
ña, es decir, que sin que el error sea apreciable, se pue
de escribir: 

sen l' = OJOOn2908~820866 

Dado el valor del seno de 1', aplicando las fórmulas 
de la multiplicación y suma de ángulos, se calculan los 
senos de los áng:u1os de 2', 3', 4' ... 30', 1°, 2° ... 45°. 
Para los ángulos superiores de 45°, basta recordar que 
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sus senos sOn iguales a los cosenos de sus complemcn
tos, de .mancra que no hay necesidad de calcular los 
senos de los ángulos comprendidos entre 45° y 90°. 

Conociendo los senos de los ángulos comprendidos 
entre l' y 45°, aplicando (17) se calculan los cosenos, 
y luego las tangentes (18), y cotangentes (22), secan
tes (23), y cosecan tes (25) . 

90. Tabla de las funciones trigonométricas. - Damos a con· 
tinuación las tablas de los valores naturales de las funci{)nes tri
gonométricas con cinco eifras decimales. Los ángulos figuran de 
10 en 10 minutos. 

Los áugulos menores de 45° se leen de arriba hacia abajo y 
de izquierda a t1~recha los minutos, y los mayores <Jue 45° se leen 
de :lbajo hacia arriba, y de derecha a izquierda los ·,minutos. 

91. Uso de las Tablas Naturales. - Dos problemas se presen
tan; 

1. llALLAR EL VALOR DE UNA FUNCIÓN TR.IGONOMÉTR.ICA DE UN 

ÁNGULO DADO. 

92. Seno. - 19 El ángulo está on las tablas. - Sea ;hallar 
sen 23° 20.'. En la página 84 se halla; 

sen 23° 20' = 0,39608 
Esto valor es tambión el cos 66° 40', complemento de· 23° 20 '. 
29 El tíngu,lo no está en ¡a·s tabl(1s. - Sea hallar sen 65° 17'. 

En'la página 85 se halla; 
sen 65° 10' = 0,90753 

y; sen 63° 20' = 0,90875 
Entre los ángulos hay una diferencia ue ] O' Y entre sus senos 

una diferencia de 0,00122, y suponiendo proporcionalidad entre los 
(mgu]os muy pequcfios y sus' senos, diremos; Si a 10' _ corres

. ponden 0,00.12~, ¿euállto corresponde a 7' '!; 

10' --- 0,0012~1 . 7 X 0,00122 
7' ~ x j -. x = 10 = 0,00085 

'Luego; sen 65° 17' = 0,90í53 + 0,00085 = 0,90838. 



I Cl Minuto. , i -I ~. O' 10' I 
I 

° 0,00000 0,00291 
1 0,01745 0,02036 
2 0,03490 0,03781 
3 0,05234 0,05524 
4 t 0,06976 0,07266 

5 0,08716 0,09005 
6 0,t0453 0,1.0742 
7 0,12187 0,12476 

t 8 0,13917 0,14205 
9 0,15643 0,15931 

10 

I 
0,17365 0,17651 

11 0,19081 0,l9366 
12 0,20791 0,21076 

1

13 0,22495 0,2.2778 
14 0,24192 0,24474 

15 0,25882 0,26163 
16 0,27556 0,27843 
17 0,29237 0,29515 
18 0,30902 0,31178 
19 0,32557 0,32852 

20 0,34202 0,34475 
21 0,35837 0,36108 
22 0,37461 0,37730 
23 0,39073 0,39341 
24 0,40674 0,40939 

25 0,42263 0,42525 
26 0,43837 0,44098 
27 0,45399 0,45658 
28 0, 4694 7 0,47204 
29 0,48481 0,48735 

30 0,5.0000 0,50252 
31 0,51504 0,51753 
32 0,52982 0,53238 
33 0,54464 0,54708 
34 0,55919 0,56160 

35 0,57358 0,57596 
36 0,58779 0,59014. 
37 0,60182 0,60414 
38 0,61566 0,61795 
39 0,62932 0,63158 

I 
40 0,64279 0,64501 
41 0,65606 0,65825 
42 0,66913 0,6712.9 
43 0,68199 

¡ 
0,68412 

44 0,69466 0,69675 

45 0,70711 

I 
60' I 50' 

1. - "tabla de los senoe y oosenos 

SENOS 

• I 
20' I 30' 40' 50' I 

0,01454 ¡ 89 0,00582 0,00873 0,01164 
0,02327 0,02618 0,02908 0,03200 \ 88 0,0407) 0,04362 0,04653 0,04943 87 
0,05814 0,0610S 0,06395 0,06685 g6 
0,07566 0,07846 0,08136 0,08426 I 85 

U,09295 0,09685 0,09874 0,10164 84 
0,11031 0,11320 0,11609 0,11898 83 
0,12764 0,13053 0,13341 0,13629 82 
0,14493 0,14781 0,15069 0,15356 81 
0,16218 0,16505 0,16792 0,17078 80 

0,17937 0,18224 0.18509 0,18795 79 
0,19652 0,19937 0,20222 0,20507 78 
021,359 0,21644 0,21928 0,22212 77 
0,23062 0,23345 0,23627 0,23910 76 
0,24756 0,25038 0,25320 0,25601 75 

0,26443 0,26724 0,27004 0,27284 74 
0,28123 0,28402 0,28680 0,28959 73 
0,29793 0,30071 0,30348 '0,30625 72 
0,31454 0,31730 0,32006 0,32282 71 
0,33106 0,3338~ 0,33655 0,33929 70 

0,34748 0,35021 0,35293 0,35565 69 
0,36379 0,36650 0,~6921 0,37191 68 
0,37999 0,38268 0,38537 0:3R805 67 
0,39608 0,39875 0,40141 0,40408 66 
0,41204 0,41469 I 0,41734 0,41998 65 

0,42788 0,43051 0,43313 0,43575 64 
0,44359 0,44620 0,44880 0,45139 63 
0,45917 0,46175 0,46433 0,46690 62 
0,47460 0,47716 0,47971 0,48226 61 
0,48989 0,49242 0,49495 OA97~8 60 

0,50503 0,50754 0,51004 0:51254 59 
0,52002 0,52250 0,52498 0,52745 58 
0,53484 0,53730 0,53975 0,54220 57 
0,54951 0,55194 0,55436 0,55678 56 
0,56401 0,56641 0,56880 0,57119 55 

0,57833 0,58070 g:~m~ 0,58543 54 
0,59248 0,59482 0,59949 53 
0,60645 0,60876 0,61107 0,61337 52 
0,62024 0,62251 0,62479 0,62706 51 
0,63383 0,63608 0,63832 0,64056 50 

I 
0,64723 0,64945 0.65166 0,65386 49 
0,66044 0.66262 0,66480 I 0,66697 48 
0,67344 0,67559 0,67773 0,67987 47 
0,68624 0,68835 0,69046 0,69236 46 
0,69883 0,70091 0,70298 i 0,70505 45 

44 
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nguloa da 10 en 10 mlnutoa 

COSENOS 

Minuto. -O' I lO' 

~~ 1
1 

1,00000 I 0,99999 
_, 0,P9984 0,99980 

0,99940 0,99928 
3 0,99863 0,99848 
4 0,99756 0,99735 

5 
6 
7 

+ 8 
9 

I 
0,99618 0,99594 
0,99452 0,99421 
0.99255 0,99219 
0.99027 0,98986 
0,98769 0,98723 

20' 

0,99998 
0,99973 
0,99917 
0,99831 
0,99714 

0,99567 
0,99389 
0,99182 
0,98944 
0,98676 

30' 40' 

0.99995 1

1

, 0.99992 
0,99965 0,99958 
11,99905 0.99892 
0,99814 0,99795 
0,99692 0,99669 

I 
0'995391 0,99511 
0,99357 0,99324 
0,99144 0,99106 
0,98902 0,98858 
0,98629 0,98580 

10 
11 
12 
13 
14 

0,!)8481 1 0,98429 
0,98163 0,98107 
0,97815 ! 0,97754_ 
0,97437 0,97371 
0,97029 0,96959 

0,98378 
0,98050 
0,97692 
0,97304 
0,96887 

I O,9R325 0,98272 
0,97992 0,97934 
0,97629 0,97566 
0,97237 0,97169 

15 
16 
17 
IR 
19 

20 
21 

24 

0,96593 0,96517 
0,96126 0,96046 
0,95630 0,95545 
0,95106 0,95015 
0,94552 0,94457 

0,93969 
0,93358 
0.92718 
0,92050 
0,9135;; 

0,93869 
0,93253 
0,92609 
0,9l936 
0,91236 .~~ I 

25 0.90631 0,90507 
26 '0,89879 0,89752 
27 0,89101 ,0,88968 
21\ 0,88295 O,8R158 
29 0,87462 / 0,87321 

30 0,86603 / D,86457 
31 0,85717 0,855(;7 
32 I 0,848051 0,84650 

0,96440 
0,95964 
0,95459 
0,94921 
0,94361 

0,93769 
0,93148 
0,92499 
0,91822 
0,91116 

0,90383 
0 ,89623 
0,88835 
0,88020 
0,87178 

0,86310 
0,85416 
0,84495 
0,83549 
0,82577 

1

33 0,83867 I 0,83708 
34 . 0,82904 0,82741 

I 
35 0,81916- 1 0,81748 0,81580 
:16 0,80902 O.Rono 0,80558 
37 0,79864. 0.7968!l 0,79512 
3S 0,78801 O 7R622 1 0,78442 
39 0,77115 0:77531 I 0,77347 

40 O,7G604 / 0,76417 0,76229 
n 0,75471 0 ,75279 0,75088 
42 0,743141 0,74119 I 0,73924 
43 0,73135 0,72937 0,72737 

I oH I 0,71934 l' 0,71732 ji 0,715291 

45 I 0,70711 

I I 60' I 50' I 40'.. T 

0,96815 0,96742 

0,96363 
0,95882 
0,95372 
0,94832 
0,94264 

0,96285 
0,95799 
0,95284 
0,94739 
0,94167 

0,93565 
0,92935 
0,92276 

0,93667 
0,93402 
0,92388 
0,91706 
0,90996 I 0,91589 

Q,90f¡75 

0,90259 
0,89493 
0,88701 
0,87882 
0,87036 

0,86163 
0,85264 
0.84339 
0,83389 
0,82413 

0,81412 
0,80386 
0,79335 
0,78261 
0177162 

I 
1 

1 

1 

f 

0,76041 
0,74896 
0.73728· 
0,72537 
0,71325 I 

I 
30' T 

0,90133 
0,89363 
0,88566 
0,87743 
0,86892 

0,86015 
0.95112 
0,84]82 
0,83228 
0,82248 

0,81242 
0,80212 
0,79158 
0.7!!079 
0,76977 

0,75851 
0,74703 
0,73531 
0,72337 
0,71121 

20' 

SENOS 

50' 

I 
I 

0.99988 89 
0,99950 88 
0,99878 87 
0,99776 86 
0,99644 85 

0,99482 84 
0,99289 83 
0,99067 82 
0,98814 81 
0,98531 80 

0,98218 79 
0,97875 78 
0.97502177 
0,97099 76 
0,96667 75 

0,96206 
0,95715 
0,95195 
0,94646 
0,94068 

0,93462 
0.92827 
0,92164 
0,91472 
0,90753 

0,90007 
0.89232 
0,88431 
0 .1\7603 
0,86748 

74 
73 
72 
71 
70 

69 
68 
67 
66 
65 

1

64 
63 
62 
61 
60 

O,85R66 59 
0,84959 58 
0,84025 57 
0,83066 56 
0,82082 65 

0.81072 54 
0.80038' 53 
0.78979 52 
0.77897 51 
0,76791 50 

0.75661 49 
0.74509 48 
0.73333 47 
0.72136 46 
0,70916 45 

10' 
Minuto. ..... 

44 . 
'u .... 
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11. -- Tabla de lae tangentes y cotang e nt 

TANGENTES 

=: Minutos \ 
l ~f~~'----------------~~--•• \ 
~ O' I lO' I 20' 3Q' 40' I 50' I 

o 
1 
2 
3 
4 

0,00000 1

1

, 0,00291 1'1 0,00582 
0.01746 0,02036 0,02338 
0,03492 1 0,03783 0,04085 
0,05241 ¡ 0,05533 0,05824 
0,06993 0,07285 0,07578 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

0,08749 
0,10510 
0, 12278 
O, J.4054 
0, 15838 

0,1'163 3 
0,19438 
0,212 56 
0 ,230 87 
0,249 33 

0,267 95 
0,28675 
0,3057 3 
0,32492 
0,34433 

20 0,36397 
2 1 .0 ,38386 
22 ¡ 0,40403 
23 0,42447 
24l 0,44 523 

2 5 0,4663 1 
26 0,48773 

2 7 1 0,509531 
28 0,53171 
29 0,5543 1 

30 0,57735 
31 0,60086 
32 0 ,62487 
33 0,64941 
34 0,67451 

3 5 
36 
37 
38 
39 

0.7002 1 
0,72654 
0.74355 
0,78125 
0,80978 

! 
I 

0,09042 
0,10805 
0,12574 
0,14351 
0,16137 

0, 17933 
0, 19740 
0,21560 
0,23393 
0,25242 

0,27 107 
0,28989 
0,30891 
0,32814 
0,34758 

0,3672 7 
0,38721 
0 ,40741 
0,42791 
0,44872 

0,46985 
0,49134 
0,51319 
0,53545 
0,55812 

0,58124 
0,6048-3 
0,62892 
0,65355 
0,67875 

0,70455 
0,73099 
0,75812 
0,78598 
0,81461 

40 O,8H9 10 I 0.84407 
41 0.86929 0,87441 
42 0,90040 0,90669 
43 \ 0,93252 1 0,93797 
44 I 0,96569 (1 0,97133 

45 1,00000 

6 0 ' I 50 ' 

0,<>9335 
0,11099 
0,12869 
0,14648 
á,16435 

0,18233 
0,20042 
0.21864 
0,23700 
0,25552 

0 .27419 
0,29305 
0,31210 
0.33 136 
0,35085 

0,37057 
0,39055 
0,4 1081 
0,43136 
0,45222 

0,47341 
0'494951 
0,51688 
0,53920 
0,56194 

0,58510 

1 

0.60881 
0,63299 
0,65771 
0,68301 

0.70891 
0,73547 
0.76272 
0,79060 
0,81946 

0.84906 
0.87955 
0,91099 
0.94345 
0,976991 

40' I 

0,00873 
0.02620 
0,04366 
0,06116 
0,0787-0 

0,09629 \ 
0.11394 
0,13165 
0,14945 
0,16734 

0,18534 
0,20345 
0,22169 
0,24008 
0,25862 

0,2773'2 
O,?9621 
0,31.<;20 
0,33459 
0,.~5412 

0.37388 
0,39391 
0,41421 
0,43481 
0,45573 

1 

0,01164 
0,02910 
0.04658 
0,06408 
0,08163 

0,09923 
0,11688 
0,13461 
0,15243 
0,17033 

0,18835 
Q,20648 
0.22475 
0,24316 
0,26172 

0,28046 
0.29938 
0,31850 
0,33783 
0,35739 

0,3 7 720 
0,3972 7 
0,4 17 63 
0.43828 
0,45924 

0,01455 
0.03201 
0,0,*950 
0.06700 
0,08456 

0,10216 
0,11983 
0,13:758 
0,15540 
0,17333 

0;19136 
0,20952 
0.2278.1 
0,24624 
0,26483 

0,28360 
0,30255 
0,32171 
0,34108 
0,36068 

0,38053 
0,40065 
0,42105 
0,44175 
0,46277 

89 
88 
87 
86 
85 

84 
83 
82 
81 
80 

79 
78 
77 
76 
7 5 

74 
73 
72 
71 
7 0 

69 
68 
67 
6(;, 

65 

0,47698 1 0.48055 0,48414 64 
O,4985R 0,50222 0,50587 63, 
0,52057 0,52427 0,52798 62 
n,54296 1 0,54673 0,55051 61 

::::::: \ ::::::: \ ::::::: I ::. 
0,61280 I 0,61681 0,62083 5R 
0.63707 0,64117 0,64528 57 
0,66189 0,66608 0.67028 56 
068728 1 0,69157 0,69588 55 

0:71329
11

1 

0.7 1769 0.72211 54 
0.73996 0.74447 0.74900 I 53 
0,76733 0.77196 0,7-7661 I 52 
(1,79544 0.800 19 0.80498 51 t 
0,82434 1 0,8292.3 0.83415 I 60 I 
0'854081 0,85912 0'86419149 
0,88473 0,88992 0,89515 48 
0.91633 0,92169 0.92709 47 
0.04896 0.95451 0,96008 46 
0,98260 J 0,98843 I 0,994191 :: 

30' I 20' ! 10' 
Minuto. 

""" 
COTANGENTES' 



e loe ángu~lo~8~~-r.~~-r.~~~~~----------------------------------~ 

COTANGENTES 

I f¡ ~n_u_t_o. ________________ ~~ 
~ O' 1 10' I 20' I 30' i 40' 

o '" 
1 57,28996 
2 28,63225 
3 19,08114 
4 IU,30067 

5 11,430051 
6 9,51436 
7 8,14435 
8 7,11537 
9 6,31375 

10 
11 
12 
13 
14 

5,67128 
5,14455 
4,70463 
4,33148 
4,01078 

3, 732051 16 3,48741 
17 3,27085 
18 3,07768 
19 2,90421 

15 

20 1 
21 I 22 
23 
24 1 

25 
26 
27 
28 
29 

30 /. 
I 31 

32 11 
33 
34 

~~ I 
37 
38 \ 
39 

40 I

1 
41 
42 

:1 \1 

46 

2,74748 
2,60509 
2,47509 
2,35585 
2,24604 

2,14451 
2,05030 
1,96261 
1,88073 
1,80405 

1,72205 
1,6Q~2l3 

1,60033 
1,53987 
1,48256 

1,42815 
1,37638 
'1,32704 
1,27994 
¡,23190 

1.19175 
1,15037 
1,11061 
1,07237 
1,03553 

1,00000 

60' 

1 

343,77371 171,885401114 .. 5886585.93979 
49,10388 42,96408 38,1884634,36777 
26,113160 24,54176 22.9037721,47060 
18,07498 17,16934 16,340R615,60478 
13,72674 13,19688 12,7062112,25051 

11,05943 
9,25530 
7,95302 
6,96823 
6,19703 

5,57638 
5,06584 
4,63825 
4,27471 
3,961,65 

3,68900 
3,45951 
3,23714 
3,04749 
2,87700 

2,72281 

2'583611 2,45451 
2,33693 
2,22857 

2,12832\ 
2,03526 
1,94858 
1,867601 
1,791741 

1,72047/ 
1,65337 
1,59002 
1.53010 
1,47280 

1,41934 
1,36800 
1,319041 
1,272301 
1,22758 

l'lS'I7-11 1,14363 
1,10414 
1,0661~i 
1,02952

1 

50' [ 

10,71191 
9,00983 
7,77035 
6,82694 
6,08444 

5,48451 
4,989 ,tO 
4,57363 
4,21933 
3,91364 

3,64105 
:1,41236 
3,20406 
3,01783 
2,85023 

2,69853 
2,560461 
2,43422 
2,31826 
2,21132 

2,11332 
2,02039 '/ 
1,93470 
1.85462 
1,77955 

1,70901 
1,64256 
1 57981 
1,52043 
1,46411 

1,41061 
1,35968 
1,31110 
1,26471 
1,22031 

1,17777 
'1,13694 
1,09770 
1,05994 
1,02355 

40' 1 

1 
10.38540 10,07803 
8,77689 8,55555 
7,59575 7,42871 
6,69116 6,56055 
5,97576 5,87080 

5,3955~1 
4,91516 
4,51071 
1,16530 
3,866711 

1 

3,00588 
3,37594 
3,17159 
2,98868 
2.82391 

2,67462 
2,53865 
2,41421 
2.29984 
2,19430 

I 
2,096541 
2,00569[ 
1,92098 
1,84177 
1,76749 

r 
1,697661 
1.63185 
1,569691 
1,51084 
1,45501 

1,40195 
1,35142 
1,30323 
1,25717 
1,213101 

1 

1'17085[ 
1,13029 
1,09131 
1,05378 
1,017611 

i 
30' I 

5,30928 
4,84300 
4,44942 
4,11256 
3,82083 

3 56557 
3,34023 
3,13972 
2,96004 
2,79802 

2,65109 
2,51715 
2,39449 
2,28167 
2,17749 

2 ,08094 
1,99116 
1,90741 
1,82906 
1,75556 

1,68643 
1,62125 
1,55966 
1,50133 
1,44598 

1,39336 
1,34323 
1,29541 
1,24969 
1,20593 

1,16398 
1,12369 
1,08496 
1,04766 
1,01170 

20' 

TANGENTES 

I 50' 

6'8,75009 89 
81,24158 88 
20,20655 87 
14,92442 86 
.11,82617 85 

1 

9,78817 !' 84 
8,34A96 83 
7,26873 82 
6.43484 81 
5,76937 ' 80 

5,22666 
4,77286 
4,38969 
4,06107 
3 1 77595 

3,526'09 
3,30524 
3,10842 
2,93189 
2,77254 

2,62791 
2,49597 
2,37504 

1
, 2,26374 

2,16090 

2,06553 
1,\)7680 
1,89400 
1,81649 
1,74375 

1,67530 
1,61074 
1,54972 
1,49190 
1,43703 

1,38484 
1,33511 
1,28764 
1,24227 
1,19882 

1,15715 
1,11713 
l,07864 
1,04158 
1,00583 

I 10' 
M nulo. 

lIiIIi 

79 
78 
77 
76 
75 

74 
73 
72 
71 
70 

69 
68 
67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
58 
57 
56 
55 

54 
53 
52 
51 

:: 1, 

48 
47 
46 
45 

44 



- d8-

gil. Coseno. - 1° El ángulo está en las tablas. - Sea hallar 
('os 47° 10 '. En la página 84 se halla: 

cos 47° 10' = 0,67987 

Nóteso que a medida que aumenta el ángulo disminuye el co. 
seno, y viceversa. 

29 EL á11gulo no está en las tablas. - Sea 
E'll la página 85 se llalla: 

cos 32° 40' = 0,84182 
Y ~ cos 32° 50' = 0,84025 

JH¡,[lar cOS 32° 46 '. 

A un aumento uc 10' en el ángulo Jorrosponde una ditiminu
ción de 0,00157 en el COSOJ10, ~qué disminución correspondel a 6' '1 

10' ~ 0,00157 ¡ 6 X 0,00157 
6' --- x I x = 10 = 0,00094 

Luego: cos 32° 46' = 0,84182 - 0,00094 = 0,84088. 

94. Tangent,e. - 1. El ángulo está en las tablas. - Sea Ila 
llar tg 12° 30'. En la página 86 se llalla: 

tg 12° 30' = 0,22169 

29 m á/l{Julo no está en las tabl-lls. - Sea ].f.l,lJar tg 5314:1 '. 
E11 la pági na 87 se llalla: 

tg 53° 40' = 1,35068 
tg 53" 50' = ] ,36800 

La difel'encia ·do las tangentes es 0,00832, luego: 

1~: == ~~00832 1 ... x = 3 X °'1°;832 0,00250 

Luego: tg 53° 43' = 1,35968 + 0,00250 = ],36218, 

96. Cotangente. - 19 El ángulo eslá en las labIas, - Sea 'ha 
liar cut 74·, En la página S6 se ht;\l1a: 

eot 74° = 0,28675 

Nótese qua a lllcd,ida ·que aumenta el ángulo disminuye la co
tangente, y viceversa. 

2" El ánglllo no estó en los labIas. - Sea 'hallar cot 27° 18' _ 
En la página 87 se halla: 

cot 27° 10' = 1,94858 
cot 27° 20' = 1,93470 
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A un aumento de 10' en el ángulo corresponde una disminución 
de 0,01388 en la eotange!lte, ~qué disminución corresponde a 8'Y 

1~: _-_-_- ;01388 f ,', :& = 8 X 0~0:388 = {),011l04 

Luego: cot 27°18' = 1,94858 - 0,01110 ='1,93748. 

n. DADA UNA FUNCIÓN TRIGONOMÉTRICA, HALLAR EL áNGULO 

CORRESPONI}!ENTE. 

96. Seno. _ Ir El seno está en 1(\Sl tablGS. Dado sen x = 
0,58307, caleular x. En la página 84 6e halla: 

x- = 35· 40' 

29 El seno no está en las tablOlS. - Dado sen :& _ 0,87125, 
carcular x. E:n la página 85 se halla: 

sén 600 30' = 0,87036 ¡. 
sen 600 40' = 0,87178 \ D = 0,00142 

se tiene que: sen 60· 30' - sen x = 0,00089, de manera que: 
10' -- 0,00142 ¡ 10 X, 0,00089 
x' --- 0,00089 \ :. x' = 0,00142 = 6', 

hlego: x = 60· 30 + 6' = 60· 36' 

97. Coseno. l° El. coseno está en las tablas. - Dada 
cos x = 0,18795, calcular x. En la página 84 se halla: 

x = 79· 10 

2" El coseno no está en las ta/J/as. - Dallo tOS x = O,984UU, 
l'ulcuJar x, En la página 85 Sí' halla: 

cos ID· 10' = 0,98429[ 
D = 51 cos ] O· 20' = 0,98378 

Sll lil'lIc que: ros 10" 10' - roS x = 29, luego: 

lO' -- 51 I . ]0 x 29 
x' --- 29 \ " x' = 51 = 5' 

es uecir ~~ = 10· 10' + 5' = ID· 15' 

98. Tangente, - 19 La tangente ostá 011 las' tablas. - Dado 
tg x = 5,67128, {'alculat x, En la pá.giua 87 se halla: 

:c = 80· 
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::lv La tal/gente no está en las tabla..s. - Dado tg x = 0,47406, 
calcular x. En la página 86 se halla: 

tg 25" 20' = 0,4734] 1 
tg 25°'20' = 0,47698 

]) = :l5Íf 

AdclIlás: tg 25° 20' - tg x = 65, luego: 

¡lO' -- 357 10 X 65 
x' ___ 65 . '. x' = 357 - l' 49' , 

es decir: x = 25° 20 + l' 49" = 25° 21' 4.9" 

99. Cotangente. - 19 La cotangente está en las tablas. - Da· 
do coL x = 1,26471, calcular tt. En la página 87 se halla: 

x = 38° 20' 

20 La cotallgente no está en las tablas. - Dado eot x = 0,82356, 
calcular x. En la págüla 86 se halla: 

cot 50° 30' = 0,82434 ~ 
cot 50°40' = 0,81946 ¡ D = 488 

Además: cot 500 30 - eot x = 78, luego: 

10' -- 488 I 10 X 78 
x'--- 78 \'" x'= 488 =1"l8" 

es decir: x == 50° 30' + l' 4.8" = 50° 31 ' 48" 

100. Observación. - Los ángulos próximos a 90° tienen grau 
des variacione-s en la tangente para pequeñas variaciones en los 
ángulos, por lo que no se puede admitir la proporcionalidad, de' 
biendo recurrirse al seno o al coseno. 

Lo mismo sucede eon las cotangente¡¡ de los. ángulos pl'óxi· 
mos !I. O°. 

Tablas logaritmicas de las funciones trigonométricas 

101. Las l'ablas loga1'Ítmicas de las j'1¿nciones tl'i-
gonométricas contienen los logaritmos de las funciones 
trigonométricas. Estas tablas son las usadas en los cálcu
los de aplicación. Entre las Tablas natw'ales y las Ta
blas logarítmicas se tienen estas relaciones; 
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según las tablas naturales, sen 25° = 0,42263 
según las tablas de logaritmos, log 0,42263 = 1,62596 
Y según las tablas logarítmicas de las funciones, log sen 
25° = I,a2595. 

Las tablas de los diversos autores tienen una disposi
ción análoga, variando sólo en el número de cifras deci· 
males. Así, las tablas de LaZanae, de Hoüel y de Pastor, 
dan 5 cifr~s decimales para los logaritmos de las funcio· 
nes trigonométricas, variando los ángulos de l' en 1'. 
Las tablas de Caillet y de Vcízq/tez Qudpo dan 6 cifras 
decimales, variando los ángulos de 15" en 15" en las 
primeras y de l' en l' en las segundas. Dan 7 decima
les, de 10" en 10", las tablas de Dupuis y de SchrO'YI. 

102. Descripción de . las tablas de Lalande. - Re
producimos una página de las tahlas de Lalandc. En 
la parte superior de las tablas están indicados los ángu
'los desde 0°, hasta 45°, correspondiendo las columnas a 
los senos, tangentes, cotangentes y' cosenos, y en la par
te inferior están los ángulos complementarios de los án
gulos que figuran arriba, es decir, desde 4:5° hasta 90°. 

En b primera columna de la izquierda, d.e arriba 
abajo, se leen los minutos de los ángulos que figuran 
arriba (de 0° a 45°), y en la columna de la derecha, dc 
abajo arriba, se leen los minutos de los ángulos que fi
guran abajo (de 45° a 90°). 

A la derecha de la columna de los senos y de las 
tangentes hay una columna encabezada con las letras D 
y d. C., que dan las diferencias tab1ÜQ1'es, es decir, las 
diferencias entre dos logaritmos consecutivo::;, 
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1~. Manejo de las tablas. - Se nos presentan dos 
casos: 

19 ) Dado 1m ángulo, halLar el logclII'ii'mo de una de 
sns [une'iones trigO'l1ométricas; 

2Q
) Dado el logm'itmo de u,na [u?W'ión tr'igO'l1,o'lnétl'Íca, 

hallar el valOl' del ángulo. 

PRIMER CASO, - Dado Ur~ ángulo, hallar el logarit
mo de 1~na de Sl~ [1l'nciones tl'igonométr'icas. - Si el 
ángulo consta de gl'ados y . '/'ni'Ytf1~tos, las tablas dan di
rectamente los logaritmos. 

Ejemplo 1 Q: Hallar log sen 23° 18 ~ 

Se busca en la página correspondiente a 23° y en la 
I:olumna sen 23° se baja hasta 18', resultando: 

log sen 23°18' = 9,59720 

Cuando la característica del. logaritmo es mayor qne 
5, debe restarse 10, resultando así la verdadera carac
terística, de manera que en el ejemplo último se tiene: 

log Sfll1 23' 18' = 9,59720 -10 = 1,59720 
Ejemplo 2°: lIallar log cot 23° 5'. 
Procediendo como en el ejemplo anterior, resulta: 

log eot 23° 5' = 0,37039 

Ejemplo 39 : Hallar log cos 66° 40'. 

Se tiene: log cos 66° 40' = 9,59778 - 10 1,59778 

Ejemplo 4Q
: lIallar log tg 66° 32', 

Se tiene: log tg 66°32' = 0,36239 

Si el ángulo consta de grados, rnim¿tos y segundos, las 
tablas 110 dan directamente el logaritmo de las funcio
nes, sino que se hace una interpolación por medio de 
una regla de tres simple. 
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Ejemplo 1q : liallar log cos 23° 15' 35" 

El log' cos 23° 15' 35" está comprendido entre ll)g eos 
23° 15' Y log eos 23° 16' : 

, 
o 
J 

2 
'3 
4 
5 
6 

~ 
9 

JO 

11 
12 
13 
'4 
15 
16 
17 
18 
'9 
2" 
21 
22 
23 
;;¡ 
25 
26 

27 
28 
"'9 
30 . 

log cas 23° 16' = 1,96316 
log cos 230 15' = 1,96322 

dif. =6 

SiD. ~3 Taaa.23 I COI_ 23 
~J). I~d.~ 
9·591~8 30 9.62785 35 0.37>15 
9.592111 9.62820 35 0.37 180 

~~g 19.62855 35 0.37145 

9.59277 30 9 62890 36 0.37110 
~.59307 "9 9.62926 35 0.37°74 
9.59336 30 9.62961 0.37039 

9.59366 30 19.6299(; ~~ 0.37004 
9·593g6 29 9.63031 35 0.36969 

19.59425 30 19.63066 35 0.36934 
9.59455 29 9.63101 34 0.36899 
9.59484 30 9 63135 35 0.3686~ 

1~29 19.63170 35~ 
9.59543 30 9.63205 35 0.36795 
9.59573 29 9.63240 35 0.36760 
9.59002 30 ~~ 35 0.36725 

9-5g1i32 29 9.63310 35 0.361i9o 
9·5g661 29 9.63345 34 0~36655 
9·596g0 30 19.63379 35 0.36621 

9.59720 29 9.634.4 35 0.36586 
9.~74~ 29 9.63449 -5 0.36551 
9.5977 30 9.6341:14,) 0.365.6 

~35 
9·5g808 29 9.6351~ 34 0.36481 
9.59837 29 9.6355 35 0.3644,7 
19.5~866 ~~ 351°.36412 29 
9.59895 29 9.63623 34 0.563]7 
SI.59924 30 9.63657 35 0.36343 

~~29 9.63fig2 0.36308 
~34f--::-::-----:-

9.59983 29 9.63726 35 0.36'174 
9.60012 9.6376 • 35 0.36239 
9.60041 29 9.63796 34 0.36201\ 
~29 19.63830 0.36170 

COI. 66 COI. 66 2'u s.66 

GO"-61 
35" --x .. 35 

60 

r c ••. 23 , f~J)-
9.96403 6' 60 
9'963g, 5 59 
9.g63g2 5 ~ 
9·g6387 5, 
9.96381 ~ 56 
9,963,6 6 ~ 
9·g6370 5 54 
9·g6365 5 ~~ 
9.96360 52 

6-
9.96354 5 51 
9.9634~ 6 50 
9.9634 49 
~5-
9·g6338 5 48 
9.96333 6 47 
9.96327 46 

5-
11.96322 6 45 
9·96;316 5 44 
9.g6311 43 

6-
9·g6305 5 42 
9.g63oo 41 
9.96294 6 40 

5-
9.96289 5 39 
9.96284 6 38 
~5 37 
9.96273 6 36 
9-96267 5 35 
9.96262 34 
~6-
9.96256 5 33 
9.g6251 32 
9.96245 ~ 31 
9.g624o 30 -

61 •• 66 . 

Cuando los án
gulos difieren ell 
muy poco, se C011-

mene en que SO'f! 

prop01'C'ional es a 
los logatrítmos de 
las f1/.nciones t,"Í
gonomét1'icas, lo 
que aproximada
mente se verifi
ca. E n ton -
c.es, en nuestro ca· 
so, a un minuto 
(60") de diferen
cia entre dos án. 
gulos corresponde 
una diferencia de 
6 entre los loga
ritmos; a 35" de 
diferencia, ¿ cuán· 
to corresponderá 
entre los logarit: 

'mos?: , 

6 35 X 6 
3,5' x " x = -60 
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Como los cosenos disminuyen a medida que aurnenta¡y¿ 
los ángulos, al log ros 23° 15' le 1'esta1'enws cl número 
3,5, luego: 

log cos 23° 15' = 1,96322-
3,5 

log cos 23° 15' 35" = 1,96318 
Ejemplo : 2~ : Hallar log tg 66° 30' 20" 
El log tg 66° 30' 20" está comprendido entre lag tg 

66° 30' Y log tg 66° 31' : 

lag tg 66° 30' = 0,36170 I d' f - 34 
lag tg 66° 31' = 0,36204 \ 1, -

Prm:edicuelo como en el ejemplo auterioI', dii'emos: SI 
a 60" ele dIferencIa entre los ángulos correspondeu 34 
de diferencIa entre los logaritmos, a 20", &cuántos co
rrespouderá entre los logaritmos 1 : 

60"--34/ ' ~ _ ~ , , _ 20X34_ 
20" -- x ¡ " :20 - x ., x - 50 - 11 

Como las tangentes aumentan a medida que aum~n
tan los ángulos, al lag tg -66° 30' le sumaremos 11, que 
es la parte correspondiente a 20": 

lag tg 66° 30' = 0,36170 
11 

log tg 66° 30' 20" = 0,36181 
SEGUNDO CASO. - Dado el loga1'itmo de "U,na función 

trigo1wmétr"l.ca, halla1' el valor del án'guLo, - Si el án
gulo consta de grados y minutos, las tablas dan direc
tamente los logaritmos, 

Ejemplo 1 Q: Dado lag cos x = 1,59720, baIlar el va
lor de x , 

Buscando en las columnas encabezadas por cos) ba-
Ilarnos: 

x =660 42' 
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Ejemplo 20 : Dado log tg x = 1,63345, hallar el va· 
lor de x. 

Como en el ejemplo anterior, se halla: 
x= 23° 16' 

Ejemplo 30 : Dado log sen x = 1,59924, hallar el va· 
lor de x. 

Se tiene: x=230 2!i I 

Ejemplo 49 : Dado log cot x = 1,63135, hallar el va· 
lor de x. 

Se tiene: x=66° 50' 

Si la función dada no figura exactamente en las ta
blas, consta de grados, minutos Y. segundos, calculándo
se éstos por medio de Ulla interpolación simple. 

Ejemplo 1 Q: Dado log sen x = 1,59768, hallar el va· 
lor de x. 

En las tablas se halla que .el ángulo x es igual 'l. 23° 
19' más un cierto número de segundos. La difere.lcia 
en las tablas es 29, Y la diferencia entre e~ logaritmo da
do Y el logaritmo más aproximado de las tablas, es: 

1,59768 

1,59749 

19 
Diremos, pues: si a 60" corresponde una diferencia 

de 29 entre los logaritmos, ¿ cuántos segundos correspon
den a 19 de diferencia entre los logaritmos 1 : 

60" - 39 l 
x" --19 í 

luego: 
Ejemplo 20 ; 

lar de x. 

60 39 _ 60X 19 _ 2 " 
19 .. x -39 - 9 x 

x = 23° 19' 29" 
Dado log cot x = 1,63678, hallar el va-
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En las tablas se halla que el ángulo máf; aproximado 
es 66° 35' más cierto número de segundos. La diferen
cia de tablas es 34, y la diferencia entre el logai:itlUo 
dado y el logaritmo más aproximado de las tablas es; 

1,63657 

1,63623 
34 

Y diremos; Si a 60" corresponde una diferencia de 34 
entre los logaritmos, ¿ cuántos segundos c~rresponden a 
21 de diferencia entre los logaritmos ~ ; 

60"--34¡ 
x"---2Q 

luego; 

Empleando las 

60 34 
x = 2T .'. x 

x = 66° :J5' 37" 

EJERCICIOS 

Tablas Naturales. calcular 
guientes funciones trigonométricas; 
82. sen 3620' 
83. sea 17° 46' 
84. sen 78° 15' 
85. cos 12° 10 ' 
SG. cos 36° 52' 
87. eos 42· 17' 
88. tg 25° 40' 
89. tg68°14' 
90. tg 36° 42' 
91. cot 37° 20' 
92. cot 56° 55' 
93. cot 15° 38' . 

60X2l = 37" 
34 

el valor de las si-

R: 0,59248.' 

" 
0,30514;, 

" 
0,97906 

" 
0,97754 

., 0,80003 

" 
0.73983 

" 
0,4805::; 

" 
2.5044 

" 
0,74538 

" 
1,3111 

" 
0,65148 

., 3,57537 
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Empleando las Tablas Naturales, hallar lbs án~ulos que COl'l'f'S-

ponden a las siguientes 

94. sen a = 0,08107 

funcIones trigonométricas: 

95. \!leu (3 = 0,21530 
96. sen y = 0,99055 

97. 'Cos a = 0,99596 

98. eoz (3 = 0,92477 

99'. cos y = 0,33874. 

lOO. tg a = 0,17273 

J 01. tg (3 = 7,57872 

102. tg y = 0,94620 

103. cot .tI = 3,41973 

104. cot f3 = 0,16286 

105. cot y = 9,20516 

R: a == 4° 39' 

" (3 = 12° 26' 

" y = R2° 7' 

" a == 5° D' 
" f3 == 22° 22 ' 

" y = 70· 12' 

" a = 9" 48' 

" f3 == 82° 29 ' 

" y = 43" ~5' 

" a = 16° 18' 
" (3 = SO° 4.) , 

" y = Go 12' 

.Empleando las Tablas Logarítmicas, calcular el valor de las si
guientes fUDciones trigonométricas: 

106. log seu 36° 52.' 32' , R: 1,77821 

ltJ7. log sen 48" O' 41" " 
1,87115, 

108. lag sen 9" 39' 1'i" " 
1,22436 

109. log sen 39° 8' 52" . 
" 

1,8002;') 

llO. log cos 33° 21' 46" " 
1,92179 

J 11. log cos 49°12' 12" " 
J:81516 

]]2. log cos 72" 52' 49" " 
1,46R89 

113. log coa 65° O' 47 " " 
1,625i4 

114. log tg 63" 39' 27" 
" 

0,30526 

115. lag tg ;l9" 8':l2 " " 
-i,91 06,) 

] IG. log tg 49° O' 54" 
" 

0,06107 

117. lag tg 89° 32 ' 1-1 " ". 2,05921 

118. log r()t 72° 35' 47" 
" 

1,49617 

119 lag cot 9" 39' 17" " 
0,76924 

120. lag cot 2!)" 15 '~3' , 
" 

0,32627 

]21. log cot 45° l' 48" " 
~99954 
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Empleando las Tablas Logarítmicas, hallar el valor de los ángu

los que corresponden a las siguientes funciones trigonométricas: 

122. log sen a = 1,40888 R: a = 14°51'19" 

123, log sen f3 = 1,77569 " 
f3 = 36° 37' 40" 

]24. log sen y = 1,942U7 " 
y=61°12' 8" 

125. log sen 8 = 1,704:J5 " 
8 = 30· 24' 50" 

]26. log cos a = 1,67412 " 
a = 61° 49 ' 23" 

] 27. log cos f3 = 1,92:l86 " 
{3 = 32° 56' 45 " 

128. log cos y = 1,12575 " 
Y = 82" 19 ' 24' , 

129. log cos 8 = 3,89002 " 
8 = 89" 33' 18",8 

130. log tg a = 1,88201 " 
a = 37° 18' 40" 

1:31. log tg {3 = 1,99500 " 
{3 = 4.j," 40' 12" 

132. log tg y = 0,27743 " 
Y = 62°10'10" 

133. log tg 0=1,33471 " 
8 = 12°11'44" 

J:34. log cot a = 0,54139 " 
a = 16° 2' 20 " 

135. log cot {3 = 1,12345 " 
{3 = 82° 25 ' 52' , 

]36. log cot y = 1 ,81707 y = '56°43'30" 

137. log cot 8 = 1,97500 " 
¡¡ = 46" 38' 52 " 



CAPITULO IX 

RelaciDnes entre los elementos de un triángulo rectángulo. 

104. TEJOREMA 1. - En todo tn'ángulo rectáng1!1o, 
cada cateto es igual a la hipotenusa m.ultiplicada por el 
seno del ángul(J¡ opuesto a d~'cho cateto, o por el 'case'no, 
del ángulo adyacente. 

B 

l!'ig. 39 . 

sen c=~ . a .. 

b 
sen B = - .'. a 

b. 
lf) ABe. rcct{mgu]o. 

fig.39. 

T) c=a.sen C; b=a.scn n 
G = ~ cos B i b = a . cos C' 

Por definición de senO", 
se tiene: 

e = (L. sen e 

, b = a. sen B I 
1. ___ -' _____ , 

y por definición de coseno: 

cos 
b 

C=- . a .. 

(cos B = e 
a· 

-~--¡ 

, b = a. cos C I 
------_1 

[ e = a. cos B 

105. COROLARIO. - Ld 'Proyección de un segmento 
sob1'e u·na ?'ecia es 'igual al produ.cto (iel segmento .dado 
pOt' el coseno elel ángulo ag·ttdo que !orll!(¿ con la rcrta. 
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Fig.40. 
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e 

Sea el segmeúto a, 
fig. 40, Y la j'ecta m. 
La proyección de a so
bre m sabemos que es 
a', y el ángulo que for
ma eon m es y'. Trazan
do CAl 1m resulta, en el 
,t r i á n g u 1 o rectán
gulo ABC: 

'b = a.COS y 

pero b = a' por ser segmentos de parah;~la~ comprendi~ 

das entre paralelas, y y = y' por ser ángulos correspon

dientes entre .: paralelas, luego, reempl~zando, se tiene: 

l. a' = a. cos i I 
·106. TEOREMA n. - En todo triángulo rectángulo,. 

cada cateto es igttal al otro cateto m-uUiplicad,o po', • . la· 
tangente del ángulo opuesto al primero, o por la Mtan-

gente del úngtüo adyacervte. 8 

11) Aí1C, r~ctángulo, fig. 41 

T) c = b. tg C ,. b = c. tg B 

c = b. cot B ,. b = c. cot C CL...-!....L--:,..------!-

Por definición de tangente, Fig.41. 

se tie-::¡e: 
e 

·,tg C= b ·c = b. tg C 

tg 13 
b 

e 
b c. tg B 
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y por definición de cotangente: 
b r-----------~ 

cot e = - . . . b. = c. cot e 
e 

e 
cot B = b .. e = b. cot B 

107. Pendiente de una recta. - Al estudiar Goo
metría del Espacio, hcmos visto que el ángulo de una 
recta y un plano es cl ángulo determinado por la recta 
y la proyeceión de la recta en cl plano. Corrientemente, 
en lugar de indicar en grados la inclinación de una rec
ta con un plano, se emplea una razón, ~Iamada pendien
te de la t'eota, que es, precisamente, la tangente del án · 
gulo que forma la recta con el plano. 

N' 

Fig. 42 . 

Así, fig. 42, si A'B es la proyección de AB y a y el 
ángulo formado, se tiene: 

. AA' 
pendiente. de AB = tg a = A'B 

Y si M'N' es la proyección de MN, se ticne; 
MP 

pendiente de MN = tg f3 = NP 
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Ejemplo: Para 'indicar la inclinación de una vía de 
tranvías 6; dice que su pendiente es de tanto, por ejem
plo, de 4 por 100. lo que significa. que: 

' 4, 
tg Ct = 100 

sIendo a el árigul0 de la inclinación. 

108. 'Recta de máxima pendiente de un plano. - Si 
dos planos se cortan, la recta de máxima. pendiente de 
uno respecto al otro, es la recta del primer plano que 
€S perpendicular a la intersección. La penélrien1te de 'un 
plano es la pendiente de la 7'ecta de máxima pendiente. 

Fig. 43, 

Si AB pertenece al plano 'Ir, fig. 43, Y es AB 1. MN, la 
recta AB es la recta de máxima 'pendiente del plano '1(' . 

La pendiente del 'plano 'Ir respecto al plano 'Ir' es el ángu· 
lo a, es decir: 

pendiente de 'Ir , pendiente de l'LB = tg a = ~~ 
:ejemplo: Cuando se dice que la pendiente de una 

carretera es del 7,5 % significa que el ángulo a que for
l!l J. con un plano horizontal es: 

7,5 75 
tg a = 100 = 1000 = 0,075 
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Resolucl6n de los triángulos rectángulos 

109. Definición. - Resolve!' un tl'ián,gulo, es calcu
lar sus elementos conociendo algunos de ellos. 

Los elementos prip.ci pales de un triángulo son sus la
dos y sus ángulos . 
. Un triángulo está determinado cuando se conocen tres 

de sus elementos, siempre que entre 108 datos figure un 
lado, por lo menos. 

En un triángulo rectángulo, el ángulo recto siempre 
es conocido. 

110. Casos de resolución. - Se presentan los si-
guientes casos; 
'f') Dados los catetosj 
.lQ2 Daelos un cateto y la hipotenusa; 
~ODlados tm cateto y un ángul,o ag'udo j 
-f1'-Dado8 la. h'ipoten.ttsa y tb!'h ángu,lo agudo. 

Estos cuatro casos son los llamados casos clásicos de 
l'esO/;ución, pero existen otros muchos cuya resolución 
sale de los límites de esta obra. 

111. PRIMER CASO. - Resolver 'un t1"iángulo rectán
gUlo conocie11do los catetos. 

e 

a 

b 
Fig. 44. 

B 

e 

A 

Dalos: b y c, fig. 44. 
Incógnitas: a, B, C. 

Solución 

Por el Teorema de Pitágoras 
se tiene: 

(¿ = V b2 + c2 
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r'or definición de tangente, se tiene: 
b 

tg B = - .'. log tg B = log b -log e 
c 
c 

tg e = b .'. log tg C = log e -log b 

Una vez calculado el ángulo B, el ángulo C se calcula 
más fácilmente por medio ele la fórmula: 

C=9()<>-B' 
EJEMPLO NUMÉRICO. - Da,tos: b = 15 cm., c = 20 cm, 

In.c.ógnitas: a, B, C . 
. .Gálculo de a: 

- a = V b" +c· 
1.( ,-

a = V 152 + 20· = V 625 = 25 ; (t = 25 cm. 
Cálculos auzilares Cálculo de B: 
log 15 = 1,17609 log tg B = log b -log c 

- log 20 = __ 1,30103 log tg B = log 15 -.log 20 
1,87506 log tg B = 1,87506 

En las tablas se halla que: B = 36° 52' 11",5 
Cálc1tlo de C: 

C = 900 -B 
C = 90° - 36° 52' .11,"5 
C = 53° 7' 48",5 

112. SEGUNDO CASO. - Resolve?' 1t.'n tr1:áng1tlo rec-
tál1gttlo conociendo ~ln cateto y la Jufpotenusa. 

e b 
Fig. 45. 

8 Datos: (t y b, fig. 45. 

e 

A 

Incógnitas: e, B, C. 

Solución 

Por el Teorema de Fitágoras, 
se tiene: 
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Por definición de seno y de coseno,. se tiene: 

b 
sen R = 

a 
log sen B = log b - log a. 

cos e = b .. log cos C = lag b - log a. 
(1. 

E,JEMPLO NUMÉRICO. - Dadas a = 3,50 m. y b = 2 m., 

calcular c, B, C. 
Cflle'lI¿o de C: 

c= 11 a' - /.¡a 

e = V 3,5z - 22 = 11 8,25 = 2,87; e = 2,87 m. 

Cálculos al/xiLiares Cá¿cnlo de B: 

1016 2 = 0,30]03 
- log 3,5 = - 0,54107 

lag sen B = log b - lag a 
Jog; sen B = ~ag 2 - log 3,5 
log sen B = 1,75696 

---
1,75696 

En las tablas se llalla qnc: B = 34° 51'. 

Cálct&/.o dc e: 
C = 900 -B 
C = 90° - 34° 51' 

C = 55°!)' 

113. TEReEH. CASO. - Resolvor nn triángttlo 1'ocltin· 

gulo conoc·iendo nn cateto y U11· ánuu./o agudo. 

B Dalos: b y e, fig. 46. 

Incógnitas: a, c, B. 

a SO¿llción 
e 

Se tiene: 
b 

e b A e COs 
F'ig. 48. 

a 
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de donde: 
b 

a ,= cos C . . log a = log b - log cos C. 

Por el teoremaII (106), se tiene: 
e = b. tg C .'. log c = log b + log tg C. 

Uná relación conocida da: 
B = 90"-C 

EJEMPW NUMÉRlco.-Dados B = 725 m.·y C = 28° 32', 

calcular 0, c y B. 

Cálculos a.u.xitim·es: Cálculo de a: 

log a = lag b - log cos C log 725 2,86034 

log cos 28° 32' = - 1,94376 

2,91658 

log a = log 725 -log cos 28° 32' 

log a.= 2,91658 

log 725 

log tg 28° 32' 

En las tablas se' halla que: 
0,=825,24 m. 

Gálculo de c: 

2,81)034 log e = log b + log tg C 
+ 1,73537 log e = log 725 + log tg .28°32' 

2,59571 .log c = 2,59571 

I En las tablas se halla: que: 
I c=394,19 m, 

Cálwlo ele B : 

B=900-C 
B = 90°-28°32' 
B=61°28' 

114. OUARTO OASO. - ResolvM' 1W~ triángulo 1'ectán

gulp conociendo la hipote1lit/.So, y mt &,ngulo agudo. 
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Fig. 47. 
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Datos: a y B , fig 47. 

Incógn.itas: b, e y C 

Sol'ución 

En el teorema 1 (104), SQ tiene: 

b = a. sen B . . log b = log a + log sen B 
e = a. cos B . . log e = log a + log cos B 

Por una relación conocida: 
C=900-B 

EJEMPLO NUMÉRICo.-Dados a = 45,18 ro y B = 6{020', 

calcular b, c y C. 
Cá[culo de b: 

Cálculos auxiliares: 

log 45,18 1)65495 

lug sen 64° 20 ' = + 1 ,95'488 

1,60983 

log b = log a + log sen B 
log b = log 45,18 + 

-1- log sen 64°20' 
log b = 1,60983 

En las tablas se halla que: 
b =40,72 m 

Cálculo de c: 

log a 1,65495 log c = log a + log cos B 

log cos fW 20' = + 1,63662 log c == log 45,18 -1-
1.29157 + log cos 64°20' 

log e = 1,29157 
En las tablas se halla que: e = 19,569 In 

CálC1tlo de C: 
C=900-B 
C = 90° - 64°20' 

e =25°40' 
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BJERCICIOS 

Rlsol,ve!' los siguientes b;iángulos rectángulos .empleando las Ta 
bla~; Naturales: 
l:lS. U = 18 m; e = 15 m. 

R: a = 23;431 m.; B = 50· 11' 40"; C = 39· 48' 20" 
139. (! = 21,28 m.; b = 13,56 ID. 

R: e = 16,4 ID.; B = 39° 35'; C = 50· 25' 
140. U = 17;28 ID.; C = 51· 25. 

,R: a = 27,1' ID.; e = 21,66 ,m.; B = 3E035' 
141. ' (1 = 48 ID.; B= 60° 29'. 

R: b _ 41,78 ro.; e = 2a,64 ID.; .G = 29°31' 
142. 0= 742,34 ID.; e = 46° 44'. -

R: a = 1020,4 m..; 1.1 = 699 ID.; B = 43" 16 
l4a. a = 400 ID.; b = ' 352,39 ID. 

R: e = 189,25 ID.; B = 61°45'46" 
144. a = 52,28 ID.; C = , 51°44'. 

R: b ' 32,36 ID.; e = 41,03 ID.; B = 38° 16' 
145. 1.1 = 202,93 ro.; c = 103,33 ID. 

R: a:::::: 227,73 ro.; B = &3°0'54"; C = 26° 5f1'6" 
Resolvo!' los siguientes- triángulos rectángulos eUlplce.ndo las 

Tablas Logarit¡nieas: 
146. b = 70,5 Jn.; () = 90,6 ID. 

R: a = 114,8 m.; B = 37"53'16"; C = 52"6'44 " 
147. a = 871,33 in.; 1.1 = 786,11 ID. 

R: ()::::: 375,83 ID.; B = 64° 26' 53"; C '- 250 ~3' 7" 
148. 1.1 = 261,7 ID.; B = 61° 10' 42". 

R: a = 248,19 ID.; e = 144 ID.;: C = 28°49' 18" 
149. a = 58.9 m.;" C = 65°57'15". 

R: b = 24 ro.; c· = 53,79 in.; B = 24°2'45" 
150. q, = 22,062 111. ; 1.1 = 12 ID. 

R: () = 18,513 ID. ; B = 32° 57'; e = 57° 3' 
151. a = 596,76 m.; B = 30" 47 14". 

R: b = 305,45 "¡:n.; e = 512,66 m.; C = 59° 12' 46 . , 
152. 1.1 = 211,4 ID.; e '= 248,34 m. 

R: a'= 326;4 m.; B = 40° 22'; e = 49° 38' 
153. ,1.1 • 6,12 ID.; C = 46° ,43' 28". 

R: á = 8;927 ro.; () = '6,5 ro.; B = 43°16'32" 



CAPITULO X 

Relaciones entre los elementos de un triángulo cualquiera 

115. Teorema del seno. - En todo triáng1llo los la-
dos SO'/1 p1'opon;íonales a los senos de los cíngulos oplj,est().~. 

8 

A 

a 
M 

Fig. ' 48. 

6 
JI ) ARe, fig. 48 

'1') ~ _ _ b _ = _c_ 
sen A - sen B sen e 

A 1 trazar la altura de 
A111, resulta: 

[::, 
en el AMe, rect.: 

AM = b . sen e (1 ) 
e [::, 

en el AMB, rect..: 
A.M=c.sen B (2) 

De (1) Y (2) se deduce: 
b .sen e = c.sen B 

de donde se saca: b C 

SellE = sen e 
Al trazar la altura BN, resulta: 

6 
en el BNe, rect. : BN = a.sen e 

6. 
en el BNA. rect.: BN = c.sen A 

De (4) Y (5) se deduce.: 
a.sen e = C.sen A 

dp donde: 
a e 

sen A = 'sen e 
Comparnnc1o (3) y (6) se deduce que: 

(l b e 
sen A = sen B = sen C' 

(4) 

(5) 

(G) 
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116. Teorema, del coseno. - En. todo tr1'úngulo el c1la
dmdo de un lado es igual a la suma de los cl¿adrados 
ele los otros dos lados, menos el duplo del p"ocluclo el,e 
ellos por el coseno del ángttlo comprendido. 

A A 

e 
Fig. 49. Fig . 50. 

6.. 
H) ABO, fig. 49 Y 50 
T) b2 =a2 +c2 -2ac.cosB. 
Hay que distinguir si el ángulo opuesto al lado dado 

es !\gudo u obtuso. 
~ 

19 ANGULa .AGUDO. (li'igura 49) . ..,..- 'Por Geomeh'ín 
plana, sabemos que el cuadrado del lado opuesto a un ái1-

gulo agudo t:s igual a la suma ~le los cuadrados de los 
otros dos menos el duplo ue uno de ellos por la proyec
ción del otro sobre él; es decir: 

b2 = a2 + c2 - 2a.BM (1) 

En el triángulo rectángulo ABM se tiene: 

BM = c.cosB 

Sustituyendo este valor en (1), resulta: 

b2 = a2 + c2 
- 2ac. cos B 

2°) ANGULO OBTUSO. (Fig. 50). - Se sabe que el 
cuadrado del lRdo opuestO n un ángulo obtuso es igual a 
la suma dé los cuadrados de los otros dos más el duplo 
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de uno de ellos por la proyección del otro soul'e él; es 

decir: 
b2 = ([2 + c2 + 2a. BM (1) 

En el triángulo rectángulo ABM se tiene: 
BM = C.COSa (2) 

pe\o los úngulos a y B son suplementarios, y sabemos que 
los .sellos de dos ángulos suplementarios son ignales e11 

valor ausoluto y de distinto signo, 11l :,gO: 

COSa=-COS B 

y sustituyendo en (2): 
BM = c.(-coc;B)=-c.cosB 

valor que reemplazado en (1) da: 

b2 = a2 + c2 - 2ac.eos B 

Análogamente: a2 = b2 +c2 -2bc.cosA 
c2 = ([2 + 62 - 2ab . c~s C 

117. Teorema del coseno modificado. - - En todo 
triángulo ABC se tiene qne: 

sen ~ = =1= J/(P - b~ ~ - e) 

A 
cOS 2 = ± l/p (p - a) 

b e 

siendo a, b velos lados y p el semiperímetl'o. 

rO) De la fórmula: 

se deduce que: 

a2 = b2 + c 2 - 2bc. eOR A 
b2 + c' _ "t2 

cos A = - - ---2 b e 

Recordemos, (72) , que: 
A A 

. cOs A = coso 2 - sen' 2 

( 1 ) 
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y,que. (15): 
" A " A 1 = sen- - + cos- -2 2 

Restando ordenadamente: 

o bien: 

2 A 
1-cosA=2sCll ""2 

2 sen~ ..:!. = 1 - cas A 
2 

Reemplllzando en esta expresión el valor (1) . 
A b2 + eV. - a' 

2 sen2 n = 1 c, - --2- b-e--

o bien: 
o A (,' - bf - c't 

2 sen- ""2 = 1 + - -2-b-c-' -

y efectuando: 
a~ - b2 

- e" + 2be 

2 " e 
a2_(/~_e)2 

2 b (! 

(a -+- b - 1') (a - {¡ + ~ 
2 b e 

Por otra parte, sabemos que: 

a + b -+ e = 2p 

(2 ) 

Y reslancl0 2(': (~+b+c-2c = 2p-2c 
a+b-c = 2(p-c) (;:f) 

De igual mane¡'a: 
a-b+c = 2(p-b) (4) 

Hccmplaza nclo los \'i¡]o)'e:; (!1) y (J) en (2): 

, A 2 (p - e). 2 (p - b) 
2 sen- "2 = 2 h e 

• A 4 (p -- b)(p - e) 
trasponiendo 2: sen-"2 = 4 "b e 

2 'A (p - b) (p - e) 
sen "2 = --·-b e 
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y extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros, qurda : 

sen A' = + 1/( P ~ b) (p - e) 
2 - V b e 

Análogamente: 
B . .!(p--a)(p-c) 

sen 2 :- ± V a e 

sen ~ = + VJP-alLP-b) 
2 -' a b 

2?) Sabemos qu~: 1 2 A • A = sen - + cos- -
2 2 

y que: cos A = cos2 
: ~ sen" ~ 

A 
snmando ordenadamente: 1 + cos A = 2cos 2 2 

. A 
es decir: 2 cos2 2 = ,1 + cos A 

y reemplazando aquí el valor ya hallado de 
_ b2 +C2 _ a2 

cos A = 2 b e 

A ,b2 + c2 _a2 

2 cos~ 2 = 1 + 2 b e 

efectuando la suma: 
__ b2 +C2 -a2 +2bc 
- 2ú e 
_ (b + c)2_a2 
---2-bc-

( 1) 

_ (b+c+a)(b+c-a) (5) 
- 2 b e 

Pero :- b + e + a = 2p ( 6) 
y: b+c-a=2(p-a) (7) 

Reemplazando los valores (6) y (7) en (5): 

2 COS;2 ~ = 4PC:
bc 

a) 
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o bIen' 
2 A p(p - a) 

cos 2 = --b-e-' -

y extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros: 

A V'l'----.U?-- a) cos 2 = + b e 

B V p (}J - b) ' Análogamente: cos 2- - + (H) a e 
e 1/ p (p - e) cos 
2 ± / a b 

118. CORJOLARIO. - Dividiendo ordenadamente las pri
meras fórmulas de (1) y (lI}, se obtiene: 

A V (p-b)(p-e) sen-
2 + be 

--A"- - p (p-a) 
cosT be 

o bien: A +V (p - b) (p - e) 
tgT= p (p-a) 

Análogamen te: B ±V (p-a) (p-c) (m) to'- = 
9 2 P (p- b) 

e ±y (p -a) (p-b) 
tg 2 = -----¡;-(p- e) 

Los grupos de fórmulas (1), {JI) y (TII) son calcu
lables por logaritmos y permiten calcular los ángu,los co
nociendo los lados de un triángulo cualquiera, 

119. Teorema de las tangentes. - En todo t1'1'(íng11-

lo la S~lma de dos lados es a su drifel-encia, como la tam
gen.te de la. sPlnismna ele los ángulos opil"estos es a la tan
gente ele la semid'iferencia ele los mismos lÍngulos. 
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A+B 
t:, a+b tg -2-

ll) ABe T) a-b A-B 
tg ---r 

Por el teorema del seno se sabe que: 

a b 
sen A = sen B 

e invirtiendo la proporción: 
a sen A 

b = sen B 

y por una propiedad de las proporciones, tenemos: 

a + b _ sen A -+- sen B 
eL - b - sen A - sen B 

y transformando en producto la suma y diferencia de 
senos: 

2 sen 
A.+B A-B 

a+b ~ 
cos --2-

a-b A+B A-B 
2 cos -2- sen ~ 

() sea: 
a+b A + B A-'-B 
a-b= tg -2- cot 2 

A-B 1 se obtiene: cot --2- - A-E 
, y como 

tg -r 

tg 
A -!- B 

a+b 2 
a-b A-E 

tg 
2 
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Resoluci6n lIe triAngulos oblicuángulos 

120. CASOS DE RESOLUCIÓN. - Se presentan los siguicn-
\ 

tes casos: 
1°) Dados dos lados y el ángulo c01nprendido; 
29) Dados dos ángtüos y el lado c01nprendido; 
3~) Dados· los tl'es lados; 
49) Dados dos lados y el ángulo opuesto. a uno de ellos. 
121. PRIMER CASO. - Resolvcl· un triángulo cono-

ciendo dos lados y el ángulo comprendido. 

A Datos: a, c y B, ligo 51. 

Incógnitas: A, C y b. 

Solución 

B~J----a+-----~C 

Fig, 51. 

Los ángulos A y C se calcu 
Jan resolviendo un sistemR de 
de dos ecuaciones con dos in
cógnitas. En efecto, se tiene que : 

o bien: 

de donde: 

A + B + C = 180° 
A + C=1800-B 

.1 + C _ 900 _ ~ 
. 2 - . 2 

( 1 ) 

y calculando la tangente dc ambos miembros: 

' A+C ( B) 
tg 2 = tg 90

0 
- 2 

flue es una de las dos ecuaciones del sistema. 

Por el teorema de las tangentes, se tiene: 

tg' 
A+C 

a+c ~-

a-e A - C 
tg ---

2 
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de dOllde se deduce que: 

A - e 
A + e ) tg 2 (a - e 

(3) tg -2- = a + e 
que es la otra ecuación del sistema. Reemplazando el va· 
lar (2) el1 (3), resulta: 

A _ e tg (90°- -}) (a - e) 

tg-2-= a+c 

.En el segundo miembro todos los elementos son cono
cidos, de manera que efectuando las operacionesl'esulta

rá un cierto valor a, luego: 

A-e 
-2- =0. (4) 

Sumando las expresiones (1) y (4) resulta: 

A = 90° - -~- + o. 

Restando a (1) la expresión (4): 

e o B = 90 - T - o. 

y obtcnidos así los valores de los ángulos A y C. 
Para calcular el lauo e aplicamos el teoreI!la del seno: 

de donde: 

a b 
sen A 

b _ a. sen B 
- sen A 

EJEMPLO NUMÉRICO. - Datos: a=45 m, c-:::32 m. 
B = 36°. Incógnitas: A, C, b. 

Cálctllo de A y C: 

Se tieIH': A + q = 90" _ B 
2 2 



A + C 
2 

Además: 
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A- e 
tg ~:r-

e) 

a+e 

tg 
A-

2 
C 72° (45 - 32) = tg 45 + 32 

tg' 72° X 13 
77 

y logaritmando: 

A - e 
log tg - 2 -

Cálculos au:ciliarcs. 

log 72° + log 13 + colog 77 

A-e 
log tg --2- = 1.71567 

log tg 72° = 0,48822 En las tablas se haHa que: 
log 13 = 1,11394 .4. _ e 
colog77 =2,11351 2 =27°27'23"(2) 

(1) 

1,71567 ' Sumando y restando los valores 
(1) y (2), resulta: 

. A~e + A;C = A = 720 + 27027'23" . , A = 99°27'23" 

A + e _ A - c. e = 720 _ 27°27'23" . . e = 44032'37" 
2 2 

Cálculos au:dliaTes Cálculo de b 
lag 45 = 1,65321 S. a, sen B 

e tlene: b = - - - -
log sen 36° = 1,76922 sen A 

--- de donde: 1,42243 

(180 log b = 100' a + Iocr sen )j ---son 99° 27' 2a' I sen u _ o '" 

09°27'23") = 30°32'37" -logsenA 
lag Sl'¡¡ 80· :3~' :17 " = 1,99405 , log b = log 45 + lag sen 

)A~243 

-- 1,9940;3 

1,4283~ 

." 
36° - log sen 9!)o~7/2~{" 

log b = 1,42838 
. . b = 26,815 ' 111 
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122. SEGUNDO CASO. - Resolver t¿11 triángulo cono

ciendo dos ángt¿los y e! lacLo comprendido. 

A Da.tos: B, C y a, fig. 52. 
In,cógnitas: b, e y A. 

Solt¿ción 

Se sabe que: 
A-\- B +C=180° 

luego ~ 
A = 180° - (B + C) 

Por el teorema del seno, se tiene: 
a b e 

senA sen tE sen e 
de donde :se deduce: 

b 

c= 

a. sen B 
sen A 

a. sen e 
sen A 

KJEMPLO NUMÉRlOO. - Datos: B = 56°, C = 38"25', 

a = 75 m. Illcógnitas: b, e, A. 

Cálctüo de 11: 

A = 1800 
- (B + C~ 

A = 180° - (56° + 38°25') 

A = 85°35' 

Cálculo de b: 

b=~~ 
sen A 

y logaritmando: 
log b = log a + log sen B" eolog sen A 
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Cálculos at!Xilülres log b = log 75 + log sen 
56° + colog sen 85°35' 

log b =1,79492 
lag 75 

log sel\ 56" 

colog SCD 85° 35' 

log 75 

log sen 38° 25 ' 

colog seD 85° 35 ' 

= 1,8;506 

= 1,91857 . 
Y en las tablas se halla '; 

= 0,00129 b = 62,36 -m ' 
1,79402 

Calculo do c: 

al sen e 
e = . sen A 

log c = log a + ¡log sen e + 
= 1,87506. -+- colog sen A 
= 1,79335 log e = log 75 + log sen 

== 0,00129 38°25' + colog sen 85°35' 
1,66970 log c = 1,66970 

e'" 46,74 m 

123. TERCER ·CASO. - Resolver ~~n 'triángulo cono
ciendo S1/S tres lados. 

A 

b 

8 
Fig. 53. 

C0S 

cos 

e 

B 
2 ' 

(J 

2 

DatQs:. a, b, (;, fig. 53. 
Incógnit~: A, B, C. 

Solución 
Las fórmulal:l obtcuida~ en (117) 

nos dan las soluciones: . 

cos ~ = -1 I/~ (p-a) 
2 _. be 

+ J/ p (p-b) 
ae 

= + 
l/P (p - e) 
V' ab 

EJEMPLO NUMÉ~CO. - Datos: a = 48 m, b = 64 m, 
c= 90 m; Incógnitas: A, B Y O. 
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-;;;: .. :'(0 ~ Cál'ulo de A, 

\ "\ cos ~ VPJP - eL) 

1 '1 2 be og81'lÍm8m O : 

.:!. _ log 'P + log (1J-a) + colog b' + colog e 
log cos 2 - 2 

1 j~ -'- log 101 + log 53 + colog 64 + coloo_(1'_00 og e o s 2 - , -'-----'''----'---:2::-=-=~~:..::......~-=.::...:..::. 

tá.lculo8 atlx-i/im'es 

4.8 + 64 + 90 
P = - - 2 - - :c 101 

p - a = 101 - 48 = 53 

Jog 101 = 2,OO4.~2 

log 53 = 1,72428 

eolog 64 = 2,19;¡82 

eolog 90 = 2,04576 

J,9681B 

2 

1,96818 

= 1,98·109 

-. , 
A 

log cos 2' = 1,98409 

En las tablas se halla: 

A 2 = 150 25' . . A = 30°50' 

Cálculo de B: 

B 
cos 2 ± l/I! (p - b) 

V' ac 

log cos !!. = log p + log (p - b) + colog a + colog e 
2 2 

loO" cos !!. =. log 101 + log 37 + colog 48 + colog 90 
b 2 2 

p-b=lOl-G,! .-: 37 B 
log cos -2 = 1 9685" 

log 101 = 2,0()4:,~ , ú 

log 37 = 1,56820 

colog 41:> = 2,:31876 

colog DO = 2,04576 

1,93704 

f,"9:-l70~l . _ 
-2- = 1,96852 

En las tablas se halla: . 
B 2 = 21" 33' .'. B = 43° 6' 

Cálculo de C: 

~ = ...L -VP(P- e) 
cos 2 - a b 

J 
e log p + log (p-c) + colog a + colog e 

og cos"2 = 2 
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l
e log 101 + log 11+ colog 48 + colog 64 

ogcos2" = 2 

Cálculos auxiliares I 

b-=101-90= 11 ' 
log HH = 2¡00'432 
lag .11 = 1,0·1139 

éOlog 48 = 2,3]876 

colog 64 = ~193~ I 
1,5582D 

1,55829 I 
-2- = 1,77914 I 

e 
log cos 2"" 

En las tablas se halla: 

1,77914 

e o'. e o 2"" = 53 2 .. = 1064' 

124. CUARTO CASO. - Ucsoll1>Cr 1l?l triángulo conocien·· 

da dos lados ?J .el ángulo opuesto a 1lno' de ellos. 
Datos: a, b y A, fig. 54.,' Incógnitas: e, B y C. 

e 

b 

A~~-----c~------~B 

Fig. 54. 

Solución 
Los ángulos B o e se 

calculan aplicando el teo
rema del seno. 

a b 
sen 11 =- sen B 

b. sen A 
de donde: sen B = ---a 

Conocido el valor .de B, se halla el de e por lq fórmnla 
A +B + e = 1800 

de donde: e = 1800 -(A + B) 
El lado e se ca lcula aplicando el teOl'ema del senO: 

a e 
sen .1 = sen e 

a. sen e 
e = sen A de donde: 

Con lOR datos del problema se tienen dos triángnlo~ que 
cumplen la~ condiciones, como puede observarse en la 
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figura 55, resultando, en consecuencia, dos soluciones pa

ra el prob!ema. 

La razón de esta solución doble está en que como el 

ángulo e ~e determina por su seno, y el seno de un án
p:u 1() es igual que el seno de su suplemento (34), reRulta 

que se pnede tomar cualquiera de los dos ángulos. 

e 

I"ig. 55. 

Consideremos geométri
camente el problema y 
sea construir el triángu
lo en el que se conocen 
a, b, y A, fig. 55. 

Construímos el ángulo 
A, y luego AC = b. 

Si hacemos centro en 
el punto e y con una medida del compás igual al lado 

a cortamos al lado AB, el triángulo AB'C también tie
ne los mismos datos que el triángulo ABC. 

Podría suceder que el úco descrito cortara en un solo 

punto al lado AB. entonces no tendremos sino una sola 
-solución: el triángulo rectángulo ABC. 

Si el arco no corta al lado AB, no hay solución 

El pl'oblema tiene una sola solución: 
10) Cuanclo es a .= b. sen A, pues entonces resulta un 

triángnlo rectángulo; 

2°) Cuando es a = b, pues entonces los ángulos A y B 
son iguales; 

3°) Cnalldo es (L > b, pues entonces resulta. A > B. 
siendo agudo el ángulo B. 

Cuando es a < b. sen A el problema no tiene solución. 
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EJEMPLO NUMÉRIOO. - Datas: a = 120 m,. b = 185 m. 
A = 350 18'. 

Ipcógnitas: B, C, c. 

Cálculo de B: 
Se tiene: 

b. sen A 
sen B = 185 . sen 35° 18' 

120 
Cálculos auxiliares 

fog 185 = 2,26117 

log sen 35° 18' = 1,76182 

colog 120 = 3,92082 

log sen B = 1,94981 

y lagaritmanda: 

lag sen B = log ]85-1-

+ log sen 35° 18' -1- colog leo 
lag sen B = 1,94981 

y en las tablas se halla: 

1
620 58' 51" B-
1800 

- 620 58' 51" = 1170 l' 9" 

Cálculo de ·C : 
Se tiene: 

C = 180° -(A +B) 

a = ¡ 1800 -(35° 18' + 62° 58' 51") = 81° 43' 9'" 
¡ 1800 

-( 35° 18' + 117° l' 9") = 27° 40'51'1 

'Cálculos auxiliares 

log 120 . = 2,07918 

lag sen 81 "43'9 " = 1;99545 
colog sen 35° 18' = 0,23818 

log c = 2,31281 

log 120 = ~,07918 

log sen 2'7°40 '51"= 1;66702 
eoJog sen 35° 18' = 0,23818 

log e = 1,98438 

c= 

í 81° 43' 9" 
120. sen I 27° 40" 51' c= 

sen 350 1S' 

Hemos obtenido: . 

lag el = 2,31281 :. e = 205,5 m. 
lag c = 1,98438. ',C = 96,46711/. 
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J~as dos soluciones elel problema son: 
H) B = 62° 58' 51" ; e = 81° 43' 9" ; c = 205,5 m. 

2a ) B = 117° l' 9" ; e = 27° 40' 5]" ; c = 96,467 'In. 

En ambos casos comprobamos que la suma de los iln· 
gulas es 180°: 

35° 18'. 
62° 58' 51" 
81° 43' 9" 

178" 119' 60" 

EJERCICIOS 

35° 18' 
117° l' 9" 
27° 40' 51" 

179" 59' 60" 

Resolver los siguientes triáugulos oblicuángulos empleando la~ 

Tablas Naturales: 

J54. (l. = lG,üiJ 111.; e = ]0,G84 m.; B = 58°20'. 
R: Ú = 14,30 m.; L1 = 82" 10'; e = 3D" 30' 

155. a = 77,5 m.; B = 113" 40'; e = 40" 5'. 
R: b = 160,6 m.; e = 112,9 111.; Á = 2tJ" 15 ' 

156. a = 23,6 111.; b = 1:3,18 111.; e = 16,-11 m .. 

R: A = 106°55'; B = :32°17'; e = 40°45' 

157. b = 140,8 ill.; e = 249,8 m.; B = :34° 3. 
R: lt = 191,5 lll.; A = 49°40'; e = 90"17' 

Resalv·er los siguientes triángulos oblicuángulos empleando las 
Tablas Trigonométricas: 

158. a = 17 m.; Ú = 12 m.; e = 59° 23'. 
R: e = 15,007 m.; A = 77° 7 ' 55"; B = 43° 2D' 5" 

L19. e = 102,58'm.; A = 35°8'10"; B = 57°13'20". 
R: a = 59,088 m.; b = 86,32 m.; e = 87°38'30" 

160. a = 112,38 m.; ' b = 177,51 m.; a = 173,16 m. 
R: A = 37°21'30"¡ B = 73°25'30"; e = 69°13' 

161. lt = ~7,3 m.; b = 39,2 m.; A = 37° 14'. 

I 60· 19' 17" 182026' 43 " 144,727 m. 
R: B = / 119°40' 43" ; e = 23""5'] 7"; e = 17,69.3 lll. 
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162. a = 10 ro.; B = 104° 28' 39"; e = 46° 34' 4 " . 
R: b = 20 ro.; e = 15 m.; .ti = 28°57' 17" 

163. a = 203,21 m.; b = 215,4 m.; e = 72° 10 '. 
R: e = 246,73 m.; A = 51° 37' 35"; B = 56" 12'24" 5 

164. a = 150 ro.; b = 184 ID.; e = 214 lll. 

R: A = 43° 28' 161.1; B = 57° 33' 28"; e = 78° 58 ' 16" 

165. a = 105 ro.; b = 110 ro.; .ti = 58°, 

B. = 
106,4 m. 62° 40' 30" 

10,03 m. ; B = 117°19' 30" ; 
59° 20' 

4° 40' 



CAPl'l'ULO XI 

Aplicaciones varias 
Area de un triangu\o 

125. Al'ea de 1m l1"íángulo conocie'l'l.do dos lados y el 
ángulo c:ompl'cnd1ido. - Sea el triángulo ABO, fig. 56 

A Trazando la altura h, su área es: 

S = 0 (1) 
2 

En el triángulo rectángulo 

BL---:!---=a~ __ ~C ADO se tIene que (104): 
D h = b.sen e 

Fig. 56. 

y ¡,remplazando este valor en (1), resulta: 
a. b . sen e 

s = 2 

lo que nos dice que: El área de un, t1'iángulo cualquiera 
es igual a la mitad del pl'od1¿Ct.o de dos lados m1¿ltiplicado 

por el seno del ángulo compl'end-i-lio. 
EJEMPLO: Rallm' el ál'ea de U11, tl"iá,ngt(,lo, midiendo: 

a, = 18 m, b = 25 m, O = 37° 23'. 

Se tiene; 

Cá,lc¡,los atlxiliares 

log 18 

log 25 

= 1.,25527 

= 1,39794 

log sen 37° 23' = 1,7g329 

colog 2 = 1,69897 

2,13547 

S 
_ a.b.sen e 
- 2 

S = 18 >< 25 X sen 37° 23' 
2 

log S = 10g18+1og25+ 
+ log sen37°23' +colog2 

log S = 2,13547 
. '. S = 136,6062m2

• 
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126. JI. - l1 alZar el área de nn tl'iángulo conociendo 

dos ángulos y el lado cornp¡'endido. - Sea el triángulo 
ABe. fig. 57. 

A 

Fig. 57. 

Por el caso anterior se tiene: 

S = a. b. sen e (1)1 
~ 

.Y del teorema elel seno:· 
a b 

sen A 

se deduce qne: 
b = n. sen B 

sen A 

y reemplazando este valor en (1), re.<;ulta: 

S = a2
• sen TI . sen e 

2 sen ¡[ 

lo que nos dice que: El área de wn. tl'iríngulo clUllq1liéra 
es tf)ttal al cuadmdo de 1m lado p01' los senos de los án
gulos adyacentes a dicho lado, todo d¡ividido pO?' el du.plo 
del s'eno del teTCe?' ángmo. -

EJEMPLO: II alTar el área dé l.tn triángu-lo, midiendo: 
a = 14 m, B = 65° 18', e = 43° 35', 

Cálc1110s aw¡;Íliaus 

.ti = 1800
- (B + C) 

A=1800-(65°18' + 
+ 43 0 35') = 71°7' 

2 log 14 = 2,29226 

lag sen 65° 18' = 1,9583:; 

log sen 43° 35' = 1,83848 

eolog 2 = 1,69R97 
eolog sen' 71" 7 ' = 0,02403 

1.81207 

a2 . sen B . sen e Se tiene: 
:2 sen A 

S _ 142 . sen 65° 18' . sen 43° 35' 
- 2.sen 71° 7' 
Se tiene: 

log S = log142+10g sen65°18' + 
+ log Sen43°35 + colog2 + + colog sen7107' 

log.S = ] ,81207 
_ . S = 64,8742 m 2 
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127. OBSERVACIÓN. ~ La fórmula que acabamos de 
deducir es cómoda para el cálculo logarítmico, pero para 
calcular con funciones naturales es preferible la sIguiente. 

Sea el t;riángulo ABO, fig. 58. Se :'labe que: 

A 

s= ~ (1) 
2 

b 
Pero por (106), se tienc: 

I-..--±--=---~C 
BD = k.cot.B 

OD = h.cot O Fig. 58. 

sumando ordenadamente y factoreando h, resulta: 

de donde: 

BD + OD = h(cotB + cot O) 
a = h (cot B + cot O) 

a 
h 

- cotB + cotO 
y reemplazando este valor en (1): 

a2 

S= ---
2(cotB + cot O) 

luego: El área de wn. t7'iJngldo cualq1tiem es igual al cua
dl'ado de un lado di'm'drido 'P'01' el dq¿plo de la su,ma de las 
cotangentes de los ángulos a.dyacentes. 

EJEMPLO. - Ha,na,?' el (¡t'ea de 1m triángulo, midiendo: 
(! = 14 m, B = 65° 18', C = 43° 35' 

S t · a2 ,e lene: S _ 
- 2 ( cot B + cot C) 

142 

S == ---~~~~----~~~-
2 (cot 65° 18' + cot 43° 38') 

Empleando las Tablas de las funciones naturales, re
sulta: 
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s. = 196 
2 (0,45995 + 1,05072) 

Y efectuando, se obtiene: 
S = 64,87 m2 

128. IIl. - Hallar el ' ú1'ea de 14n tl'iángulo conocien
do sus tl'es lacios. 

Hemos visto, (117),rqüe: 
-----

sen ~ = ,+ ,/(p-b) (17-e) (1) 
2 -- V he 

,----
y q nc ( 117) ~ A) '+ 1 / ',P (p - a) 

coso -t- '= - r be 1(2) 

T.ambién sabemos (71),. que: 
A 

sen A = ~.sen 2 

y reemplazando en esta expresión los valores (1) y (2) , 

- A' 2 V(P-b)(P-P) 
sen = . be 

VP<P- a ) 
be 

y efectuando el produCto de radicales de igual Índiee: 

_ Vp(p·-a) (p- b) (p-e) 
sen A - 2 (be)' -

o bien: 2 V p'(p- a)(p- b)(p- c) 
sen A = , ----=.....:....::=---...:..-.:,=---.:......:..:'-----'

be 

y trasponiendo be como factor, y 2 como divisor, queda: 

b . e . sen A • / ) ( -
2 ,= V p(p-a)(i)-b p-e) 

pero sabemos quc: :8 = ' ~':.i~~ 

luego: ' 8' Vp(p-a)(p-b)(p-~) 



~ 131 ~ 

es decir: El área de un triángttlo C1wlq/lim'a, es igual a 

la raíz cuad'rada del p1'oducfo del se1niperímetro, por cada 
uno de los númerOs que se obtienen a,L restar a éste cada 
lino de los lados del triángulo. 

E.JEMPLO. - Hallar el área de Í/.n triángulo cuyos lado-s 

miden 8 m" 12 m, y 10 m. 

Se tiene: S = V p(p-n)¡(p-b)(p-c) 
Cwc'U los (tlIxiliares 

a.+ b+ (' 
p 2 

8 + 12 + 10 
P = 2 = 16 

P - a = 15 - 8 = ? 
P - b = 15 - 12 = 3 
P - - e = 15 - 10 = 5 

/:) = V 15 X 7 X 3 X 5 

S = '1]575 = 39,G8 m2 

Area de un cuadrilMero 

129, Area de un paralelógramo. - Sea el paraleló, 
gramo ABCD, fig. 59. Tra-

A'k-______ ,D zancto la diagonal AC, la 

••..•• ". figUl'a queda descompues· 
•••••• la en dos triángulos igua-

", les: 
BL-J---+a---~ /':, 

{u'ca ABCD = 2 área ARC 
F'ig. 59. 

pero 
, ABCD a.b.senB 
area = 2 

luego: área ABCD = a. b .sen B 
('S decir: El Mea de w¡ pal'alelógm'lno es q'f!u.al al p1'oduc-
fo de dos lados consecu.tivos por el seno del á11g1.do com

prendido. 
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.130. Area de un cuadrilátero cualquiera. - Sea el 
A cuadrilátero ABCD, fig. 60. 

Trazando las diagonales d y 

O d/, resultan cuatro triángulos 
cuya suma de StlS áreas es la 
del cuadrilátero dado: 
área ABCD = 

area I+-ál'ea II+-úrca 'IH+ 
Fig. 60. +área IV ( 1 ) 

Por (J25) ', se tiene que: 

A 1 
AO.BO.flena 

rea = 2 

Area II = !lO. Oc. . sen (J 
2 

A 111 
_ OC.OD.sena 

rea .- 2 

A IV 
OD . .AO .scn (J 

rea = 2 

reemplazando estos valores en (1), Y recordando que 
sen (J = sen a por tratarse de ángulos suplementarios, re
sulta: 

A ABCD _ AO.BO.sen a + BO.OC .sen a+ 
rea ,..l:L - 2 2 

. OC. OD .sen a. OD .AO .sen a. + . +--..,..---
2 . 2 

sen a f ' saeandQ -2- actor comnn: 

sen IX 
Area ABCD = -2- (AO. BO + BO. OC +-

OC ·.OD +- QD.AO) 
factoreando BO en los dos primeros términos del parén
tesis, 'y OD . en los dos últimos: 
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sen (J. ) AreajlBCD,=~ lBO(AO + OC)+OD(OC +AO)] 

o bicn: sen (J. 

2 [BO.d+ OD.dJ 

[(l(:tol'cando d; sen IX 

2 
ci(BO+OD) 

y como no + OD = di, resulta: 

ABeD 
d .. a: .sen (t 

Area = 2 

luego: El área de un cuadrilátero es igual a /'a mitad 
del r/'oducto de sus diagonales por el seno del á'l'l.gulo 

que forman. 

Area de un polígono regular 

131. Area de un polígono regular conociendo el nú
mero de lados y la longitud de éstos. - Sean -n. el núme-

ro de lados del polígono re-

A 
Fig. 61. 

En la figura se tiene: 

gular y a uno de los lados. 
El polígono regular de n 
lados puede considerarse 
como la suma de las áreas 
de n triángulos isósceles 
cuyo vértice común es el 
centro d€l polígono, figu

ra 61. 

1:::. 
Arra polígono = n X árca AOB (1) 

Trazando la altura OM, resulta: 
b. a . OM-

Area AOE = --2--
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pero en el triángulo rectánguio AOM, es 

luego: 

o bien: 

a 1800 

OM = ?' tg -- luego: _ n 

t:, 
Arca AOB = 

t:, 
Arca A.OB 

a 180'" 
a, "2 ,tg ----;¡¡:- ' 

2 

1800 ' 
a2

, tg 
n 

--4--

y recmplazalido este valor en (1): 
1800 

n, a2 
, tg 

n 
Area polígono = -----::4---

luego: El área, de nn polígono ?'eg'U.lar es igtuil a la euada 
pa?·te del prorincto del nl'!(mero de lados por el cuadrado 
del lado pm' la tangen.te de la m,itad del an.gl¿lo centrál, 

132, Area de un polígono regular conociendo el nú
mero, de lados y él radio del polígono, - Se tiene, ñ. 
gura 61: t:, 

Area polígono = n X área A OB 
, ' Por (125) se tiene:, 

360 0 

t:, R2 ,sen --
Arca AOB = _' _=-_n_ 

2'~ 

y reemplazando este valor en la expresión anterior: 

R2 
36QP 

n, ,sen-
n 

Area polígono = ------;;:2---

luego: El área de tbn polígono 1'egulaQ' es igual (J; la mitad 
del prod¡teto del númm'o de lados por, el cuadmdo c1el 
radio y pm' el seno del ángttlo central, 
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133. Area de un segmento 
de círculo. - El segmento de 
círculo, AMB, figura 62, cs la di
ferencia entre el sector OAME Y 
el triángulo AOB. 

Area segmeBto AMB = 
'Arca OAMB - área OAB (1) 

Pero el área del sector es: 
:rt R 2 n. 

Area sector OL1MB = ~ 
,y el área del triángulo es: 

R~ . sen nO 
Area triáng. OAR = 2 

luego, I'eem plazHndo en (1), resulta: 
:rt R 2 n R~ sen 11

r
, 

Area segm. AMB = - 360 - 2 

R t 

S(tcallüo '"2 factol' común: 

Area segm. AMB = ~2 ( 7:0 - sen nO ) 

lueg'o: El área de 1tlt segmento Ci1'C1t./.ar es igual a la mi
tad del cuadrado del ¡'adio pOl' la diferencia entre el p"o
dueto ele 7r 'Y n ¿¡.,ivieZido por 180, 'Y el seno de n°. 

Area de la proyección de una figura plana sobre un plano 

134, Area de la proyección de un triángulo. ,- El 
triángulo dado puede tener o no un lado en el plano de 

proyección. 
1'!) El t'riángulo tiene un lado en .. el plan.o de proyec· 

ció-n, fig. 63. 
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Sea el triángulo ABG; su 
proyección sobre el plano 
71" es el triángulo A'BG. Si 
es Á'M la altura del trián
gulo A'BG, por el teorema 
de las tres perpendieulares 
es AM la altu.ra del triáT,l
gulo ABO. 

A 

Se tiene: 
Fig. 63. 

A AltBO Ba.A'JI! 
rea = 2 (1) 

pero en el triángulo rectángulo AA'M se tiene que, (104) : 
A'M = AM.cos a 

y reemplazando en (1): 

Fig. 64. 

A
' AltBO ~ ·BO.AM.coSa 

rea - 2 

BC. AM 
. o bien: = --2c--- COS a 

6, BG. AM 
pero: Area ABO = 2 

luego: 
f::, !::, 

Area A'BO= área ABG. cos a 

2\1) El t1'i{¡ngulo no tiene 
ningún p'un,to cr.mvtíl/1. con el 
plano, fig. 64. 

Sea el triángulo ABO; su 
proyección sobre el plano 7r 00 

el triángulo A~B'C'. 
Por B trazamos el plano 71"' 

paralelo al plano · 7f', l'eSultall-
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do el triángulo linBC" igual al triángulo A'B'C' por te
ner sus lados reHpectivamente iguales. Si D es la traza 
de AC sobre 71", tenemos: 

,6. b. {::, 
área A"BC" = área A"BD - área C"BD 

y por el caso anterior: 
,6. ,6. 1:;. 

área A"BC" = área ABD . eos a - área UBD . eos (L • 

y sacando el facior común cos a: 
{::, {::, {::, 

área A" BC" = (área ABD - área C BD) . cos a 

o bien: ¡::, ¡::, {::, 
Area AI/BC" = Arca A'B'C' = Area ABe: .eos a 

luego, en cualquier caso: El á'fea de la pr'oyecl>ión ele un 
tr'iángulo sob1'e un' plano es igu.al al área del tr·iáng7tlo · 
por el coseno del áng7llo q'l~e; form .. a con el pla.no. 

135, Arca de la proyección de un polígono cualquie
ra, - Sea. figura 65. el 
polígono ABCDE, A'R'O'D' E 

su proyección sobre el pI a- , O 
no 71' y a el ángulo que for- A 
ma el plano del polígono 
dado con el plano 71'. 

Por el caso anterior, se 
tiene: 

t = T.cos a 

t' = T'.cos a 

t" = 1'" . cos a . 

i sumando orde~lac1amentc: 

~ ~ t" ' : ' 'O' 
t( ' . t' 

1'; 8' t ' C' 

Fig. 65. 

t + t' + t" = (T + T' + T") . cos a 
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o bien: 
área A.'B'C~D'E' = área ASeDE.cosa 

lpego: El (Ílrea de la proyección- dK3 un. pol(r¡ono es 'igttal (1( 

A 

~, , 

área del po/.íg01l0 por el coseno 
del áÍt{jttlo, de los dos planog. 

Medidas de alturas y distancias 

Sl----- -R~'. e 

136. Altura de una torre 
cuyo pie es accesible. - Sea 
AD, figura 66, la altura bus
cada. A partir del pic D ~(' 

mide una cierta distancia el. 
y con un grafómetro o uu 
teodolito puesto en E se di
rige mia visual al punto ex

Vigo 66. 

tremo A, quedando así determinada la medida del {mgu
lo a. 'El triángulo. ABO es rectángulo, luego, (106): 

AB= BC tga 
o sea: AB = d tg a 

A la altura AB habrá que sumar la altura OE del 
aparato que se emplee. 

137. Altura de una torre cuyo pie es inaccesible. -
Sea AD la altura A 
de la torre cuyo 

pie es inaccesible. 

fig. 67. En la di· 
rección de la to

rre se mide una 
cierta distancia d) 
y en los puntos E 
y G con un grafó
me~r() o teodolito 

'~ ..... 

, ''<::::::3>00 
'/ .... ~ .. 

o 00 
", ........ 

, o 

si ___________ fo:~'~~~Oli--::o: F 
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se miden los ángulos a y {3, y luego el suplemento de {3, 
es' decir, el ángulo y. Conociendo los ángulos a. y y se ,cal
cula el ángulo 8, de manera que en eL triángulo ACJi' co
nocemos los tres ángulos y el, lado CF y por el teorema 

del seno: 
AC 

. sen a. 

de donde se deduce:' 

OF 
= sep ~ 

AC = sen a. CE' 
sen B 

Conocido AC, en el triángulo . rectángulo ABC, se tie

ne, (104): 
AB =AC .sen {3 

Luego se suma al valor AB la altura CE. 

138. Altura, de una montaña. - Sea D el pie de la 

altura buscada, figu- e 
ra 68. El punto D 
no es visible, pero 
podemos medir el 
ángulo 8 dirigiendo 
una visual horizon 
tal y otra al pun
to C. Luego se mi
de u n a distancia 
AB = d Y los án
gulos a. y {3. En el Fig. 68. 

triángulo rectángulo ACD se tiene: 
CD=AC.sen8 

y en el triángulo ABC, por el teorema del seno: 
AC AB 

- .--= sen ~ sen "[ 

(1) 
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AC= 
AB. sen ~ de donde: 

sen l' 
y sustituyendo este valor en (1), resul ta : 

CD = AB. sen~. sen b 
sen T 

Todos los elementos del segundo miembro están deter
minados, con lo que se halla el valor dc CD. 

139. Hallar la. distancia entre dos puntos, de los cua
les uno solo es accesible. -- Sea hallar la distancia 

Alt = x, fig. 69. Se mide una 
distancia cualquierá BC, y des
de B y C se miden los ángulos 
f3 y y. En el triángulo ABC se 
tiene; 

e 
Fig. 69. 

de donde: 

AB d 
sen l' 

sen "(. d 
AS = sen IX 

sen IX 

140. Hallar la distancia entre dos puntos inaccesibles. 
- Sea hallar la distancia en-
tre C y D, figma 70. Se mi
de la distancia AB = el, en 
la parte accesible, y con el 
grafómetro o teodolito se mi
den los ángulos a, p, y y 8. 
Conociendo estos ángulos se 
pueden calcular los ángulos 
1 y 2: 

o 

Fil:. 70 . 
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En el triángulo ABC por el teorema del seno se tiene: 

~ = AB< " AC = AB. se~. (1) 

sen ., sen 1 sen 1 

Po!' el mlsmo teorema, en el triángulo ABD se tiene: 

AD AB < " AD = AB. sen(~+t\) (::!) 

sen (. +1) sen 2 scn 2 
Las fórmulps (1) y (2) nos permiten calcular AC y 

AD Y en el triángulo e AD se tiene por el teorema del 
coseno: 

CD2=AC2+AD2_2AC.AD.eosa · 
y calculada así la distancia CD. 

141. Hallar el ángulo del sector que es desarrollo de 
un cono dado. - El desarrollo lateral de un cono i'ccto 
circl:Jar es un sector circular, 
Iigm'a 7], Y para trazarlo 
debe conocerse el valor del 
ángulo f3 del sector. 

Por Geomet1'Ía plana sabe
mos que: 

arco CEF= nD = 2 ng. ~ 
3600 

y simplificando: 
9 ~ 

D = 1800 

de donde: 
~ = 180

0 
X D ( 

9 1) 

Esta fórmula nos permite calcular el valor del ángu
lo f3 del sector. Veamos de hacerla más sencilla, cono
ciendo el ángulo del vértice del cono. 
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En el triángulo rectángulo AOB se tiene: 
OB=g.sena 

uomo D=2.0B, reemplazando en (1) resulta ': 
180" X 2 9 sen a 

9 
O bien: {3 = 3600 

• sen a 

EJEMPLO NUMÉRICO. - Hallar el ángulo del sector que 
enrollado ol'igine un cono de 40° en el vértice. 
Se tiene: {3 = 3600 . sen 200 

sen 20" = 0,342 ; {3 = 3600 .0,342 = 123°,12 > 

Y convirtiendo 12 centésimos de grado en minutos: 
{3 = 1230 7') 

EJEROicIOS 

Hallar el 'área de los siguientes triángulos: 

166. {t = 117,8 m;; 'b = 181,64 m. ; e = 24° 3 ' ., 
R:, 4.360,1 .ID.' 

167 .. e = 560,4 ID. ; A = 72o f7'; B = 48°}2'. 
R: 129.390 m.' 

16!!. a:- 75 111.; b '=92 111.; !J~= 107 m. 
-R: 3.386;2 Jll~i 

169. a --: .' 203,2 'm.; , P' -..-: 215,4-m.; e = 72<;.10'. 
R: 20833 m.' 

170. A = 138°31j e = 8°12'; b = 56,79 ' ni. 
R: 277,6 ID.' 

1.'71 . En un paralelogramo dos la,dos <lonseeutivos miden 560,4 m. 
y 484,77 m., y el ángulo que forman miele 72° 17,. Calcu
lar el área. R: 258.780 ID.' 

172. Ielem, Ielem, 17 m., 25 m., y 103° 47. ," 412,76 m.' 

179. Hallar lel área de un cuadrilátero .cuyas d,iagonales mi
den 3,2 m. y 7,6 lll. Y 3So 25' el ángulo comprendido. 

R: 7,556 m! 
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17'4. Idem, Idem, 45 n)., 73 m , y 58° 32'. R: 1400,93 Ul! 

175. Hallar el ál'ea de un polígono de 7 lados, midiendo el 
lado 14 m. R: Hl5,1B. m.' 

176. ldcrn, Idem, de 12 lados, midiendo 8 m. d radio, 
"R.: 192 ro.' 

177. Hallar el área de un segmento circular s-abiendo que el radio 
mide 8 m. y el ángulo central 36°. 

'R: 1.,2963 ro! 

'liB. Ulla figul'a ,de 45 m.' de !írea tiene una. inclinación de 25" 
soln'o el plan{) horizontal Calelllar el área d~ su proyección. 

R; 40,7839 m.' 

179: Un terreno de 8560 m,' de área tiene una inclinación de 32° 
sobre el plano 'horizonval. Cll,lcular el área de su proyección. 

R: 7259,16 m.' 

180.' En un triángulo isósceles la base mide 125 m. y el ángulo 
opuesto mide 1$00 51'. Calcular la longitud de los lados 
iguales. R: 68',73 m. 

lln~ La pendiente ' de una calle es . del 6 %. Ca.lcular el ángulo 
de inelinaciÓn. R: 30 26' 2" 

'182. Desde la cima de un faro situado a 250 m. sobre el \IlÍvel 
del mar, se observa .un. barco bajo un ángul{) de depresión 
de 50·. Ca1elllar la distancia horizontal del faro -al barco. 

D 

R: 209,78 m. 

183. En lo alto de una colina, a orillas del mar, 
hay un faro de 32 m. de alto, (fig. 72). 
Desde un ' barco B, dirigiendo vi.uales 
con el sextante a la 'base y a la ci

ma del faro, se observan los 
ángulos de elevación que miden 

"a = 50 15' Y f3 = {jo 27'. Cal
cular la altura h de la 

B 
.. -- - - - - . ---- --¡;d. - - -- --- - - - - - - ... 

colina, y la distan
cia h{)riwntal , d des-, 
de el buque al faro, 

Fig, 72, R: >' h = 139 m.; d = 1512 m. 
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184. El ángulo de elevaci~n de la fachada de 
lUla casa, vista de<lde 10 m. de distan
cia, es de 36° 50'. C3Il-

D 

185. 

A 

8 

cular 1ft altura de la 
fachada. 8 ,~<' 9m 

R: 1,49 m. -l--------·--- ------ .... --.-.- E 

La fig. 73 repre
senta una grúa. . Con los datos de 
la figura cal<m' -:t------·-----------····--····~~G 

1m 
lar 10B ángulos a ~:-6::.:0,-' -'-_~.L.. ______ _ 

y p, l~ distancia. , C A 
AC, y la longitud BG. 

.Fig. 73. 

R: a = 49° 21 ' 50"; P = 40° 18"; 
Ae = 2,31 Dl.; Be = 4,61 m. 

Fig. 74. 

186. Desde los puntos e y D, distante<l 
100 m. y a 1,50 m. de altura so· 
bre el suelo, y situados en el pla· 
no que pasa por la torro, se mi· 

dieron los ángulos a = 31°8' . 
y f3 = 50· 45', fig. 74. Cal
cular la altura AB de la to-

D rre y la distancia BG. 
R: ~/J:2{),76- m.; JW = 97,43 Ill. 

18í • . La distancia entre los pun
tos A y B (fig. 75), es de 
237,8 m. y la de B a e ce . 
de 343,9 m., y la13 vísuale<l 
dirigí·das desde B a A y G 
forman un ángulo de 53° 

A 

188.' 

8' 16". Calcular la distan· B----------...... C 
da AG. Fig. 75. 

R: 276,94 m. 
En la fig. 76 s, tiene que: eL 32· 5', f3 = 64° 27 " 
Y = 50° 30', 8 = 47°10' Y AB = 55 m., c.aleular la dis· 
tancia GD. 

R: 79,97 m. 
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Fig. 76. 
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lE9. La biela ilB de una má
quina, mide 1,11 m. y la 
manivela 10,5 cm. La fi
gura 77 representa la ma· 

Fig. 77. 

nivela cuando ha dado un octavo de vuelta, partieudo de P. 
Calcular el ángulo a y la distancia AG. 

r 

~ __ ~-L ____ ~~ 

Fig. 78. 

R: a = 30 50'7"; AG = 1,18 m. 

190. Dos fuerzas de 15 kg. 
Y 25 kg. están apli
cadas a un mismo 
punto, 'formando l\n 

ángulo de 45°, fig. 
78. Calcular el va
lor de la resultante 
y el ángulo que foro 
ma ésta con la fuer· 
za de 15 kg. 
R: 37.15 kg-; 28° 30'. 





TRIGONOMETRIA ESFÉRICA 

OAPITULO XII 

Preliminares 

144. Triángulo Esférico. - Se llama tl'iángulo esfé
l'Ú~O a la 'parte de la superficie esférica, menor que una 
semi-esfera, comprendida entre tres circunferencias má
ximas. 

Si en la fi
g u r a 79 los 
arcos AB, AO 
y BO pertene
cen a cÍ1'CUl1-
ferencias má
ximas, la figu· 
1'a ABO es un 
triángulo es
férico, siempre 
que el conjun
to de punto!'; 
determinad o s 
por dichos ar-
cos sea menor 
que una semi-esfera. 

Fig. 79. 

Los arcos AB, AO y BO son los lados del triáng'Ulo 
esférico, y los áugulos a, {:3 y y, los ángulos del triángulo. 

Oomo los triángulos recti~íneos, los triángulos esféri
cos pueden ser eq1~iláte,'os, isósceles' y escalenos. 
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Si unimos el centro O de la esfera-con los puntos A, B 
y e, con semirrectas, y 'consideramos los planos determi
nados ,por .ellas, resulta el triedro OABe. Los ángulos 
planos 8, € Y w del triedro tienen por medida a los arcos 
AB, Ae y Be, respectivamente, del triángulo esférico, y 
los ángulos diedros OA, OB Y oe, del triedro, tienen por 
medida' a los ángulos a, (3 y 'Y del triángulo esférico. De 
manera, pues, que la resolución de los triángulos esféri-' 
coa es análoga a la resolución de triedros, y todas' las 
propiedades relativas a los triedros son aplicables a los 
tr.iángulos esféricos, bastando para ello reemplazar las 
palabras cm'as y diei!ros del triedro, por lados y áng1dos 
del triángulo esférico, respectivamente. 

Como los lados de'! triángulo esférico son los arcos de 
circunferencia que corresponden a los ángulos planos del 
triedro, resulta que t&mbién los lados se expresan en gra
dos, minutos y segundos. 

145. Propiedades de los triángulos esféricos. -- Las 
propiedades de los triedros, estudiadas en Geometría del 
EspacÜJ, se verifican para los triángulos esféricos. En el 
triángulo esférico ABe, fig. 79, se tiene: 

l. - Un lado c1Lalq'Wiera es men()r que la .s1lona de los 
okos dos: 

a < b + c ; b < a + c ; e < ro + b . 
. 11. - La suma de l.os la,dos está comprendida entre 

0° y 3600
: 

00 < a + b + C' < 3600 
. 

111. - Si do,<: ángulos son iguales, los lados opuestos 
también lo son, y recíprocamente: 

Si es: A=B, también: a=b. 
IV. - Si u,n ángu:lo es mayor q~ce otro, el lado op11.estO 

(l,l primero es mayor que el lado opuesto al segundo: 



Si es: A> B, también': (t ,> b. 

V. - La sum.a de los tr~ ángulos es rna;yor q'ue dos 
y menor q.ue seis ánguLos 1'ectos: 

2R < A + B + C < .6R 
VI. - La sw¡na, de dos áng~llo's es menor que el tercer:Q 

más dos. á'MJ~tlos rectos: 
A+B < C+2R 

1 - Dos triángulos esféricos, pertenecientes a una 
esfera o a esferas iguales, son igua:1es cuando tienen: 

l~) un ángtllo y los lados qu:e lo {o1'man respectiva y 
Q?'denadamente iguales; 

2°) ~¿n lado y los ángulos a,dyacentes respectiva y arde-
nadaAnente igulales; 

3°) los tres lado!! respectiva y Q1·dé:na.dwmente iguales; 
4~ los tres ángulos respectiva y ordenadarlU3nlte iguales. 

YII - Si dos f'l'iángulos esférioos t<ienen sws elernen-
t(}S iguales, pero en, distinto orde1t; son simétricos; 

- A. todo' triángulo esférico le corresponde en la 
misma esfera otro triánflUlo polar suple'mentaría, tales que: 

A+a'=B+b'=C+c'=a+A' = b+B'=c+ 0'= 180°. 

siemdo A', B', e', y o/, b' , e' los eleme'flJtos del triángulo 
polar del dado. 

146 ExcesG ~ T Se llama exceso esfér'ico a la 
diferenCia entre la suma de los tres ángulos de un trIán
gulo y ' I8()<>, Si el exceso esférico se representa por 2f, se 
tiene: 

2f = A + B + f¡ - I8()<> 

147. Trigo~~ e~ri ,- Va Trigonometría Es
férica tiene por objeto reso "9'er los iriángulos esféricos. 



CAPITULO XIII 

Relaciones entre los elementos de los triángulos esféricos 

148, Teorema del coseno, -El coseno de un lado es 
igual al prodncto -de los cosenos de los otros dos, más. (}l 
p1'oducto de los senos de éstos por el coseno del ángulo 
comprendido, 

JI) triáng. esf. ABe, J'ig. 80. 
T) cos a=cos b.cos e + sen b .sell c.cos.l1 

Fig. 80. 

pendiculares, que es CE 

Entonces resulta: 
<.. 

Por el punto G tra
cemos GP ..L pl AOB y 
¡llego pOI' P las per

pendiculares PE y PD 
a las rectas OB y OA, 
respectivamente; por D 
se traza DF 1 OB, .Y 
Fa J_ DF. 

Si se une e con E y 
('on D, resulta, por el 
teorema de las tres per

on .Y ('D..L OA, 

CEP = f3 = sección normal del diedro OB 

y además: 
<.. 

= medida diedro OB 

GDP = y = sección normal del diedro OA 
= medida diedro OA 
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Como es PD..l OA Y D}j1 ..L OB, resulta S = e por te· 
ner sus lados respectivamente perpendiculares. 

En la figllra se tiene que: 
OE=OF+FE 

y como FE = GP por ser segmentos 
prendidos entre paralelas: 

de paralelas com· 

OE=OF+GP · (1) 
En el triángulo rectángulo OFD se tiene, (104):, 

OF=OD.cOSG 
Por ser radios de una misma esfera es OA = OB = 00, 

y f;i suponemos que esos- radios son iguales a uno, resulta 
que es: OD = cos b, luego: 

OF = cos b .cos e (2) 
En el triángulo rectángulo PGD se tiene, (104): 

GP=PD.senS 
y en el triángulo rectángulo OPD : 

PD=OD.cosy 
luego: GP= OD.senS.cos y 

y como 00 = 1, es eD = sen b, de manera que. 
GP = sen b . sen S.cos y (3) 

. Reemplazando los valores (2) y (3) en (1): 
OE = cosb.cosc+senb.senS.cosy (4) 

Como en el triángulo re!:ltángulo OEO es 00, -:-:: 1, re
sulta: 

OE = cosá 
Según se dijo más arriba, es S = c y y = A, Y reem

plazando estos valores en (4) se obtiene finalmente: 
cos a· = cos b. cos G + sen b .sen C.cos A, 

De manera análog.a se obtendría: 
cós b = cos a . cos G + sen a. sen c. cos B 
coa e = cos a.cos b + sen a.sen b.cos O 
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El teorema que acabamos de . demostrar es la propiedad 

fundamental de la Tri,gonometría Esfé1'wa. 

149. 'rEOREMA. - En todo triángulo~sférieo el coseno 

de u:n árbgUlo es 'igual al ,producto de los senos M los otros 

dos pm' el coseno del lado cO'YY//{Yf'enétlido, menos et pt'odtw,to 
de los lJosenos de lo's mismos ángulos. 

TI) triáng. esf. ABO, fig. 80. 

T) cos A = sen B . sen O . cos a - cos B . cos O 

Consideremos un triángulo A'B'O', polar del triángulú 
ABO, en donde los lados de uno son suplementarios de' 
los ángulOs del otro y vice versa: 

A 

B' = 18O" - b 
0' = 1800 -e 
A' = 1800-a 

b' = 180
0

-B I e: = 1800-0 (1) 
(}, = 180"-Á 

En este triángulo A'B'O' se tien e, por el teorema an
terior, que: 

cos a! = cos b' . cos e' + sen b' : sen c: . cos A' 

y , sustituyendo en esta fórmula los valores (1): 
cos(1800-A)= cos(1800-B) .ccis(1800-0) + 

+sen(-18PO-B) .sen(1800-0) . e os (1800-a) 

y ,aplicando lás propiedades estudiadas en (34) y en (35), 
obtenemos: 

- cos A = cos B . ces O - sen B . sen O . cos a 

y multiplicando por -1: 
cos A = sen B . sen O . cos a - cos B . cos O 

De manera análoga se obtendría: 
cosB = sen A.sen O .cos b - cos A.cos O 
cosO '= sen A.sen B ,.cose - ' cosA.cosB· 
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150. Teorema del seno. - En todo triángulo esfé1'Íco 
los senos de los áng'u.zos están entre sí como' los senos de 
los ángulos apuestos. 

H) triáng es/. ABO, fig. 80. 
T) sen A sen B sen e 

sen a = sen b = sen c (3) 

En el triángulo rectángulo POD se tiene: 
PC = CD .sen y (1) 

Y en el triángulo rectángulO' PCE: 
PC = OE.senf3 (2) 

Comparandq (1) y (2) se deduce: 
OD.seny = OE.senf3 (3) 

pero Ol! = sen b, y OE = sen a; y también y = A Y 
(J = B, luego, reemplazando estos valores en (3):, 

senb.senA = sena.senB 
sen A sen B 

de donde: -- - -sep. a - sen b 

De ma:nera análoga se demostrará que: 
sen B sen e 
sen .b = sen c 

y de (3) y (4) se deduce: 

(3) 

,ló1. 'reorema. de los cua.tro elementos. - ,E'n todo 
triángulo esférico ~l pro&ucto de la cofa'(bgente de 'UIlt laiúJ 
por el seno de otro; es igual al coseno de este lado por el 
coseno del ángulO' comprendido, más el senO' de este ángulO' 
por la cO'tangente del ángulO' opuestO' al primer lado. 

H) triá'1l.g. esf. ABC, fig. 80. 
T) ·cota.senb = cosb.cosO + senO.cotA 
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Por el teorema del coseno, se tiene: 
cos a = cos b . cos e + sen b . ~ell e. cos A ( 1 ) 
coob = cosa.cose + senu,.senc.cosB (2) 

y IJ0l' el teorema del seno: 

sen A = sen B .'. sen b = sen a. ~n B 
sen a sen b sen A 

(3) 

Sustituyendo en (1) el valor cos b por el valor dado en 
la (2), y el valor sen b por el valor dado en la (3) : 

cos a = (cos a.cos e+sen a .sen e. cos B) cos e+ 
sena.senB + A' serLc.cosA 

sen 
y efectuando las operaciones y traspollielldo: 

cosa-cosa.cos2c = sena.senc.cosc.cosB + 
+ sen a. sen c. ::¡en lJ. cot A 

factol'eando cos a en el primer miembro, y sen a. sen c en 
('1 segundo miembro: 
cos a (1- cos2c) =sen a. sen c(eos e. cos B + sen B .cot A) 

trasponiendo sen a.sen e al primer miembro, y recordan
do, por lo: visto en (16), que 1 - cos2e = sen2c, obte-

nemos: 
cos a.sen2c = cOS c .. cos n + sen B.cot A 
sen a·.sen e 

de donde sacamos que: 
cota .. senc = cose.cosB + senB.cotA 

Análogamente: 
cot a . sen b = cos b.cos e + sen c. cotA 
cot b.sen a = cosa.cos e + sen e.cotB 
cot b . sen e = coo e . COS.L1 + sen A . cot B . 
cot e . sen a = cos a. cos B + sen B . cot e 
cot e . sen b = cos b . cos A + sen A. cot e 
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152. Rela.ciones entre tres lados y dos ángulos, o tres 
~ngulos y dos lados. - En ire . cinco elementos de un 
triángulo esférico se pueden establecer relaciones que fii 
bien no tienen aplicación directa, permiten facilitar al
gunas transformaciones, empleadas sobre todo en proble
~nas de Cosmografía. 

Relaciones entre t1'es lados y dos ángulos. - Por el 
teorema del coseno se tiene: 

<;!os a· = cos b . cos e + sen b . sen e. eos A ( 1 ) 
cos b = cos a. cos e + sen a. sen c. cos B (2) 

Reemplazando (2) en (1): 
cos a = (cos a. eos e + sen a. sen e. cos B) cos e + 

+ sen b. sen é. cos A 
y efectuando: 

cos a· = cos a·. cos2c + sen a·. sen e. cos c. cos B + 
+ sen b sen c. cos A 

trasponiendo cos a. cos2c al pnmel' miembro: 
cos a - eos a. C0152(' = sen a . sen e. cos c. cos B + 

+ sen b . sen c. cos A . 
factol'eando cos a en el primer miembro, y sen e cn el 
15cgundo: 
cos a(l- cos2c)= sen e (15el1 a .. co::; e . e o::; B + sen b. cos A) 
y como] - cos2c = sen2c, (16): 

cos a. sen2c = sen c(scl1 a. eos e .cos B + sen b. cos A) 
y dividiendo ambos miembros por sen e, obtenemos: 

cos a·. sen e = sen a . cos c. cos B + sen b. cos A 
Análogamente: 

cos a . sen b = sen a . cos b . cos C + sen c. cos A 
cos b . sen a = sen b . cos a . cos C + sen c. cos B 
cos b. sen e = sen b. cos e . cos A + sen a . cos B 
cós e . sen a = sen e . cos a . cos B + sen b . cos C 
cos e . sen b = sen c. cos b . cos i:l + sen a . cos C 



- 156-

Helcwiones entre tres ángulos y dos ¿adoso - Aplicando 
la primera de las relaciones anteriores al triángulo A'B'e', 
polar del triángulo ABe, se tiene: 

cos A' . sen e' = sen A' . cos e' . cos b' + sen B' . cos a' 
y si fuera el triángulo ABe, resultaría: 

cos A . sen e = sen A . cos C. cos b + sen B . cos a 
Análogamente: 

cos A . sen B = sen A . cos B . cos e + sen e . cos a 
cos B . sen A = sen B . cos A . cos e + sen e. cos b 
cosB.sene = senB.cose.cosa + senA.cosb 
cos e . sen A = sen e . cos A. cos b + sen B . cos e 
cos e . sen B = sen e . cos B . cos a + sen A . cos e 



CAPITULO XIV 

Resolución de los triángulos esféricos rectángulos 

153. Triángulos esféricos rectángulos. - Los trián
gulos esféricos pueden tener uno, dos o tres ángulos rec
tos. Si tienen un ángulo recto, el lado opuesto es un 
cuadrante, si tienen dos ángulos rectos, los lados opuestos 
son cuadrantes, y si tienen los tres ángulos rectos, los 
tres lados son cuadl'antes. 

El caso único que da origen a problemas es el rectán
gttlo, pues en los bú'l'ectáng7¿los y los tl'il'I'ectá.ngnlos, to
dos sus elementos son conocidos. 

154. Fórmulas de resolución. - Sea un triángulo rec
tángulo ABe, en donde A es el ángulo recto. Escribamos 
todas las fórmulas deducidas en el Capítulo anterior y 
que contengan al ángulo A: 

cos a = cos b . cos e + sen b . sen e . cos A (1) 
cos A = sen B . sen e. cos a - eos B. cos e (2) 
cos B = sen A. sen e . cos b - cos A. cos e (3 ) 
coo e = sen A . seu B. cos e - cos A . cos B ( 4) 

sen A sen B 
sen a = sen b 
sen A sen e 
sen a sen e 

cot a.seu b = cos b .cos e + sen e .cotA 
coto a. sen e = cos e . cos B + sen B. cot A 
cotb.senc = cose.cosA + seuA.cotB 
cotc.senb = cosb.cosA + senA.cote 

En los triángulos rectángulos es A = 900, luego: 
sen A = 1 ; cos A = O ; cot A = O 

(5) 

(6) 

(7) 
(8) 
(9) 

(10) 
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Reemplazando estos valores a las diez fórmulas anterio 
res, resulta: 

cos a = cos b . cos e 
cos B . cos G = sen B . sen G . cos a 

cos B = sen G. cos b 

(1) 
(n) 

(III) 
(IV) cos G = sen B. cos e 

sen b 
sen a = sen B (V) 

sen e 
sen a = sen e 

cot- eL. sen b = cos b . cos G 
cot a . sen c = cos (' . cos B 
cot b . sen c = cot B 

(VI) 

(VII) 
(VIII) 

(IX) 
(X) cot e . seu b = cot G 

Estas diez fórmulas son las <¡ue pCl'miten resolver los 
triángulos rectángulos esféricoF;, bastando conocer dos ele
mentos cualesquiera. para determinar el triángulo. 

155. Regla de Neper. - Como las fórmulas que he
mos obtenido para la resolución de los triángulos esféri
cos rectángnlos son algo difíciles de recordar, fácilmente 

a 
Fig. 81. 

podemos escribirlas por me
dio de la Regla mnemómca 

del, pC1'IIágono de N eper, o 

Regla. de Neper, que se enun
cia así: 

El coseno de tln element o 

es igual al prod~l.cto de los se
nos de los elementos opues
tos o al de la$ cotangentes d( 

los elementos adyacentes. 
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156. CORoLAmos. - De las diez fórmulas, obteuidas 
en (154) deducimos que: . 

l°) En la fórmula 
cos a = cos b . cos c (1) 

cos a será positivo cuando cos b y COE e sean de igual sig
no, y negativo en caso contrario; es decir que si es 
b < 90,0 Y C < 90°, es a, < 900; Y si es b <900 y e > 90°, 
es 180° > (¿ > 90°, luego: La hipotemlsa es mayo¡' o me

nm' qu,e 90°, según. que los catetos sean de igualo (Bstin
ta, especie; es dec ir: o hay dos lados mayores qu c 90°, o 
ningt~no. 

2°) En la fórmula 
cosB.cos 0= sellB.sen e.cosa (n) 

o bien: cos a = cot B. cot O 
razonando con el corolario H, deducimos que: La hipote
nnsa es mayor o m..enm' q1lC 90°, seglín (j11C los án{)u.fos ad· 
yacen,tes sean de igw.!l, o distinta especie. 

3?) En la fórmula 
cot b . sen c = cot B 

si.es e > 0°, los sig-nos de tg b Y tg B S011 iguales, es decir, 
qtie si es b ~ 90°, también es B::: 90°, luego: Un ca· 
teto y S1[. án,flulo {)p11,esto siempre son de la rnisma es· 
pecie. 

157. Triángulos rectiláteros. - Se llama j'ech'/áte1'o 
al triángulo esférico que tiene nlt lado de 90°. 

Las fórmulas de resolución de los triángulos l'ectiláte· 
ros se obtiene tomando todas las fórmulas cleducidas en 
el Capítulo anterior y qne contengan al lado a. y luego 
se reemplazan las funciones h'igonométricul> de a pOI' sus 
va10res correspondientes: 

a, = 900
; sen a = 1; cos a = O; eot a = O 
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Resolución de los triángulos esféricos rectángulos 

158. Casos de resolución. - Se presentan los seis ca 
sos siguientes: 

1?) Dados los dos catetos b y e, resolver el t7'Íánguloj 
29 ) Dados lá hipotemlsa, a y un· eáteto b, resolver el 

triánguloj 
3?) Dados el lado b y el áng1do o'[Yuesto B, resolve1' el 

triángulo; 
4~) Dados e·l lado b y el áng1,üo adyacente e, resolver 

el t'riángu],o; 
5?) Dados la hipotenusa a y el áng~llo 11, resolvm' el 

triánguloj 
6°) Dados los ángulos B 'y e, 1'esotVe7' el t1·iáng~tlo. 

159, PRIMER CASO.' - Dados los catetos b y e, ,'esol
ver el triánlgulo. 

Datos: b, e. I neógnitqs: a, B, C. 

Fórmulas a aplicar: 
cosa = cosb.cose (1) 

cot b.sen e = cotB (I~ 

cot c.sen b = cot e (X) 
El problema siempre es posible. 

160. SEGUNDO CASO, - Dados la hipoten!Usa a y um 
cateto b, resolver el t'l'iáng11lo. 

Datas: a, b. ~ Inc6gnitas: e, B, C. 
Fórmulas a apIlar: 

cos ,a = 00,9 b. cos e (1) 

sen b 
sen a =-sen B 

cot !J .• sen b = cos b .cos e 
(Y) 

' VII) 
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El problema es posible cuando sea a < 90°, pues en
tonces es b < a. Si fuese a > 90°, es b > a. Resulta una 
sola solución, pues, (156,3°), b Y B son de la misma 
especie. 

161. TEROER CASO. - Dados el lado b y el ángul'O 
'Opuesto B, resolver el triángttlo. 

Datos: b, B. IlfbCógwitas: a, c, O. 
Fórmulas a aplicar: 

sen b 
sen a = sen iJ 

cot b . sen c = cot B 
cos B = senO. cos b 

(V) 

(IX) 
(lII) 

Si fuese b = B, el triángulo sería birrectángulo, y ha
bría una sola solución. 

Si fuese b < 90°, el problema será posible cuando sea 
b < b; hay dos soluciones. 

Si fuese b > 90°, el problema será posible cuando sea 
b > B; hay dos soluciones. 

162. CUARTO CASO. - Dados el lado b y el ángulo ad
yacente O. 
, Datos: b, O. Incógnitas: a, c, B. 

Fórmulas a aplicar: 
cot a.sen B = cos b .cos G 
cot e . sen b = cot O 

cos B = sen G. cos b 

(VII) 
eX) 

(III) 

El problema siempre es posible; hay una sola solución. 

163. QUINTO CASO. - Dados l~ hipotenusa a y el án
gtllo B, resolver el triángulo. 

Datos: a, B. Incógnitas: b, e, G. 
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Fórmulas a aplicar: 
sen b 

sen a = sen H 

cot a·. sen G = COS G. cos B 
cos B . cos e = sen B . sen e . cos (J, 

El problema siempre es posible. 

(\') 

(VIII) 
(TI ) 

164. SEXTO OASO. - Dados los ángulos B y e, ~'esol

ver el trián,gulo. 
Datos: B, G. Incógnitas: a, b, G. 

Fórmulas a aplicar: 
eos B . cos e sen B . sen G. eos a 

cos B = sen O . cos b 
cos O = sen B . COS G 

El problema es posible cuando se tenga 
90° < B + O < 180° 

y-90° < B - O < 90°; 
hay una solución. 

EJERCICIOS 

Resolver los siguientes triángulos reetáugulos esféricos: 

191. b = 42° 32'; e = 73° 18'. 

1~2. a = 85°12'; B = 60°15'. 

193. b = 24°30'; B = 56°45'. 

194. b = 57°24';' e = 82°17'. 

195. B = , 84° 4.'5'; e = 120° 34. 

( lI ) 
(lII ) 
(IV') 



CAPITULO XV 

Transformaciones Logarítmicas 

165. Valor de un ángulo en función de los lados. -
Sea la fómula: 

cos a = cos b . cos e + sen b . sen c.. cos A 

de donde: 

A cos a - cos b. cos e cos = ----.---
seu,b. sen e 

Restando de 1 ambos miembros: 
1 A 1 cos a - cos b . cos e 

- cos = - sen b .sen e 

y efectuando: 
sen b . Sen e - cos a + cos b . cos e 

l-cos A = (1) sen b .sen e 
Pero sabemos, (68), que: 

cos (b - e) = cos b . COl> e + sen b . sen e 
y reemplazando este valor en (1): 

1 _ cos A = cos (b - ()) ~ cos a 
sen b .sen e 

y transformando en producto el numerador, (83): 

1 A 
- 2 sen % (b - e + a). sen % (b - e -a) 

- cos = sen b . sen e 

y como - sen a = sen (- a), y trasponiendo el 2, resulta; 
1 - cos A sen Vz (b - e + a). sen % (a + e - b) 

2 sen b . sen e 
Recordando, (117), que: 

1 - cos A = 2 sen ~ 
A 
2 
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b - e + a = 2 (p - e) 
a + G - b = 2 (p - b) 

A 
2 sen2 

2 sen (p - b) . sen (p - e) 

2 sen b .sen e 

Simplificando y extrayendo la raíz cuadrada, resulta: 

sen ~ = l/ sen (p - b) .sen (p - e). 
2 sen b .sen e 

Análogamente: 

sen B = l/sen (p -a ) .sen (p - e) 
2 sen a.sen e 

1 

e = l / sen (p - a) .sen (p - b) 
sen 2 sen a. sen b 

Podemos obtener otras fórmulas que nos dan el coseno 
en vez del seno. 

Sea la fórmula: 
cos a = cos b . cos e + sen b . sen e . cos A 

de donde: 

A 
cos a - cos b . cos e 

cos = sen b . sen e 

Sumando 1 a ambos miembros: 

1 + cos A = 1 + cos a - cos b . cos e 
sen b .sen e 

y efectuando: 
l+cosA = senb.senc+cosa-cosb.cosc (I) 

sen b .sen e 

Pero sabemos, (65), 'q ue : 
COS (b + e) = cos b . cos e - sen b . sen e 

o bien: . - cos (b + e) = sen b . sen e - cos b . cos e 
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y reemplazando este valor en (1) : 
1 + . A cos a - COSl (b + ()) 

cos = sen b . sen () 
y transformando en producto ei numerador, (83): 

1 + A _ - 2sen (a. + b + ()) . sen (a - b - ()) 
. cos - sen b.sen () 

y como - sen a = sen (-a), y traspouiendo el 2, resulta: 
1 + cos A sen '/2 (a + b + e) . sen '/2 (b + e - a) 
--2~- = sen b . sen e 

Recordando, (117), que: A 
1 + cos A = 2cos2 2 
a+ b+o = 2p 
b + e - a = 2 (p - a) 

obtenemos: 

2 coso A 
2 sen p.sen(p - a) 

-----0=2-'-- sen b. sen () 
Simplificando y extrayendo la raíz cuadrada: 

cos ~ = Vsenp.sen(p-a) 
2 sen b .sen e 

Análogamente: 
B = V sen p . sen (p - b) cos 2 sen a.sen e 
O = J/senp.sen(p-c) cos 2 sen a.sen b 

TI 

Dividiendo ordenadamente las fórmulas (1) y (II), re-o 
suIta: 

A _ l/sen (p - b) . sen (p - e) 
tg '"2 - V sen p.sen(p- a) 

tO' ~ Vsen(p-a) .sen(p-c) III 
1:> 2 senp.sen(p - b) 

O l/sen(p-a).-sen(p-b) tO' -
<> 2 sen p'. sen (p - e) 
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166. Valor de un lado en función de los ángulos. -
Sea la fórmula: 

cos.tl = sen B . sen e . eos a· - cos B .·cos e 
Procediendo de la misma manera que €'n la primera 

parte elel párrafo ·anterior, se obtiene: 

a V-cos1/.(B+G+A).cosl/o(ll+G-ll) (1) 
sen- = + - -

2 - sen B.s€'n e 
Sabemos, (146), que: 

2E = A + B + C - 1800 

de donde: A + B + C = 1800 + 2E 

o bien: +(A+B+C) = 90+E (2) 

y además: ; (A + B + C)-A = 90° + (E- A) 

~ (B+CA)=!JOO-(A-E) U~) 
En (2), se tiene: 

- cos --} (B + C + A) = - cos (900 + E) 
1 

Y por (77): - cos 2" CB + C + A) = sen E (4-) 

En (3), se tiene: 
cos -+ (B + C - A) = cos[900-(A-E)] 

y por (77): cos-+ (B'+ C-A) = sen(A-E) (5) 

Reemplazando los valores (4) y (5) en (1): 

...!':.- _ VsenLsen(A,-E) 
sen 2 - sen B . sen e 

Análogamente: 

b _l/scnE.sen(B-E) 
son 2 - -sen A.sen C 

e l/.s€'n Lsen(C ~ E) 
sen 2"" = VI sellA.senB 

Sea la fórmula: 

(f) 

cos Ll = sen B . sen e . cos a, - cos B . cos C 
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Procediendo de la misma manera que en la segunda 
parte del párrafo anterior, se obtiene: 

cos~=Vcos 1/2 (A + B - e) .cos 1/2 (A - B + C) (1) 
2 sen B .sen C 

y como: + (A + B + C) = 90° + € 

+ (A + B - (') = 90° - ( e - €) 

~ (A-B+C)= 90o -(B-€) 

luego: cos ~ (A'+ B-C) = cos[900-(C -€)] 

y por (77):cos+ (A+B-C)= sen(C-<) (2) 

cos ~ (A-B+C)=cos[900-(n-€)] 
1 

Y por (77): cos 2 (A-B + () = sen(B-€) (3) 

Reemplazando los valot'es (2) .r (3) en (1) : 

a 1/ sen(B - €) .sen(e - €) 
cos 2 = V sen B . sen C 

Análogamente; 
b l /sell(A--€) .se-n«(J-€) 

cos 2 = sen A.sen C 
Ir 

e l /sen(A-€).sen(B-€) 
cos 2 = r sen A . scn B 

Dividiendo ordenadamente las fórmulas (1) y (H), se 
obtiene: 

a 1/ senLsen(A-€) 
tg 2 = V sen(R-€) .sen(C-€) 

tg 2b 1/ senLsen(B-€) III 
V sen(A-€) .sen(C-E) 

e 
tg 2 

1/ senLsen «()-€) 
V sen (A - ~). sen (B - €) 
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167. Analogías de Delambre (o Fórmulas de Gauss) 
- Las Analogías ele Delambre dan las relaciones entre 
los tres ángulos y los tres lados de un triángulo esférico. 

Consideremos la expresión: 

A+B A B B A 
sen ~ = sen 2 . cos 2 + sen 2"" . cos 2 (1} 

Y las fórmulas deducidas: 
--~--~~---------

sen ~ = Vsen(p-b).sen(p-c) 
2 sen b . sen e 

sen ~ = l/sen(p-a).sen(p-c) 
2 V sen a.sen e 

A 
cos 2 

B 
cos 2 

J/ sen p.sen(p - a) 
sen b..sen c 

1 !Sen p. sen (p - b) 
V -=-- sen a. sen e 

Reemplazando estos valores en (1), se obtiene: 

sen A+B = Vsen (p-b). sen (p-c) . Vsenp . sen (p-b) + 
2 sen.b. sen e sen a,.sen c 

+ l /sen (p-a) . sen (p-e) . l/sen p. sen (p-a) 
V sen a. sen e sen b.sen e 

y aplicando la .propiedad va. fb = fa.b , resulta: 

sen A + B = l/sen p.sen2 (p -- b) .sen(p-- c) + 
2 sen a.sen b.sen2c 

+ Vsen p .sen~(p-- a) .sen(p - c) 
sen a. sen b. sen2c 

extrayendo factores fuera ele los radicales: 

A+B sen(p--b) Vsenp.sen(p--c) + sen---= . 
2 sen c sen a.sen b 

+ sen(p-a) • Vs.enp.sen(p-c) 
sen e sen a . sen b 
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sacando el radical como factor común: 

A+B sen (p-a)+sen (p-b) Vsenp.setl(p-C)(2~ 
sen -2- = sen e . sen a. sen b ' 

pero sabemos que, (165) : 

cos!!..- = l!senp.sen(p-c) 
2· V sen a.sen b 

y sustituyendo este valor en (2): 

A + B sen(p-a)+ sen(p-b) e (3) sen --- = 'cos-
2 sen e 2 

pero se sabe. (8-3), que: 
. p-a+p-b p-b-p+~ 

sen (p-a)+sen(p-b) = 2 sen 2 . cos 2 

2p-a-b a-b 
= 2 sen 2 . cos -2-

e a - b 
= 2 ,sen 2 . cos -2-

y sustituyendo este valor en (3) : 
e a-b 

A + B 2 sen 2'" . cos ~ e 
sen ---= . cos-

2 sen e 2 

e e 
pero sen e = 2 sen 2"' cos 2" ' luego: 

e a-b e 
A - B 2 sen '2 . cos -2- . cos 2 

sen~= e e 
2 s.en 2' . cos '2 

y simplificando: 
a-b e 

cos -2- . cos 2 
e 

cos 2'" 
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sen 
A+B 

2 
C 

cos -
2 

a-b 
cos -2-

e 
cos 2 

· De manera análoga se deducen las otras analogías: 
A-R a-b 

sen ~ sen -2-

C ' 
cos "2 

e 
sen "2 

A+'B a+b 
cos --2- cos -2-

C C 
seu 2" cos 2 
,A-B a+b 

cos --2- sen -2-

C e 
sen:2 sen 2 

(1) 

(11) 

(l1I) 

(IV) 

168. Analogías de Neper. - Estas fórmulas se obtie
nel'l. dividiendo ordenadamente las Analogías de De
lambre. 

Dividiendo la (II) por la (1), resulta, después de 
simplificar: 

A-S 
sen 2 

A+B 
sen --2-

= 

Dividiendo la (IV) por la 
A-B 

cos --2-

A+R 
cos 2 

a-b 
tg -2-

e 
tg "2 

(IlI), Y simplificando: 
a+b 

tg --2-

tg 
e 
2 
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Dividiendo la (1) por la 
A + B 

tg 2 

e 
cot 2 

(IlI), Y simplificando: 
a-u 

cos -2-

a+b 
,COS -2-

Dividiendo la (JI) por la 
A-E 

(IV), Y simplificando: 
a-b 

tg 2 

e 
cot 2 

sen--2 
a + b' 

sen -2-

I~as fórmulas obtenidas :son las Analogías de N epe1·. 



CAPITULO XVI 

ángulos Esféricos Oblicuángulos 

169. Casos de resolución. - Para resolver un trián
gulo esférico oblicuángulo se necesitan, tres de sus seis 
elementos. Se presentan los sei!'l casos siguientes: 

1?) Dados a, b, e, resolver el triángulo; 
29) Dados a, b, G, resolver el triángulo; 
3°) Dados a, b, A, resolver el triángulo; 
49) Dados A, B, G, r'esolver el triángulo; 
59) Dados A, B, e, resolver el triángulo; 
69 ) Dados A, B, b, resolver el triángulo. 

Resolución de los triángulos esféricos oblicuángulos 

170. PRIMER CASO. 

b·iángulo. 
Dados a, b y e, 1'esolvel' el 

Dator;: a, b, c. Incógnitas: A. B, G. 

Se aplican las fórmulas deducidas en (165) : 

tg A sen(p'- b) . sen(p - e) 
2 senp.sen(p - a) 

B Vsen(p- a) .sen(p- e) tg -
2 sen p. sen (p - b) 

O Vsen(p-a) .sen(p- b) 
tg - sen p.sen (p - e) 2 
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El problema es posible cuando la suma de los lados 
es menor que 360°, y cada lado sea menor que la suma 
de los otros· dos. 

171. SEGUNDO CASO. - Dados a, b y. e, 1'esolver el 
triángulo. 

Datos: a, b, C. Jrlcógnitas: e, A, B. 
Se aplican las siguientes analogías de Nepe}': 

A+8 a-b 
tg - -2- cos~ 

C 
C'ot T 

A-B 
tg~ 

C 
cot "2 

sen 

sen 

A-B 
2 

A+B 
-2-

= 

a+b 
cos~ 

a-b 
sen~ 

a+b 
sen -2-

a-v 
tg -2-

e 
tg 2 

De las dos primeras se hallan los valores 
A+B 

~ 
y 

A - B d donde d d IdA BIt --2-' e se e ueen os e y ; a ercera 

da el valor de e. 

172. TERCER CASO. - Da.dos a, b y A, resolvm' el 
triángulo. 

Dalos: a, b, A. 
El lado e y el ángulo e 

analogías de Neper: 
A-Ji 

sen --2-

sen 
A+B 

2 

Incógnitas: e, B, C. 

se hallan con las siguientes 

a-u 
tg -2-

e 
tg 2 
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A-B a-b 
sen -2-sen 2 

e 
cotT 

a+b sen--
2 

El ángulo B se halla con la fórmula: 

sen A sen B 
sen a - sen b 

173. CUARTO CASO. - Dados A, B Y C, resolver el 
triángulo. 

Datos: A~ B, C. Incógnitas: a, b, c. 
:::le aplican las fórmulas deducidas en (166): 

a 11 sen csen(A -- f) 
tg 2 - Vsen(B-d.t;cn(C-E) 

b 
tg 2 

11 !:len f . sen (B - _ "_)_ 
sen(A - E) .sen(C - ,,) 

e - V senc sen( C -E) tg -
2 - sen (A - €) . se~ (B - () 

174. QU¡NTO CASO. - Dados A, B Y c, resolver el 
lriángulo: 

Incógnitas: a, b, C. Datos: .él, B, .c. 
Lo..,> lados a y b se determinan con las analogías de 

NepO' : 
A-B a+b 

cos 2 
tg-

2
-

A+B c 
cos--- tg-

2 2 

A-B a-b 
sen ~ tg 

2 
A+B c 

sen 
2 tgT 
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El ángulo O se calcula con la fórmula:: 

t ~ _1/ sen(p-a) sen(p'- b) 
g 2 - senp.sen(p-e) 

175. SEXTO CASO. - Dados A, B Y b, resolver el 
triángulo: 

Datos; A, B, b. Incógnitas: a, e, O. 

El lado a se c~lcula con la fórmula; 
sen A sen B 
sen a - sen b 

El lado e y el ángulo C se hallan con las siguientes 
analogías de N eper ; 

A-B 
sen --2-

sen 
A+B 

2 

A-B 
tg-

2
-

e 
cot 2"" 

a-b 
tg -2-

e 
tgT 

a-b 
:ien -2-

a+b 
sen~ 

EJERCICIOS 

Resolver los siguientes triángulos oblicuángulos: 
196 a. = 75°; b = 42°34'; e = 138° 15'. 
197. a = 38°25'j b = 700 30'j e = 84°24'. 
198. a = 12°46'; b = 20·16'; A = 150·. 
199. A = 135°; B = 85~38'j e = 63° 25'. 
200. A 28° 18'; B = J.64°56 ' ; e = 32° 24 '. 
201. A = 72° 3.5'; B = 112°; b = 45°. 



CAPITULO XVII 

Ap1icaciones de la Trigonometria Esférica 

176. Area del triángulo esférico. - En Geometría 
«el espacio se halla que el área de un triángulo esférico 
está dado por la fórmula; 

S _ 'JtR~ . (A+B+C)-180° 
- 2 900 

Y como sabemos, (146), que; 
,; 

A + B + e - 1800 = 2" 
al reemplazar este valor, resulta: 

nR 2 :.? f. 

S = -2- 900 

Fig. 82. 

en donde ( esw 
dado en grados. 

Si e estuVIese 
dado en minutos 
o en segundos, el 

denominador 90° 
habría que redu
cirlo a minutos o 
segundos, según 
sea E. 

177. Distancia 
entre dos puntos 
de la superficie 
terrestre. - Sean 
.1 y B dos puntos 
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cuyas co(\)'(lenaclas geográficas se conocen (fig. 82). Consi
derando los meridianos que pasen por A y B, Y el plano 
que pasa por A, B Y O, resulta un triángulo esférico· 

ABP. 

En el triángulo ABP se conocen: 
lado AP = 900 - latitud de A; 
lado BP = 900 - l,a,titud. de B; 
á.ng1tlo a = long. de B - long. de Aj 

y como esos element,os son suf'icientes para resolver el 
triángulo ABP, calcularemos el lado AB, en grados, y 
luego, como se conoce el radio medio terrestre, liallare
mos la longitud de dicho AB en metros o ldlómetro,,>. 

EJEMPLO NUMÉRIOO •• ~ Hallar la distancia que hay 
en kilómetros entre dos puntos A y B de 'la superficie 
terrestre, cuyas coordenadas son: 

(
A = 0.420 28',) 

A cp = N.35045' 

Se tiene: 

a = 90° - 17°25' = 72°35' 
b = 90° - 35°45' = 54'15' 
a = 75°32' - 42°28'· = 33°4' 

Este caso es el 29 caso de resolución de los triángulos 
esféricos oblicuángulos, estudiado en (171) . 

a + b 72°35' + :')4015' , 
-2- = 2 = 63°25 

a-b 
2 

a 
2 

_ 3~4' = 166 32' 
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Sustituyendo e&,os valore& en las Analo,gías de Nepe)' : 
A+B a-h 

tg ~ cos - 2-
-e a + /1 

cot T COS - 2-

A-B a-/J 
tg --2- sen - 2-

= e a+b 
cot"2 sen -2-

y pasando cot {- al seguudo miembro, resulta: 

A + B cos 9°10'. cot 16°32' 
tg -2- = cos 63;;2-5-' -

A - B sen 9°10'. cot 16°32' 
tg -2- = sen 63°25' 

y aplicando logarÜmos: 
A+B log tg -2- = log cos 9"10'+ log cot 16"32' + colog sen 63°25, 

A-B log tg -2- = log sen 9°10' + log cot 11)" 32' + colog sen G3°2f,' 

En las Tablas de Lalande se halla: 

Cálculo de 

A+B 

Cá~culo de 

A-B 
- 2--

log cos 9°10' = 1,99442 
log cot 16°32' = 0,52747 

colog cos 63°25' = 1,65079 
A+B 

log tg --C)- = 0,1726H 
"" 

. '. A ~ B = 56°6'6",6 (1) 

log sen 9°10' = 1,20223 
log cot 16°32' = 0,52747 

colog sen 63°25' = ] ,95148 
A-B 

log tg --2- = 1,68118 

A-B 
-2- = 25°38'16",4 (2) 
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Sumando y restando ordenadamente (1) y (2), resulta: 
A = 81°44'23" 

B = 30°27'50" 

El lado AB se calcula mediante la fórmula de Neper: 

A-B a-b 
sen 2 tg -2-
--A-:-+-:--B~ -
sen 

2 
e 

Despejando el valor de tg 2"" ' resulta: 

e 
tg 2 -

sustituyendo valores: . 

A+B a-b 
sen 2 . tg -2--

sen 
A-B 

2 

e sen 56°6'6",6 tg 9°10' 
tg 2"" = ,sen 25°38'16",4 

y logaritmando : 

e 
log tg T = log sen 56°6'6",6 + log tg 9°10' + 

+ colog sen 25°38'16",4 

En las Tablas se halla: 

log sen 56°6'6",6 = 1,91908 
log tg gol(Y = 1,20782 

colog sen 25°38'16",4 = 0,36383 
e - e 

log tg 2"" = 1,49073 ,'. 2""" = 17°12' 

,'. e = AB = 34°24' 

De manera, pues, que la distancia AS es de 34°24', 

El radio medio terrestre, suponiendo la Tierra esférica, 
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mide 6.:371 Km" de manera que para calcular la distancia 
AB, basta hallar la lon~ítud del arco AB por medio de la 

fórmula: 

o bien: 

2 1t R, lt 
1 = 360 

l = 2 x 1t x 6,37~ x 34,4; 34024' = 34,4 
360 

Efectuando estos cálculos, resulta, finalmente: 

178. 

AB = 3825,974 Km. 

Reducir un ángulo al horizonte. - Reducir un 

z ángulo al ho
rizonte es ha

llar el ángulo 
que forman las 
proyecci o n e s 

de sus lados 
sobre un pla
no horizontal. 

Fig. 83. 
L'Os ángulos 

medidos con el 
teodolito ya SOn reduciaos sobl'e el círculo horizontal, no 
sucediendo lo mismo cuando se emplea el sextante. 

Sea el ángulo MON, fig. 83; )';u reducción al horizonte 
es el ángulo I!f'ON', formado por las proyecciones de los 
lados Ojl'l y ON sobre el plallO horizontal a, Midiendo los 
ángulos MOM' y NON' Y suponiendo una esfera con cen
tl'O O y radio 0..1 = 08 = OC, en el triángulo esférico 
formado ABe, se conocen los tres lados: 

AB = medida de MON, 
AC = 900 - MOM', 
TW = 90° - NON', 
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Dc manera que al calcular el á.ngulo e, del triángulo 
esférico, habremos calculado el ángulo M'ON'. 

El ángulo e, está dado por la fórmula, (170) : 

e 
tgT = 

sen (p---':a).sen (p-b) 
sen p. sen (p-c) • 

EJERCICIOS 

~oz. Hallar el área ue un triúngulo esférico euyos ángulos mi· 

den 45°, 72° Y 85~. 
:J03 . ldem, Idem, 65° 30', 98° 25', 120° 37 '. 
~04 . Hallar la (listancia. entre Buenos Aires y Lima, siendCl 

R = 6.371 km. 

B.A.(~ ~~.~¡:~~:) ; L. ( ~~ ~ .. r~:) 
~05. Idem. entre Madrid y BucDos Aircs: 

BIBUOT':CA NAC\ONAL 
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