LOSTEOREMASDE PTOLOMEOQO Y SU GENERALIZACION POR CASEY.
APLICACIONES

Leccidn de preparacion olimpica

Francisco Bellot Rosado

En las revistas Gazeta matematica de Rumaniay Matematika & Informatika, de Bulgaria, asi
como en la canadiense Crux mathematicorum ([1],[2],[3],[4]), se han publicado, separadamente,
articulos muy interesantes en relacion con |os teoremas de Ptolomeo y sus generalizaciones, con
abundantes g emplos en |os que estos resultados se utilizan h&bilmente para resolver con patente
simplicidad problemas geométricos complicados . El objetivo de esta leccidn de preparacion es
divulgarlos, de una manera conjunta.

1. El primer teorema de Ptolomeo

Este es un resultado clésico de geometria de cuadriléteros ; proporciona condiciones necesarias
y suficientes para que un cuadrilatero seaciclico, es decir, se puedainscribir en una circunferencia;
y dicelo siguiente :

En un cuadrilétero ciclico, € producto de las diagonales esigual ala sumadelos
productos de par es de lados opuestos, y reciprocamente.

De las diversas demostraciones de este teorema existentes en la bibliografia, damos la
siguiente, incluida en € libro Modern College Geometry, de David R. Davis, Addison-Wedley,
1949:

Designaremos, como es habitua, a = AB,b = BC,c = CD,d = DAy x = BD,y = AC.

Supongamos primero que los puntos A,B,C y D estén en una circunferencia. Se construye
CDE = ADB, con E OO AC. Entonces los triangulos CDE y BCD son semejantes, de donde

a — X
ok
Pero también ADE y BCD son semejantes, asi que A—bE =

Como AE + EC = AC =y, sustituyendo tenemos

X
X
%+%:y<:>ac+bd:xy.

Reciprocamente, vamos a probar que s ac + bd = xy, entonces el cuadrildtero ABCD es



ciclico. Se construyeﬁ)TE = ADB y se determina DE tal que * = %. Seuned puntoEconA'y
con C. Entonces los tridngulos EDC y ADB son semejantes, porgue tienen lados proporcionales
gue comprenden angulosiguales, y BDC es semejante aADE.

Entonces
E;%:%zC/EB:A
%=%:>5E\A=C

Sumando, (AE + EC)x = ac +bd, CED +DEA = A+C,
Comoxy = ac+ bd, xy = (AE+ EC)x = y = AC = AE + EC, lo cual indicaque AEC esuna
linearecta, lo queimplica

A+C = CED +DEA = 180°y € cuadrilatero es ciclico.ll

Para cuadrilateros no ciclicos la desigualdad se escribe
Xy < ac+hd

de la que hay una demostracion muy sencilla usando nimeros complgjos.
2.El segundo teorema de Ptolomeo

En las condiciones del teorema anterior, severifica
Y _ ad+hbc

X " ab+cd

Demostracion : Como ADC y ABC son suplementarios, se verifica

cosA/BTZ + cosA/D\C =0,

asi que utilizando € teoremadel coseno en los respectivos tridngulos ABCy ADC , y
multiplicando por 2abcd para eliminar |os denominadores resulta

ab(c? +d? -y?) +cd(@+b%-y?) =0
es decir ac(bc + ad) + bd(bc + ad) = y?(ab + cd)
o bieny?(ab + cd) = (ac + bd)(ad + bc) (1)

Procediendo de la misma manera en los tridngulos DAB y BCD resulta
x?(ad +bc) = (ab+cd)(ac+bd) (2

Multiplicando miembro amiembro (1) y (2) se obtiene & teorema directo de Ptolomeo,
mientras que dividiendo miembro a miembro resulta

y2(ab + cd)? = x2(ad + bc)?

gue es lo que queriamos probar.ll

3.Preparativos para la generalizacién : longitudes de tangentes comunes a dos
circunferencias



a) Si dos circunferenciasderadiosr; y r, son tangentes exteriores, lalongitud del segmento de
tangente exterior comun vae 2 /Tt .
En efecto, s t es dichatangente, se tiene (teor. de Pitégoras):

t2+(ry—rp)% = (ry +r2)% < t2 = 4ryr,

b) S las circunferencias son exteriores, de centros respectivos O; y O,, entonces lalongitud
del segmento de tangente exterior comin t verifica

2 = 0.0, — (ry - r2)?,

pues basta aplicar € teorema de Pitagoras cuando se traza por O, unaparalelaat = PQ hasta
quecorteaO1P :

c) Supongamos que las circunferencias k1 (O1;r1) Y k2(O2;r,) son tangentesinterioresen A 'y
B, respectivamente, ala circunferencia k(O; R). Entonces lalongitud t1, de latangente comin
exterior ak; y ks, es

tie = 48 [(R-T1)R-r2).

Demostracion : No hay pérdidade lageneralidad en suponer ry = r,, y ademés suponemos
gue O, y O, son exteriores:

Seat;, = A;Bg, conA; O kq,B; O ky; y sea P laproyeccién de O, sobre O1A;.
El teorema de Pitagoras en O;0,P da



th = mz -(ri-r2)%
y € del coseno en 00,0, :
0:10;” = (R-r1)? + (R-r2)? - 2(R-r1)(R—r2) cosg,
sendo @ = 0/1032; por su parte, € teoremadel coseno en ABO da
AB® = 2R?(1 - cosQ).
Eliminando O, 0, y cosg entre estas tres Ultimas igual dades obtenemos

t = R-10)"+ R-12)" = (1 ~12)° - 2AR-12)(R-r2)(1- 457 )

gue se smplificahastallegar a

e = 2 JR-1)R-12) ()

Deunaformaandoga, s k; Yy k, son tangentes exteriores a k se obtendria

tiy = A—g‘/(R+r1)(R+r2);

S kj estangente exteriormente ak y k; 10 es interiormente, entonces lalongitud de una
tangente comun interior es

t = 28 [R+1)R-T2).

Nota : Estos resultados se pueden encontrar en [5]y[6].
4.El teorema generalizado de Ptolomeo, o teorema de Casey.

El gedmetrairlandés John Casey publico en Dublin en 1881 un famoso libro, titulado A
Sequel to the first six Books of the Elements of Euclid, (abreviado su titulo posteriormente hasta A
Sequel to Euclid) en € que incluye la generalizacion del primer teorema de Ptolomeo, y en una
notaa pie en su pagina 104 dice textualmente : Esta extension del teorema de Ptolomeo aparecié
por primera vez en un articulo mio en los Proceedings of the Royal Irish Academy, 1866. El
enunciado es € siguiente::

Si las circunferencias ki, ko, k3 y k4 son tangentes a una misma circunferencia (o recta), y
tj son las longitudes de las tangentes comunes exteriores a k; y k; entonces se verifica la
relacion

tiotas +tostis = tistos



Con ayuda de los resultados del parrafo anterior, lademostracion esinmediata, como veremos.
Conviene notar antes que € resultado sigue siendo valido cuando algunos de los radios de ki son
cero, lo que producira interesantes demostraciones sencillas de resultados geométricos
complicados, como anuncidbamos al comienzo. Si todos los ki son cero, se obtiene € primer
teorema de Ptolomeo. Casey establecio ademas que larelacion anterior es una condicion
suficiente para que los circulos ki sean tangentes a un circulo dado, y una demostracién de la
suficiencia se puede encontrar en € gercicio I1. 240 (paginas 330-334) del excelentelibro de Igor
Shariguin Problemas de geometria. Planimetria, Ed. Mir, Moscu 1989. Es rea mente notable
disponer de una demostracion del reciproco del teorema de Casey en un libro tan popular como €
de Shariguin, dado que anteriormente habia sido probado con restricciones (v. [7]).

Demostracion del teorema de Casey:

tiotas + tustzs = (AB=CDLADBC ) R )R-ro)R-Ta)(R- 1)
= ACPR [R-r)(R-13) {R-r2)(R-12)

= tyats A

5.Generalizaciéon del segundo teorema de Ptolomeo

Escribiendo & segundo teorema de Ptolomeo en laforma

AB.AD +CB.CD _ AC
BA.BC+DA.DC BD

se demuestra que

tiotia(R—r3) +tostas(R—r1) _ tyg
tiots(R—r4) +tuataa(R-ry)  taa

En efecto, basta sustituir y hacer operaciones para obtener e resultado.ll
6.Ejemplos resueltos

En los articulos rumanos y bulgaro mencionados se ofrecen 18 aplicaciones del primer teorema
generalizado de Ptolomeo y 4 del segundo. No las expondremos todas resueltas, dejando algunas
de ellas como gjercicios.



Shailesh Shirali ofrece en [4] dos aplicaciones del teorema directo y del reciproco del

teorema de Casey. La primera es € mas bello problema de Geometria propuesto por laIndiaen la
1.M.O. de Moscu de 1992 :

Ejemplo 1
Las circunferencias Q; y Q, son exteriormente tangentes en el punto |, y ambas son
tangentes interiormente a una tercera, Q. Una tangente comin a las dos primeras corta a la

terceraen By C, mientras que la tangente comin en | corta a la tercera en A, del mismo lado de
BC quel.

Demostrar que | es el incentro de ABC.

Considerando la configuracion de la figura siguiente, donde x e y son, respectivamente, las
longitudes de las tangentesdesde By CaQ1yaQ,, D esAl n BC; z = |Al|,u = |ID|y a,b,c son
loslados de ABC,

Aplicando € teorema de Casey alas dos cuaternas de circulos (A, Q1,B,C) y (A, Q>,C,B)
obtenemos

az+bx=clu+y) (1)
az+cy = b(2u+x) (2.
Restando (2) de (1) resulta

bx-cy = u(c-b) = X+U :% =

y+u
% = % & Al esbhisectriz de BAC =
BD = 8¢

b+c



Sumando (1) y (2) resulta

az=ub+c)= & :% =
Al - AB _. B eshisectriz de ABC.

I BD
Esto prueba € resultado.ll

Cuando este problema fué rechazado por € Jurado delal.M.O. 92, larepresentante de
Colombia coment6 en voz alta : Se acaba de rechazar el més bello problema de Geometria de
este afio. Suscribo plenamente su opinion.

Ejemplo 2 (El teorema de Feuerbach, 1822)

A continuacion, y como curiosidad bibliografica, reproduzco la primera pagina del libro donde
Feuerbach demostro € teorema que lleva su nombre. La edicidn es de 1822. Lailustracidn sobre
su teorema, que aparece después del enunciado, no es de esta edicion, porque la existente, en papel
azulado y lineas con tinta muy finas, se resistia a ser reproducida en una calidad minimamente
visible.

/f(.: 2 Cigenfdaften
g ciniger

El circuloinscrito en un tridngulo estangente al circulo de los nueve puntos (que pasa
por los puntos medios de los lados del triangulo)




Supongamos que loslados BC, CA y AB dél tridngulo tienen como puntos medios aD,E,F
respectivamente, y sea Q € circulo inscrito. Consideramos la cuaternade circulos (D, E, F, Q).
Obtenemos las siguientes longitudes para |os segmentos de tangentes que se indican :

toe = %,tDF = %,tEF = %

|5 -6s-0)f = [23¢]

tbg

o= |3-6-0] - |252]

o= |- -] =252

dondes = 2b*c.

Con objeto de aplicar € reciproco del teorema de Casey necesitamos comprobar s, paraaguna
combinacion de signos +y —, setiene

tclb-a)xalb-c)+b(a-c) =0,

lo cual esinmediato. Por lo tanto, existe un circulo que es tangente alos circulos D, E,F (de
radio 0) y Q. Como € circulo que pasa por D,E y F es e de los nueve puntos, € teorema de
Feuerbach queda demostrado.ll

El mismo procedimiento permite demostrar que € circulo de los 9 puntos es tangente alos
circulos exinscritos, mutatis mutandis.

Ejemplo 3: El problema de Victor Thébault (1938)

En 1938, & famoso problemista francés Victor Thébault propuso en € American
Mathematical Monthly &l siguiente problema:

Sea D un punto del lado AB del triangulo ABC. El circulo k;(O1,r1) estangente
interiormente al circulo circunscrito k de ABC, estangentea AB en M y tangentea CD ;
por su parte, € circulo k,(O,,r,) estangenteinteriormenteak, tangenteaDB en Ny
tangentea CD. Sir esel inradio de ABC, demostrar que

r=r1-cosz%+r2-sin

24
2

dondea = A/D\C

Este problema no fué resuelto en e Monthly hasta 1983, pero la solucién completa no fué
publicada porque la Unicarecibida, del aficionado inglés ala Geometria (pero no matemético
profesiona) K.B. Taylor, ocupa 24 paginas de célculos (tengo un gemplar que me envio € autor).
Mas tarde, en 1986, Gerhard Turwald publicé una solucién sensiblemente més cortaen larevista
suiza Elemente der Mathematik.En 1989, e holandés G.R.Veldkamp envié a Crux
Mathematicorum una solucion suya del problema, publicada en 1973 en unarevista holandesa de
no muy extendida circulacion, e Nieuw Tijdschrift voor Wiskunde, y que debio pasar inadvertida a
los redactores del Monthly. Para completar la historia, afinales de 1989 Elemente der Mathematik
publico otra solucion del problema, sin usar trigonometria, completamente sintética, probando
resultados mas generales que incluyen € problema de Thébault como caso particular. Debe



anadirse que en € enunciado origina de Thébault larelacion pedidaentrer,rq,r, y o eraerronea,
y ademés pedia demostrar que O; y O, estén dineados con € incentro de ABC (lo cua es verdad).

Sean x = DM,y = DN. Aplicando € teorema de Casey a (A, B, C,k;) obtenemos:
c¢(CD —x) + (AD —x)a = b(BD + x)
= X(a+b+c)=asAD+c+«CD-be«BD
Aplicandolo otravez a (A, B, kz, C) nos da:
y@+b+c)=ceCD+beBD-a«AD
Sumando miembro a miembro,

_ 2c+CD
X*Y = a+b+c

Pero, en O;MD, x = rycot(a/2), y en O,ND,y = rtan(a/2) , luego

o) (§) = B0 = 5 -

Ejemplo 4 : Un problema japonés de 1874

vl

=r.

Durante la Restauracion Meiji en Japon, € pais estuvo aislado de Occidente y los mateméticos
japoneses descubrieron por si mismos muchos resultados geométricos, cuyas aplicaciones,
dibujadas en tabletas de madera (Sangaku) se colgaban en las entradas de |os templos en honor de
los diosesy para gloria de sus autores. Presentamos aqui un gemplo de 1874 :

Un circulo O(r) esinterior a un cuadrado ABCD, delado a;los circulos
Oi(ri),i = 1,2,3,4 son tangentes a lados adyacentes del cuadrado, y tangentes exterioresa
O(r). Hallar larelacién entrer; y a.



Cc D

Necesitamos | as longitudes de la tangentes exteriores comunes a cada par de circulos, lo que se
escribe inmediatamente. Asi se llegaalaecuacion

(@-ri-rax)a-rz—rg)+(@-ryi—rs)(@a-ro-ra)
= J2@-r1-13)2 = (r1-r2)? J2@-r2-14)2 = (2~ 14)?

gue conduce a una ecuacion cuadréticaen a, y finamente

_2Ararz—rara) + J2(r —ro)(r—ra)(rs—ra)(rs —ry) -
a= M —ro+rz—ry )

7.Problemas propuestos

1.Sead tridngulo isbsceles ABC, con AC = BC) y k su circulo circunscrito. El circulo k; es
tangente interiormente a tridngulo en M [0 AB y tangente interiormente a k. Demostrar que la
longitud t de latangente desde C ak; no depende de laeleccion dek;. Calcular t.

2.Sea C un punto del didmetro AB del circulo k. Seak; € circulo de diametro ACy k; € de
diametro CB. La perpendicular aAB en C cortaak en M y N. Hdlar lalongitud de la tangente
comun aky y ka.

3.Tres circulos de radios iguales son tangentes exteriores entre si dos a dos y tangentes
interiores a circulo k. Desde un punto cualquieraM situado en lacircunferenciak se trazan las
tangentes alostres circulos. Demostrar que unade ellas esigual alasuma de las otras dos
(teorema de Pompeiu), y menor o igual que 2R( J3 - 1) . ¢Cuando se verificalaigualdad?

Sir esd radio comun alostres circulos, y Re dek, probar quer = RJ§(2 - J§)

4.El circulo inscrito en ABC tiene radio r. Desde C se trazala altura CH sobre AB. Los
circulos ky(r1) y ko(r2) son tangentes interiores ak, y tangentesaABy aAH y BH,
respectivamente. Probar quer; +r, = 2r.

5.Sea R € radio dd circulo circunscrito aun trianguloy r € del inscrito. Seanrq,r,,r3 los
radios de tres circul os, tangentes a dos de los lados del triangulo y a circulo circunscrito. Probar
que

4 <ri+ro+rz3 < 2R

6. (Olimpiada Britanica 1986) Las rectas paralelasty, t, son tangentes d circulo k, de radio R.
El circulo ky(r1) estangente at; y ak, mientras que @ circulo ky(r,) estangenteat,, aky ak;.
Se supone que todas | as tangencias son exteriores; t;,k y k; no tienen puntos comunes. Expresar R
medianter, y ro.



7.End circulo k(O, R) seinscribe un triangulo ABC cuaquiera. Demostrar que cua quiera que
sead punto M [0 BC se puede construir un circulo que sea tangente interiormente ak y tangente a
BC en M. Determinar € lugar geométrico de los centros de estos circul os.

8.Sea k(O, R) d circulo circunscrito a triangulo arbitrario ABC. ki (O;, ri) son tres circulos
tangentes interiores ak y tangentes alos lados AC,AB y BC del tridngulo. Demostrar que

r1+r2+r3sR—%

RIS (s-2143)

R 3
(%)
¢Cuéndo se verifican las igualdades?
9. Cuatro circulos ki (O;, ri) son tangentes dos a dos y tangentes interiores al circulo k(O, R) en
lospuntos A, B,Cy D (el cuadrilatero ABCD es convexo). Demostrar que

IN

Mirp +rorz +rarg

IN

rirors

(R=r1)(R=r2)(R—r3)(R—rs) = 4rirararq
y que € signo igud se verificas y sdlo s

R(R-r)

ri =rs(sear estevaorcomin) yro, =r4 = Rir
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