Pisagor ve Sayilar

ygarliklar arasinda bende en ¢ok hayranlik uyandiran Eski

Yunan uygarhgidir. Matematikte, bilimde, felsefede ve sa-
natta akil almaz bir diizeye erismislerdir. Ne var ki, Isa’nin dogu-
munu izleyen birkag yiizyil i¢cinde Hiristiyan bagnazlig: bu ilerle-
meyi durdurmustur. Durdurmakla kalmamus, geriye bile gotiir-
miistiir. Yunan pagan bilginlerinin yapitlar yakilmis, yokedilmis-
tir. Araplar ve birkag¢ Bizansh aydin olma-
saydi, bugline o gunlerden pek bir sey kal-
mayacakti. Yunanlilardan ancak bin yil son-
ra, Ronesans’la birlikte, yani 15. yiizyilda,
Eski Yunan uygarhigmin degeri anlagilmus,
ve yapitlari incelenmeye baslanmustir. Eski
Yunanlilarin geldikleri diizey oylesine yiik-
sekti ki, matematik ve felsefede ilk onemli

atillm Ronesans’tan da sonra, René Descar-
René Descartes tes (1596-1650) ile gerceklestirilmigtir.
Yunan uygarhiginin Yunan uygarhig: olabilmesinin nedenle-
ri kismen agiklanabilir. Iklim ve doga kosullarindan, ticaret ve
ulagim gibi denizin sagladigi olanaklardan, Misir ve Siimer uy-
garliklarinin etkisinden, kolelige ve somiiriiye dayanan ekono-
mik ve toplumsal dizgeden (sistemden) sozedilebilir. Biitiin
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bunlarin elbet Yunan uygarliginin olusmasina 6nemli katkilar
olmustur. Gene de uygarligin ulastigi o sasilasi diizeyi acikla-
makta bence yetersiz kaliyor bu etkenler. Eski Yunanlilarin
eristigi diizey bir tansik (mucize) gibi geliyor.

IO 6’na1 yiizyilda yasamis olan Pisagor’u (Pythagoras’) ko-
nu etmek istiyorum. Matematikte kanit kavramini ilk kez Pisa-
gor’un buldugu saniliyor. Daha 6nce de olabilir, ama kesinlik-
le daha sonra degill.

Belit (aksiyom) olmadan, yani dogrulugu kabul edilmis
onermeler olmadan teorem kanitlanmaz. Nasil higten bir ey va-
rolmazsa, belitsiz de teorem varolamaz. O zamanlar belit, kanit-
lanamayan ve kanitlanmasina da gerek duyulmayan, yani “dog-
rulugundan” kugku duyulmayan 6nerme (ya da tiimce) anlami-
na gelirdi. Bu dogrulugu 6nceden kabul edilmis belitler disinda
her 6nerme ancak kanitlanabildiginde dogru kabul edilirdi2.

Insanlik ve bilim tarihinde “belit” kavrami bir devrimdir
hi¢ kuskusuz. Eski Yunanlilar, dogrulugu su gotirmez bu ka-
nitlanamayan gergekleri hangi nedenle kagida gecirmek zorun-
lugunu duymuglardir? Bilmiyorum.

Pisagor yalniz matematikgi degildi, ayn1 zamanda bir filo-
zoftu. Bir bakima peygamberdi de. Pisagorculuk bir din olarak
yayildi ta basindan beri. Bakla yememek gibi nedenini anlaya-
madigimiz kurallari bile vardi. Ruhla bedeni birbirinden ayirir,
ruhlarin bedenden bedene gegebilecegine inanirdi Pisagorcular.

1 Her ne denli Tales, Pisagor’dan 6nce yasamis ve adiyla anilan bir teoremi var-
sa da, Tales’in adiyla anilan bu teoremi kamitlamadigi, Oklid’in 10 3’iincii yiiz-
yilda kanitlandigi oldukga yaygin bir kanu.

2 Kimi Bat1 aydini, son onyillarda, Yunan uygarhiginin 6yle sanildig: gibi yiiksek
diizeye ulagsmadigini, Yunanhlarin bilgilerinin daha énceden Stimerliler ve Mi-
sirhlar tarafindan bilindigini kanitlama yarigina girmis gibi goruntiyor. Bilgiler
daha 6nce elde edilmis olabilir. Ama bilime yaklagim ve bakis acisi bilgiden de
onemlidir. Bilimde kanit kavramindan daha onemli bir bagska kavram yoktur.
Bilimin 6ziinde “nasil” ve “neden” sorulari yatar. Bu sorular da biiyiik 6l¢iide
kanit yaparak yanitlanir.
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Pisagor’un kurdugu okul, yani dustince ekoli, ytizyillar bo-
yunca matematigi, bilimi, felsefeyi ve sanati etkilemistir. Pisa-
gor muzikte bile kuramsal yenilikler yapmustir.

Pisagor ve Pisagorcular “her sey sayidir” derlerdi. Yani her
seyi sayilarla, daha dogrusu 1, 2, 3 gibi dogal sayilarla agiklaya-
bileceklerini sanirlardi. Sayi ise cebir demektir. Pisagorculara
gore geometriyle cebir arasinda bir ayrim yoktu. 17. ylizyihn ilk
yarisinda René Descartes, Analitik Geometri’yi bularak cebirle
geometri arasinda bir iligki kurmustur: Geometrik bir problem
cebirsel yontemle ¢oziilebilir. Ancak Descartes’la Pisagor arasin-
da ¢ok 6nemli bir ayrim vardir. Descartes geometriyle cebiri bir-
birinden ayirtyordu. Bu ytizden bu iki kuram arasinda bir iligki
kurmayi diigtinebilmigtir. Oysa Pisagor ve Pisagorcular i¢in boy-
le bir ayrim s6zkonusu degildi. Descartes’in yapmak istedigini
diistinemezler, buna gereksinim duymazlardi.

\2’nin kesirli bir say1 olmadig1 anlagildiginda Pisagor-
culuk buiytik bir darbe yiyip zayiflamisti.

\2’nin kesirli bir say1 olmadigmin kamtinin ¢ok giizel ol-
dugu soylenir. Cogu popiiler matematik kitabinda ‘gtizel kanit’a
ornek olarak verilir. Kanitlayalim: Diyelim V2 kesirli bir say1. Bir
celiski elde edecegiz ve boylece V2 nin kesirli bir say1 olmadig1 an-
lagilacak. V2 sayisim a/b olarak yazalm. Burada a ve b, 1, 2, 3 gi-
bi dogal sayilar. Ayrica a ve b sayilarinin ortak bolenlerinin olma-
digin1 varsayalim. Gerektiginde sadelestirebilecegimizden bu var-
sayimi yapabiliriz. Demek ki V2= a/b esitligini kabul ediyoruz.
Her iki tarafi da b ile ¢arpip

N2 =a
esitligini bulalim. Simdi her iki tarafin da karesini alalim:
202 = @2 (1)

Bu son esitligin solundaki sayi, yani 262, cift bir say1. Demek
ki sagdaki a2 de cift bir say1. a2 ciftse, a da cift olmak zorunda.
Yani a, 2’ye bolunebiliyor. a; = a/2 olsun. Dolayisiyla 2a; = a.
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(1) esitliginde a yerine 2a; koyalim: 2b% = a2 = (2a,)? = 4a,2 el-
de ederiz. Sadelestirirsek, b2 = 2a,2 esitligi ¢ikar. Bu kez de
bZ’nin cift oldugunu bulduk. Demek ki b de cift. Yani b, 2’ye
boluniiyor. Yukarda a’nin da 2’ye bolundigini kanitlamigtik.
Demek ki 2, hem @’y1 hem de b’yi boliiyor. Ama bu sayilarin or-
tak bolenlerinin olmadigini varsaymistik daha baslangicta... Bir
celiski elde ettik. Demek ki V2kesirli bir say1 degilmis.

Bu kanit gergekten giizel midir? Benim kisisel goriisim “eh!
soyle boyle”dir. Giizel bir kanitta sasirtici bir 6ge ararim. O
6geyi bu kanitta bulamiyorum.

Bu kanitin benzerini tam kare olmayan her 7 tamsayisi igin
yapabilirsiniz: Eger # tamsayis1 bir tam kare degilse, Vn kesirli
bir say1 degildir.

Yukardaki olgudan her seyin tamsayi olmadigi, Pisagorcu-
larin haksiz olduklari ¢ikar. Ama sayi1 olan dylesine cok sey var
ki, Pisagor’un hakli ¢ikmasina ramak kalmus.

Asagida dort teorem kanitlayacagiz. Bunlardan ilk tcii sa-
yilarla geometrinin nasil siki bir iliskide olduklarini gosterecek.
Dordiincusiinde ise tinli Pisagor teoreminin c¢arpici bir kaniti-
ni verecegiz.

1. Eger a ve b iki pozitif say1 ise, (a+b)? = a2+2ab+b2 dir.

Bu esitligi bilmeyip, (a + b)2 = a2 + b? yazan ¢ok 6grenci var-
dir. Sanirim 2(a + b) = 2a + 2b esitliginden geliyor bu yanilgi.

Doktora yillarimda yerel bir tiniversitede ders veriyordum.
Ogrencilerimin hem ekonomik ve toplumsal kosullari hem de
bilgi duzeyi ¢cok disuktii. (a+b)? = a?2+2ab+b? esitligini bir tiir-
It 6gretemiyordum. Derste anlatinca anlamig gibi baglarini sal-
liyorlar, odeve, sinava gelince (a+b)? = a2+b? yaziyorlar. Ne
yapsam bosuna... Bir tiirlii gergek esitligi kafalarina sokamiyo-
rum. Ne yapacagimi bilmez bir durumdayken, bir dergide asa-
gidaki kanit1 gordum.
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Bir kenar1 a+b olan bir kare cizelim. Bu karenin alani (a+b)?2
dir. Bu karenin alanini bagka tirlii hesaplayacagiz. Asagidaki
gibi kareyi dorde bolelim.

b Ve hemen hesaplayalim:

Sol alt dortgenin alani = g2
Sol st dortgenin alani = ab
Sag alt dortgenin alani = ab

Sag ust dortgenin alani = b2

a b Tum karenin alanini bulmak icin bu
dort alani toplayalim. a2 + 2ab + b2 buluruz.
Demek ki (@ + b)?2 = a2 + 2ab + b2 imis.
Bu kaniti gordiikten sonra ogrencilerin hepsi olmasa bile
birkaci (a+b)? = a2 + 2ab + b2 esitligini 6grendi.
Kanitimiz yalnizca pozitif sayilar icin gegerli, ama ayni esit-
lik pozitif ya da negatif, her sayi icin gecerlidir.

2. Buna benzer bir kanitla (a — b)?2 = a2 — 2ab + b2 esitligini
de gosterebiliriz.

b

a-b

Yukardaki sekilde koyu gri renkli karenin alanini iki tiirli
hesaplayacagiz. Koyu gri renkli karenin her kenar1 a — b oldu-
gundan, bu karenin alani (a — b)2 dir. Bunu aklimizda tutalim.
Ayni karenin alanim bir bagka tiirlii hesaplayacagiz.
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Butun sekil iki kareden olusmaktadir: soldaki kiiciik kare ve
sagdaki buiyiik kare. Bu karelerin alanlari sirasiyla 62 ve a2 dir.
Demek ki biitiin seklin alani a2 + b2 dir. Koyu gri renkli karenin
alanimi bulmak igin, bu biiyiikk alandan agik gri ve beyaz dik-
dortgenlerin alanini ¢ikaralim. Yani, a2 + b2 den iki kez ab’yi ¢1-
karalim (¢tinkii her iki dikdortgenin de alani ab’dir.) Demek ki
koyu gri renkli karenin alani ayni zamanda, a2 + b2 — 2ab’ymis.
Demek ki, (a — b)? = a2 - 2ab + b2 esitligi dogruymus.

3. n pozitif bir tamsay1 olsun. 1’den 2#’ye kadar olan tek
sayilarin toplami #2°dir.

Ornek:
12=1
22 =143
32 = 14345
42 = 143+5+7

52 = 143+5+7+9

Ne ilging degil mi? Pespese gelen tek sayilari toplayarak bir
kare elde ediyoruz. Pisagorcular durup dururken mistisizme
kaymamuiglar, sayilardan biiytilenmemisler... Cocuklugumda 1
+2 + 3 + 4 =10 esitligini gizemli bulurdum. Sonradan, buyi-
yunce, ne yazik ki o gizem kayboldu.

Her sayiy1 bir kareyle gosterelim. Asagida 1’i ve karesini
gorliyorsunuz:

1

1’den sonra gelen tek say1 3. 1 ile 3’ toplamak icin, 1 karey-
le 3 kareyi toplayalim, yukardaki kareye 3 kare daha ekleyelim:

5 1 Gordugumiiz gibi 1 kareyi ve 3 kareyi toplayarak
bir kenari 2 olan bir kare elde ettik. Yani 1+3 = 22.
111 3’ten sonra gelen tek sayr 5. Yandaki sekil

1+3’0 gosteriyor. Bu seklin iki yanina § kiigiik ka-
re daha ekleyelim:
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Boylece 1+3+5 elde ettik. Yukardaki sekil-
de de goruldigu gibi bir kenar1 3 olan buyuk
bir kare elde ettik. Yani 1+3+5 = 32. Bunu| 3 | 5 | 3
boylece surdiirebiliriz.

Gel de Pisagor’a hak verme! L1 1

3. Gauss’un (1777-185S5) ilkokul 6gretmeni siniftan ¢ik-
mak istemis. Cocuklarin bos durmamalari

13

icin de “zor” bir soru sormus: “1’den
100’e kadar olan sayilarin toplami kag-
tir?” Cocuklarin bu 100 sayiy: altalta ya-
zip toplamalarimi bekliyor... Ne insafsiz

bir 6gretmen! Ogretmen daha siniftan di-

sart1 adimini atmamus ki, kiigik Gauss
Carl Friedrich Gauss ~ Otur dugu yer den,
- 5050, diye bagirmus.

Ogretmen donakalmis kapinin esiginde. Olacak is degil! Kii-
cilk Gauss hesapta kuvvetli, kuvvetli olmasina ama, gene de...
Opysa kiicitk Gauss’un bir formiilii var. Iste formiil:

n pozitif bir tamsayiysa, 1’den 7’ye kadar olan tamsayilarin
toplami 72(n+1)/2’dir. Yani,

14243+... + (n-1) + n = n(n+1)/2

Ogretmenin sordugu soruda 7 = 100. Gauss yukardaki for-
mili uygulayip, 100x101/2 = 5050 bulmus.

Kiiciik Gauss’un buldugu bu formuli kanitlayacagiz. Ge-
ometriyle...

Her k tamsayisini, 1 x k boyutlu bir dikdortgen olarak gos-

terelim. Ornegin, 4 tamsayisin1 yandaki gi-

bi bir dikdortgen olarak gosterecegiz.

Simdi,

1+2+3+...+m
sayisin1 bu dikdortgenleri iistiiste koyarak gosterelim. Ornegin,
n = 6 ise, asagidaki sekli elde ederiz. Bulmak istedigimiz say1 bu
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garip ug¢gendeki kare sayisidir. Bu
t¢cgendeki kare sayisin1 bulmak ko-

lay olmayabilir, ama bu tg¢genden

iki tane alirsak, kare sayisin1 daha

kolay hesaplayabiliriz. Bu tg¢genin

bir benzerini tepe taklak edip tistiine
koyalim ve iki “liggen™i birlestirelim

(asagida, sagdaki sekle bakin.)

Bulmak istedigimiz say1 bu dik-
dortgendeki kare sayisinin yarisi. Dikdortgendeki kare sayisini
hesaplayalim. Dikdortgenimizin eni 7, yuksekligi 7 + 1 oldu-
gundan, bu dikdortgende #n(n + 1) tane kare vardir. Demek ki
tggende n(n+1)/2 tane kare var-

dir. Dolayisiyla 1’den »’ye kadar

olan sayilarin toplami
n(n+1)/2

dir.

Bilinen bir fikra vardir. Adam

trende. Yaninda arkadasi. Bir ko-

yun suriisi goruyorlar pencere-
den. Adam,

— 73 koyun var, diyor.

Obiirii sasiriyor,

— Nerden biliyorsun? diyor.

— Oyle... diyor bizimki.

Iddiaya girip ilk istasyonda ini-

yorlar. Koyunlar1 saydiklarinda

gercekten 73 koyun cikiyor. Bir
sonraki trene biniyorlar. Gene ay-

n1 sahne, bir koyun stirtsii...

- 95 koyun var.

— Amma attin ha! diyor 6bura.
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Gene iddiaya giriyorlar, gene trenden iniyorlar, gene bizim-
ki hakli ¢ikiyor. Bir sonraki trende de ayni sahne olunca ve bir
kez daha bizimki hakli ¢ikinca 6biirii soruyor,

- Yahu nasil biliyorsun?

— Cok kolay, ayaklarini sayip dorde boliyorum.

Iste bizim yaptigimiz da biraz buna benziyor. Bir sayiy1 he-
saplamak icin o sayiy1 once ikiyle ¢arptik.

4. Simdi tunlt Pisagor teoremine
gelelim. Buna “Egek Teoremi” de de-
nir. Pisagor teoremi der ki: Bir di- c
kiiggenin dik agisinin kenarlarinin 2o
uzunluklarinin karelerinin toplami

obiir kenarin uzunlugunun karesine b
esittir. Ayni teorem yukardaki sekilde resimlendirilmistir.

Bu teoremi kanitlayacagiz simdi. Uzunlugu ¢ olan kenara
bir kare inga edelim

Yamuk duran karenin
bir kenarinin uzunlugu
c’dir, demek ki alam
cdir. Simdi aymi alam

baska tuirli hesaplayaca-
giz. Karede dort uggen
a b-a var ve her birinin alani ilk

¢ ug¢genimizin alanina esit,
yani her tg¢genin alan
ab/2. Bu dort ticgen disin-
da, yamuk karenin icinde

b bir de kiiciik kare var. Bu
kiiguik karenin her kenar1 b — a oldugundan alani (b — a)?’dir.
Demek ki her kenarinin uzunlugu ¢ olan karenin alani bu alan-
larin toplamina esittir:
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Dort tiggenin alant =4 x ab/2 = 2ab

Kuguk karenin alani = (b-a)2 = b2-2ab + a2

Toplam alan =a’+ b2

Dolayisiyla ¢2 = a2 + b2 esitligi gecerlidir®.

Bir giin bir arkadagim, “Matematik¢i oldugum i¢in o denli
mutluyum ki... Bu giizellikleri anlayabiliyorum,” demisti. Ma-
tematik gercekten guizeldir.

Cahit Arf hocamiz da, “guzellik insanda sonsuzluk duygusu
uyandirandir,” demisti bir giin. Ben hak veriyorum hocamiza.

4 Kaynakga [28]’de daha bunun gibi bir¢ok geometrik kanit vardir.
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