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FUNCIONES ELEMENTALES

INTRODUCCION

Después de unos meses de geometria vamos a introducirnos en las posibilidades
gue GeoGebra nos brinda en el dlgebra y el calculo.

La relacién entre los valores correspondientes de dos magnitudes, en muchas
situaciones, viene dada por una funcidn. Llamamos funcién a aquella relacidn entre dos
conjuntos que asocia a cada elemento del primero un Unico elemento del segundo
conjunto. Podemos expresar una funcién de distintas formas: verbal, grafica, mediante una
tabla y algebraicamente. En general podemos, de manera sencilla, pasar de una forma de
presentacion de una funcidn a otra, sin embargo habra ocasiones en que no todas las
formas sean asequibles a nuestros medios.

Actividad de introduccion

Comenzamos con alguna actividad que requiera la representacion de una funcidn
para posteriormente, determinar algunos elementos.

El gasto que supone la produccion de x computadores a una empresa esta
expresado por la funcion G(x) = 18000 + 250 x, mientras que los ingresos por las ventas
de esos mismos computadores se obtienen segln la funcién V(x) = 600x — 0,1 x?; ambos
valores expresados en délares.

Una vez representadas las funciones, responde a las cuestiones siguientes:

a. ¢Cudntos computadores deben fabricar para que el beneficio sea maximo?
¢Cudl es la cantidad minima y cudl es la maxima, de computadores que
deben fabricar para que la empresa tenga beneficios?

c. ¢éQué ocurre si fabrican y venden 5000 computadores?

Comenzamos representando las funciones que corresponden al gasto de fabricacion

(G) y a las ventas (V). Una vez ajustadas las escalas obtendremos la representacion
siguiente:
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Para responder a la primera cuestion, representamos la funcién beneficio (B) que

sera:

B(x) =V(x) —G(x)

Al introducir esta expresion en la linea de entrada aparecerd una nueva funcién en

la vista gréfica.
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Para determinar el nimero de computadores que debe fabricar para obtener el
maximo beneficio, solo hay que obtener el maximo de esta funcioén B.

Para ello, utilizamos el comando Extremo, ejecutando el comando Extremo[B].

Aparecera representado el punto A cuyas coordenadas son (1750, 288250). Por
tanto, la respuesta al primer apartado serd que al fabricar 1750 computadores, el beneficio

es maximo.

Para responder a la cuestidon b, podemos determinar los cortes de la funcidon B con
el eje X o determinar los puntos de interseccion de las funciones Gy V.

} Vista Algebraica = (¥
Funcién

. ® B(x) = 600 x— 0.1x2— (1£

@ G(x) = 16000+ 250 x

@ V(x) = 600 x — 0.1

- Punto

i@ A=(1750, 288250)

@ C=(52.21,31061.83)

@ D=(3447.79, 879948.17)
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Como podemos observar en la grafica, se obtienen los puntos C(52.21, 31051.83) y
D(3447.79, 879948.17) para los que la representacion de los gastos esta por encima de la
grafica de las ventas; lo que supone que en estos casos hay pérdidas.

La respuesta seria que al menos hay que fabricar 53 computadores y no mas de
31051 para que haya beneficios.

Para determinar qué ocurre al fabricar 5.000 computadores.

Como 5.000 es una produccién que supera al valor mayor que da beneficio,
obtenido en el apartado anterior, podemos afirmar que para dicha cantidad se produciran
pérdidas, que ademds podemos observar en la representacién de la funcién B que para esa
produccién tiene valor negativo.

Proponemos a continuacion alguna actividad similar a la resuelta anteriormente.
Actividad 1

El coste por unidad fabricada de ciertos sobres disminuye seglin el nimero de
unidades fabricadas, que esta expresado por la funcion:

0,3x+ 1000
X

flx) =

Una vez representada la funcidn, responde a las cuestiones siguientes:

a. ¢Cual serd el coste por unidad y el coste total para 10 sobres? ¢Y para 10000
sobres?

b. ¢A cuanto crees que se acerca el coste por unidad cuando el nimero de sobres
fabricados es muy grande?

Actividad 2

La distancia que recorre un auto desde que pisa el freno hasta que se detiene es:

i

=00 + E, estando d expresado en metros y ven Km/h.

a. Representa la funcién en el intervalo [0,200].
b. Si un obstaculo esta a 100 metros, écual debe ser la velocidad maxima que puede
llevar el auto para evitar el accidente?

Deslizadores

Cuando la ley de formacién de una funcidon depende de un coeficiente podemos
utilizar deslizadores para observar cémo afecta el cambio en dicho valor a la grafica.

Funciones elementales
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Por ejemplo, para estudiar la funcidon lineal y =ax + b, definiremos dos
deslizadores, uno para el coeficiente a (pendiente) y otro para b (ordenada en el origen) que
ayudardn a comprender su significado.

Algo similar podemos realizar para estudiar la funcién cuadraticay = ax? + b x +
¢, para la que definiremos tres deslizadores, uno para cada coeficiente.

A continuacién, bastara escribir la ley de formacién en la linea de entrada para
obtener la representacién de la funcién cuadratica.

» Vista Algebraica [ | = vista Grifica
Funcion | TR

- f(x) = 1xt+1x+1
NOmero

@ a=1

@ b=1

L@ og=1q

Ya solo queda mover los deslizadores para comprobar cémo afecta a la
representacién de la funcion.

Actividad 3

Intenta determinar el lugar geométrico que describe el vértice de la pardbola al
variar cada uno de los coeficientes de su ley de formacién.

Actividad 4

Define la funcién f(x) = a sen (b x + ¢) para determinar como afecta al periodo
de la funcién seno el cambio de cada uno de los coeficientes a, b y c.

¢Y cdmo afecta a la imagen de la funcién?

Actividad 5. La hoja de calculo

En la ventana grafica de GeoGebra hacemos visibles los ejes de coordenadas y la
cuadricula, mediante los ejes de abscisas (horizontal) y de ordenadas (vertical) podemos
asignar unas coordenadas a cada punto del plano.

En una ventana vacia, seleccionamos la herramienta nuevo punto y colocamos
cinco puntos sobre la cuadricula, acabamos de establecer una asociacion entre cinco valores
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de la abscisa y los correspondientes en el eje de ordenadas. La imagen de la izquierda, una
posible situacién a modo de ejemplo, representa la funciéon que asociaallel1,al2el 3,al 3
el4,ald4el2yal5el3, vamos a llamarla f.
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|
4 X :
b — o se L AR e e |
¥ | |
! | |
. S e 3@ — — —— i i
3=
% ! ¥ _?( | |
! ! ! | | |
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| | % | | |
| | | | | | I
1 @ — : I ! ' Q- — ! ! !
% | | | | _{ | | I
| | | | | | 1 I I
0 1 2 3 4 5 5 0 y 4 2 ° T z

La situacion de la derecha no representa una funcién, ya que al 4 le corresponden el
2 yel 5, no un Unico elemento.

En el parrafo anterior hemos descrito cual es el elemento asociado a cada uno de
forma exhaustiva, afortunadamente solo hay cinco elementos, gracias a la hoja de cdlculo
de que disponemos en GeoGebra podriamos haber definido la funcién f de una forma mas
comoda.

Reiniciemos la ventana mediante Archivo-Nuevo y activamos en el menu Vista la
opcion Hoja de cdlculo, ahora simplemente escribimos en la primera columna los nimeros
del uno al cinco (originales) y en la segunda columna el asociado por f a cada uno (imagen),
acabamos de establecer, en forma de tabla, que elemento corresponde a cada uno.

¥ Hoja de Calculo

SN B EE =Y B
A 8| c |
1

-

3
4
2
3

L1

o= W N

{eee} Lista de puntos
Seleccionando las diez celdas y mediante la herramienta

conseguimos la representacion de los puntos en la ventana grafica.
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{1,2} Lista

{eee} Lista de puntos

12 .
34 Matriz
E Tabla
ﬁ}:i: Poligonal
o

En la vista algebraica aparece la lista con los puntos que quedaran representados en
la vista grafica.

b Vista Algebraica € | * vista Grifica ¥ | ¥ Hoja de Calculo
Lista I M AN EEE S~ |Er
@ listat = {(1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 2), (5, 3} ; A | B |
Punto
® A=(1,1) L1 1 1
=(2, 3) . 2 2 3
=(3.4) 3 3 4
=(4,2) R —
(5.3) ! o 4| 4 2
= 5 3
B E
3 L ] L] L
L7 |
2 o | 8 |
9
A 10

11

-2 -1 a 1 2 3 4 5 3 13

14
15

Comprueba el dinamismo de GeoGebra modificando los valores en la tabla y
moviendo los puntos.

GeoGebra ofrece los comandos que permitiran ajustar una nube de puntos con un
polinomio. Para ello, bastara con escribir en la linea de entrada el comando

Polinomio[lista de puntos]

Para los puntos anteriores, escribiremos Polinomio[{A,B,C,D,E}] para obtener el
polinomio de grado cuatro que pasa por los cinco puntos. Los puntos hay que escribirlos
como una lista, lo que supone que estaran encerrados entre llaves y separados por comas.

Obtendremos la representacion y la expresion del polinomio, tal y como aparece en
la imagen siguiente:

Funciones elementales
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b Vista Algebraica 4 | = vista Grafica
- Funcion v
@ f(x) = 0.33x* —3.67x +13.17 x> — 16.83 x + 8

- Lista
@ listal ={(1, 1), (2, 3), (3, 4). (4. 2), (5, 3)}

[ N N ]

moo

]
=B
L]

-1 0 1 2 3 4 s [

Como los puntos estdn en una lista cuyo nombre es listal, bastaria con escribir
Polinomio(listal] para obtener la misma funcion.

Figura a mano alzada

La herramienta Figura a mano alzada o Croquis, segun la version, / permitird
trazar una aproximacion a un funcién para después ajustarla.

Una vez seleccionada esta herramienta, bastara con mover el cursor para realizar el
trazo correspondiente a una funcion.

No olvidemos que el trazado debe cumplir la condicién de imagen Unica para
cualquier punto, ya que en caso contrario, GeoGebra no lo considerard y desaparecera de la
vista gréfica.

¥ Vista Grafica

Dv —

-7 -6
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Al finalizar el trazado aparecera la imagen siguiente en la vista grafica:

51

3 2 K 0 1 2 3 4 s

Y en la vista algebraica aparecera:

b Vista Algebraica <
- Funcion
@ f(x) = boceto(x)

GeoGebra lo interpreta como un conjunto de puntos, por lo que podemos utilizar
los distintos comandos disponibles para ajustar con una funcion.

Por ejemplo, podemos ejecutar el comando AjustePolindmico, indicando como
argumentos el conjunto de puntos, en este caso f(x) y el grado del polinomio que deseamos
obtener.

Al ejecutar AjustePolinémicolf, 6] obtendremos el polinomio que se ajusta a este
trazado, tal como aparece en la imagen siguiente:

F Vista Algebraica ) | ~ vista Grafica
- Funcign [:] =
@ f(x) = boceto(x)

@ g(x) = 0x®+ 0x* +0.01x* + 0.04

Funciones elementales
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Hay mas opciones para realizar un ajuste como podemos comprobar en la ayuda de

comandos.

Ayuda de comandos

+/ Funciones Matematicas

= Todos los comandos
- ABase

- AComplejo

- ActualizaConstruccion

© Ajusta

- AjusteExp

- Ajustelog

Actividad 6

- AjusteBaseExp

- Ajustelmplicita
- AjusteLineal

- AjustelLogistico

- AjustePolinomico
- AjustePotencia

- AjusteRectax

- AjusteSeno

Realiza un trazado utilizando la herramienta Figura a mano alzada y define un

deslizador entero n.

Ajusta el trazado con un polinomio cambiando el grado segun los valores del
deslizador para determinar cual es el menor grado con el que consigues un “buen” ajuste.

Expresion algebraica

Podemos pensar en la funcién que asocia a cada individuo su peso, a la velocidad de
un automovil el tiemplo empleado en un determinado recorrido o al tiempo transcurrido la

cantidad de agua vertida por un grifo...

Podemos establecer la funciéon
mediante un enunciado verbal del tipo “f es
la funcién que a cada numero le hace
corresponder su doble menos tres”. A partir
de este enunciado cualquiera puede
contestar que f(2)=1, ya que el doble de 2 es
4 que al restarle 3 resulta 1. Podemos
facilitar estos procesos generalizando.

Volvamos a la Hoja de célculo vy
escribamos en Al un 1, a continuaciéon en B1
escribiremos de forma simbdlica |la

Funciones elementales
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definicidn de la funcién 2*A1-3, al pulsar Enter en la celda B1 aparecera el valor calculado,
esto es —1, f(1)=—1. Escribe ahora en A2 un 2, selecciona la celda B1 y arrastra el indicador
del vértice inferior derecho hasta cubrir B2. ¢ Qué valor aparece en B2?

Selecciona las cuatro celdas anteriores y arrastra hasta donde desees el cuadradito,
acabas de obtener una tabla de valores para la funcién f. Si creamos la lista de puntos
tendremos una situacién como la de la imagen.

En la celda A2 escribe 1.5 y observa lo que ocurre al pulsar Enter. {Puedes saber
cual es laimagen de 2.3 mediante la tabla? ¢Y por el gréfico?

¢Qué ocurrira si damos valores 1.1, 1.01...? Prueba a extender el nimero de filas y
obtener mas puntos.

Ya sabemos introducir la definicion de la funciéon de forma algebraica para tener
todos los valores. Utilizando la linea de entrada escribimos f(x)=2x—3, para obtener su
representacion grafica, en este caso una recta, que légicamente pasa por los puntos
anteriormente representados.

Si deseamos restringir el campo de definicién, dominio, de la funcién podemos
hacerlo utilizando en el Campo de entrada el comando Funcién, asi Funcion[2x-3,1,9] limita
el dominio de la funcidn f(x)=2x-3 al intervalo [1, 9].

Actividad 7

Realizar una construccion con la misma apariencia que la de la siguiente imagen

F \ista Algebraica =3 » Vista Grafica
= Funcidn glxr) = 2—=x
3 f(x) =3x—4
@ g(x) = 2—x
= Segmento

o
A1
I
-
e

En la construccién anterior écual sera el valor de g(3)? éNo esta definida?, no te
precipites, escribe en el Campo de entrada m=g(3) y observa el valor de m en la ventana
algebraica. Restringida la funcién g al intervalo [-2, 2], aunque no se muestre en la gréfica,
para GeoGebra la funcidn estd definida en toda la recta, écdmo restringir realmente el
dominio de definicion? Basta utilizar el comando Si.

Funciones elementales
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Escribimos h(x)=Si[-2<x<2,2—x] el resultado en la ventana grafica serd el mismo,
salvo las propiedades que establezcamos del objeto, no asi en la algebraica donde aparecera
“h(x)=2—x (—2<x<2)”. Tampoco sera el mismo resultado al calcular h(3), compruébalo.

Actividad 8. Funcidn a trozos

Mediante el comando Si se define una funcidn a trozos, tal y como aparece en la
imagen siguiente:

= Funcidn - 59
x+3 :x<0 x+3 x<0
e fx) =4 x3+1 0 <x< 2 fix) = ¢ x¥+1 :0<x<?2

4 x> 2 4 x=2 *

Entrada: | Si[x<0,x+3,Si[x<2,x42+1, Si[x>=2,4]]] ¢ @

Para que aparezca la definicion de la funcién en la ventana grafica basta seleccionar
la expresion en la vista algebraica y arrastrarla hasta la vista grafica.

Prueba a redefinir la funcién anterior tomando valores genéricos a y b (deslizadores)
como puntos de interrupcion.

Experimenta con algin valor genérico en los valores de la funcién, por ejemplo
utiliza k en lugar de 4 en el tercer tramo.

Mueve los deslizadores para observar lo qué ocurre.

Recorrer una funcion

Representa la funcién lineal f(x) = a x + b, utilizando deslizadores y con ayuda de

g,
la herramienta Punto en Objeto = crea un punto P sobre la grafica de f.

Comprueba que el punto se puede desplazar a lo largo de la grafica.

Sitda un nuevo punto Q sobre la gréfica. Introduce el punto R=(x(Q), y(P)) (x(A) e
y(A) son la abscisa y la ordenada del punto A, respectivamente), construye los segmento PR
y QR y define m como el cociente de QR entre PR. Podemos seleccionar en la ventana
algebraica my arrastrarlo hasta la ventana grafica.

Funciones elementales
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¢Qué ocurre con el valor de m si movemos los puntos P o Q?, ¢y si varias el valor de
b?, iy el valor de a?, équé relacion hay entre ay m?

¢Qué ocurre al variar el valor de b?, iqué propiedad tienen en comun las rectas
obtenidas?

Dibuja el punto de interseccion de la recta y el eje de ordenadas, équé relacidon
encuentras entre las coordenadas del puntoy b?

¥ Vista Algebraica [=] | » vista Grafica []

= Funcidn a=13 /
@ f(x) = 1.3x— 3.1 L

Namero 4

4 a=13

# b=-31
m=1.3

= Punto

# A=(0,-3.1)

2 P

# =(3.39,1.3)
4 R=(3.39,-57)
= Segmento

4 c©=539

En las funciones lineales llamamos pendiente al valor de a y ordenada en el origen
al valor de b.

Algunas funciones predefinidas
En GeoGebra ya estan definidas algunas funciones.

Si introducimos E(x)= floor(x) obtenemos en la ventana grafica de la funcién parte
entera de x.

Prueba ahora con las funciones C(x)=ceil(x) (ceiling = techo) y R(x)=round(x) (round =
redondear), observa la grafica de cada unay las diferencias entre ellas.

Intenta expresar las funciones Cy R en funcién de E. {Podrias también expresar R en
funcién de Cy E?.

Funciones elementales 13
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5

g(x) = [x] f(x) = [x]

T T U T T T

4 -2 0 2 4 6
_2_

Representa la funcién S(x)=sgn(x), sitia un punto A en la grafica y desplazalo
lentamente de un lado a otro del origen, observa que al pasar de un lado al otro toma el
valor (0,0), écudl es el valor de 5(-2)?, ¢y de 5(1) y de 5(0)?

La funcidn abs(x) representa el valor absoluto de x, es decir su valor es x cuando x es
positivo y es el opuesto de x si x es negativo. Comprueba mediante una construccién con
GeoGebra que se cumple la igualdad abs(x)=x-sgn(x).

Vamos a terminar este primer bloque con la funcidn parteFraccionaria(x), observa
su grafica y da una definicion verbal o algebraica de la funcidon. Comparala con la gréfica de
la funcidén D(x)=x—floor(x). La funcion D (parte decimal o fraccionaria) es otra forma de
considerar la misma funcién no hay acuerdo general sobre ambas formas.

Pulsando en el botdn [ € Ayuda de comandos], a la derecha de la barra de entrada, y
abriendo el primer apartado [+ Funciones Matematicas] disponemos de una relacion
completa de las mismas siempre disponible mientras trabajamos. No es necesario conocer
todas ellas comprueba las que estan de as que ya conoces.

Ayuda de comandos _ _
Funciones Matematicas + z/Funciones Matematicas
t Todos los comandos sqgri(x) chri(x)
+/ 3D abs(x) sgn(x)
* Algebra arg(x) conjugado(x)
+| Cénica _
+ Diagrama floor(x} ceil(x)
+ Estadisticas - round(x) log(b.x)
* Finanzas
+ Funciones y Calculo EXp(x) In(x)
+ GeoGebra lg(x) Id{x)
+ Geometria sen(x) arcsen(x)
# Guien (scripting)
# Hoja de Cilculo COS(X) arcos(x)
Lista tg(x) arctan(x)
# Logica senh(x) arcsenhix)
+ Matematica Discreta
+ Optimizacion I cosh{x) arcosh(x)
A=Deshabilisles tahix) atanh(x)

Funciones elementales
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Otras funciones
. o o . . . .7 a
Veamos la funcidn de proporcionalidad inversa, introducimos la funcién f(x) = o

Crea el deslizador a, e introduce la expresion de la funcién a través de la linea de
entrada.

. L 1
Aparecera representada la funcion f(x) = o

¢Cémo es la gréfica respecto a los ejes de coordenadas? Se puede hacer zoom con la
rueda del ratdén y alejar la imagen para intuir lo que ocurre cuando nos alejamos del origen.
Se trata de una hipérbola cuyas asintotas son los ejes de coordenadas. Por si nos perdemos
por la ventana grafica, Ctrl+M (Windows) devuelve a la vista estandar.

Podemos ahora observar que ocurre cuando varia a, como hicimos en otras
funciones, variando manualmente el deslizador o activando la animacién.

Vamos a visualizar los cambios de

rﬁ Preferencias . ﬂj

otra forma que nos permite GeoGebra, '|D='E'I@I"'Eié a
—
para ello abrimos la ventana propiedades  Funcion
., ~ Programa de guidn (scripting)
de la funciéon y en la pestaifia Avanzado s f Basico | Color | Estio | Avanzado
introducimos en las casillas de Colores - Numero -
O Condicién para mostrar el objeto —

dindmicos los valores que aparecen en la
figura. Activa el rastro de la funcién y Colores dindmicos
anima de nuevo el deslizador, ademas de Rojo: (a +5)/ 10 1
una imagen mds o menos bella Verde: |1-(a+5)/10
dependiendo de los valores elegidos, Azul: |0 -
podemos observar, por ejemplo, que el

color verde correspondiente a valores de a negativos sélo aparece en el segundo y cuarto
cuadrante.

Como has comprobado los colores dinamicos nos
permiten hacer que el color de un objeto varie segin un
pardmetro, teniendo en cuenta que la variacidon de cada
color es entre 0 y 1. La eleccién de los valores en este caso
se ajusta al hecho de que el deslizador varia de -5 a 5, de
este modo para a=-5 el Rojo toma el valor Oy el Verde 1, la
grafica sera verde. En el otro extremo a=5, serd Rojo=1vy
Verde=0, luego la gréfica serd roja. Naturalmente se puede
establecer cualquier combinacion.

Actividad 9

a

Realiza una construccién para estudiar las funciones del tipo f(x) = P

Utiliza colores dindmicos para analizar el efecto de la variacion de b.

Funciones elementales 15
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Composicion de funciones

La composicién de dos funciones elementales se puede obtener en GeoGebra sin
mas que, aplicando la definicién, obtener la funcién de funcién.

Introduce f(x) = x2—-2 vy g(x) = %, y define ahora h(x)=g(f(x)), observa la
expresion algebraica y la grafica de la funcién composicidn h.

Introduce p(x)=f(g(x)), compara con h (conviene cambiar el color de la grafica de
cada funcién).

Podemos aprovechar la construccién que tenemos para realizar la composicidn de
otras funciones, redefiniendo cada una de las funciones, o creando una casilla en la vista
grafica de forma que podamos introducir cualquier valor.

a=

1, introduciendo en el Titulo el
texto f(x)=; en el menl desplegable Objeto vinculado, seleccionamos f(x) = x? — 2. Ya
tenemos en la ventana grafica la casilla en la que introducir el valor que deseemos de la
funcién. Repitiendo los pasos con la funcién g tendremos la casilla para la otra funcién y por
tanto la composicion de dos funciones cualesquiera.

Seleccionamos la herramienta Casilla de entrada

Actividad 10
Introduce f(x) = x? — 2x — 1y define la funcién g(x) = a + f(x) .

Repite el andlisis para la funcién g(x) = f(x + a). Analiza también el efecto sobre
las funciones a f(x) y f(a x).

Actividad 11

Considera ahora la funcién p(x) = a + f(x + b)) para analizar las variaciones que
los dos pardmetros producen en la grafica de la funcion f.

Actividad 12

Utilizando la misma funcién f de las actividades anteriores, realiza una construccion
para estudiar cémo son las funciones |f (x)| y f(|x]).

¢Qué podrias decir de una funcién g cuya gréfica coincida con la de |g(x)|?, éy si
coincide con g(|x])?

Funciones elementales


https://www.geogebra.org/wiki/es/Herramienta_de_Casilla_de_Entrada

