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Fjerdegrads semipæne polynomier. Parametrisering af heltallige rødder.  
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Pæne og semipæne fjerdegradspolynomier. Pythagoræiske tripler.  

Ved et semipænt fjerdegradspolynomium forstås et fjerdegradspolynomium, som har præcis tre 

forskellige heltallige rødder og tre heltallige ekstremumspunkter. Ifølge algebraens 

fundamentalsætning må en af rødderne nødvendigvis være en dobbeltrod. 

I dette indlæg gennemføres en simpel udledning af en parametrisering af semipæne 

fjerdegradspolynomier. Det viser sig, at der er en afbildning fra mængden af pythagoræiske tripler 

ind i mængden af semipæne fjerdegradspolynomier. 

Det uafklarede eksistensspørgsmål om pæne fjerdegradspolynomier.  

Talteoretikere har bevist, at der findes uendeligt mange semipæne fjerdegradspolynomier hvor 

den anden afledede har to heltallige ekstremai, to eksempler herpå medtages i dette dokument. 

Det vides ikke om der eksisterer et ’rigtigt pænt’ fjerdegradspolynomium med hele fire forskellige 

heltallige rødder og hhv. tre og to heltallige ekstrema for første og anden afledede.  

Sætning. 

Parametrisering af semipæne fjerdegradspolynomier. 

For (𝑚, 𝑛, 𝑠) ∈ ℤ3 med 𝑚 ≠ 𝑛, 𝑠 ≠ 0 og 𝑠 ≡ 0 (𝑀𝑜𝑑 4) er fjerdegradspolynomiet med dobbeltrod 

i nul og rødderne 

𝑟1 = 𝑠(3𝑚𝑛 + 𝑚2) 

𝑟2 = 𝑠(3𝑚𝑛 + 𝑛2) 

og  

𝑟1 = 𝑠(2𝑚2 − 𝑛2 + 𝑚𝑛)      

𝑟2 = 𝑠(2𝑚2 − 𝑛2 − 𝑚𝑛)      

et semipænt fjerdegradspolynomium.   (på nær de tilfælde hvor det andet rodsæt generer to 

dobbeltrødder) 

Bevis.  

Se næste side ↓ 
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1: Ligningsløsning med GeoGebras CAS. 

 

 

2: Antag nu, at (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℤ3 ∖ {0,0,0} således at (|𝑥|, |𝑦|, |𝑧|) er en pythagoræisk tripel, hvilket er 

tilfældet når 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2. Betragt 𝑝 = 3𝑥 , 𝑣 = 4𝑦, bemærk at både 𝑝 og 𝑣 kan være negative. 

Da er 

 16𝑝2 + 9𝑣2 = 16 ⋅ (3𝑥)2 + 9 ⋅ (4𝑦)2 =  16 ⋅ 9 ⋅ (𝑥2 + 𝑦2) = 144(𝑥2 + 𝑦2)      

Det følger af resultatet i skærmbilledet at 

𝑢 =
(5𝑣 + √16𝑝2+ 9𝑣22

)

4
=

(5⋅4𝑦 + 12 √𝑦2+ 𝑥22
)

4
= 5𝑦 +  3√𝑥2 +  𝑦22

       

Rødderne findes:  

𝑟1 =
(2𝑢 +  2𝑣 + √2

2
√2𝑢2 −  5𝑢 𝑣 +  2𝑣22

)

3
 

                                                                     𝑟1 =
(2𝑢 + 2𝑣 + 2𝑝)

3
     ( jf. linje 5 i skærmbilledet)  
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𝑟1 =
(2 ⋅ (5𝑦 +  3√𝑥2 + 𝑦22

)  +  2 ⋅ 4𝑦 +  2 ⋅ 3𝑥)

3
 

                                                                                         

𝑟1 =
(10𝑦 + 3√𝑥2 + 𝑦22

+  8𝑦 +  6𝑥)

3
 

𝑟1 = 6𝑦 + 2√𝑥2 +  𝑦22
+ 2𝑥 

Og dermed 

𝑟2 = 𝑦 + 6√𝑥2 +  𝑦22
− 2𝑥      

𝑟3 = 0   

Man kan gå et skridt videre og substituere (𝑥, 𝑦) med den velkendte parametriserede form for alle 

pythagoræiske tripler, som her ses i et skærmklip fra Wikipedia: 

 

Jf. ovenstående antages at både 𝑥 𝑜𝑔 𝑦 kan være negative. Man får derfor substitutionen  

𝑥 = 𝑠(𝑚2 − 𝑛2), 𝑦 = 2𝑠𝑚𝑛, (𝑚, 𝑛, 𝑠)𝜖ℤ3, 𝑚 ≠ 𝑛, 𝑠 ≠ 0.  

𝑟1 = 6𝑦 + 2√𝑥2 +  𝑦22
+ 2𝑥      

𝑟1 = 6 ⋅ 2𝑠𝑚𝑛 + 2√(𝑠(𝑚2 − 𝑛2))
2

+  (2𝑠𝑚𝑛)2
2

+ 2𝑠(𝑚2 − 𝑛2)       

𝑟1 = 12𝑠𝑚𝑛 + 2𝑠 √𝑚4 + 𝑛4 − 2𝑚2𝑛2 +  4𝑚2𝑛22
+ 2𝑠(𝑚2 − 𝑛2)    

𝑟1 = 12𝑠𝑚𝑛 + 2𝑠 √𝑚4 + 𝑛4 + 2𝑚2𝑛22
+ 2𝑠(𝑚2 − 𝑛2)    

𝑟1 = 12𝑠𝑚𝑛 + 2𝑠 √((𝑚2 + 𝑛2))22
+ 2𝑠(𝑚2 − 𝑛2) = 12𝑠𝑚𝑛 + 4𝑠𝑚2   og  

𝑟2 = 12𝑠𝑚𝑛 + 2𝑠 √((𝑚2 + 𝑛2))22
− 2𝑠(𝑚2 − 𝑛2) = 12𝑠𝑚𝑛 + 4𝑠𝑛2    

: 𝑦 = 𝑠(𝑚2 − 𝑛2) , 𝑥 = 2𝑠𝑚𝑛 

𝑟1 = 6 ⋅ 𝑠(𝑚2 − 𝑛2) + 2𝑠 √((𝑚2 + 𝑛2))22
+ 2 ⋅ 2𝑠𝑚𝑛 

𝑟1 = 8𝑠𝑚2 − 4𝑠𝑛2 + 4𝑠𝑚𝑛    og dermed  

𝑟𝑠 = 8𝑠𝑚2 − 4𝑠𝑛2 − 4𝑠𝑚𝑛. QED.      

https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_triple
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Fjerdegradspolynomier med tre forskellige heltallige rødder og heltallige ekstrema 

for første og anden afledede. 

Som nævnt i indledningen har talteoretikere bevist (i anden halvdel af det 20. århundrede), at der 

findes uendeligt mange semipæne fjerdegradspolynomier hvor den anden afledede har to 

heltallige ekstrema. Et eksempel herpå fremkommer allerede ved små tal for 𝑚 og 𝑛 når man 

indtaster den ovenstående parametrisering med to skydere i en GeoGebra fil.  

 

  

Tre andre eksempler på sådanne polynomier kan tilgås i linket til ”On rational-derived quartics”. 

 

Nogle eksempler på semipæne fjerdegradspolynomier.  

Flere kan tilgås på https://www.geogebra.org/m/dqtftxtd  

 

https://www.geogebra.org/m/dqtftxtd
https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf
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Sidebemærkning.  

3X54 polynomiet. Et unikt pænt tredjegradspolynomium?  

Det følgende særprægede tredjegradspolynomium med 3X54 er ’pænt’, dvs. det har tre forskellige 

rødder og heltallige ekstrema for både første og anden afledede. Det dukkede i mit regneark. 

Måske er det unikt? 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 54𝑥2 + 540𝑥 + 5400 

Flere Eksempler på semipæne fjerdegradspolynomier på de næste sider. 
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i 'Nice' Quartic Polynomials -The Sequel.    On rational-derived quartics (archive.org) , On rational-derived quartics 

(cambridge.org)  

  

https://www.researchgate.net/publication/263929610_%27Nice%27_Quartic_Polynomials_-The_Sequel
https://web.archive.org/web/20180724124143id_/https:/www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf
https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf
https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf

