Pzne og semipane fjerdegradspolynomier. Pythagoraiske tripler.

Ved et semipaent fjerdegradspolynomium forstas et fjerdegradspolynomium, som har preecis tre
forskellige heltallige redder og tre heltallige ekstremumspunkter. Ifglge algebraens
fundamentalsaetning ma en af redderne ngdvendigvis veere en dobbeltrod.

| dette indlaeg gennemfg@res en simpel udledning af en parametrisering af semipaene
fierdegradspolynomier. Det viser sig, at der er en afbildning fra maengden af pythagoreeiske tripler
ind i maengden af semipaene fjerdegradspolynomier.

Det uafklarede eksistensspgrgsmal om paene fjerdegradspolynomier.

Talteoretikere har bevist, at der findes uendeligt mange semipaene fjerdegradspolynomier hvor
den anden afledede har to heltallige ekstrema!, to eksempler herpd medtages i dette dokument.
Det vides ikke om der eksisterer et 'rigtigt peent’ fjerdegradspolynomium med hele fire forskellige
heltallige redder og hhv. tre og to heltallige ekstrema for fgrste og anden afledede.

Saetning.
Parametrisering af semipzene fijerdegradspolynomier.

For (m,n,s) EZ3medm = n,s # 0 ogs = 0 (Mod 4) er fierdegradspolynomiet med dobbeltrod
i nul og redderne

. = s(3mn + m?)
r, = s(3mn + n?)
og
. = s(2m? — n? + mn)
r, = s(2m? —n? — mn)

et semipaent fjerdegradspolynomium. (pa neer de tilfaelde hvor det andet rodsat generer to
dobbeltrgdder)

Bevis.

Se naeste side
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1: Ligningslgsning med GeoGebras CAS.

voT if
(x-u)(x-v)x
1 — x(—u+x) (—v+x)
$1
? Integral: 1 xd—l u;'w:3—1 '..'Lsf:3+1 uvx2+c1
4 3 3 2

12*(1/4x*-1/3ux®-1/3vx3+1/2uvx?)

- 3x*—qux—avx*4+6uvyx’

3x* - 4u x3-4v X3 + 6u v x2=0

4
2u+2v—+vV2Ww@2 —S5uv+2v2 V2 2u+2v+vV2uZ —Suv+2vZV2
Beregn: ¢ X = 3 ,X = 3 ,x=0

Beregn(2u? - 5u v + 2v2 = 2p? u)

{ 5v— /16 p2 + 0 \? 5u+\/16p2+9v2}
—_ u= u= 4

4 ]

5

2: Antag nu, at (x,y,z) € Z3 \ {0,0,0} séledes at (|x]|, |y|, |1z|) er en pythagorzeisk tripel, hvilket er
tilfeldet ndr x2 + y2 = z2. Betragt p = 3x,v = 4y, bemaerk at bade p og v kan vaere negative.
Daer

16p%2 +9v2 =16-(3x)2+9 - (4y)? = 16-9- (x? + y?) = 144(x? + y?)

Det fglger af resultatet i skaermbilledet at

(Sv + 21/16p2+ 9v2) (5-4y + 122\/y2+ xz) Yo 5
" = " =5y + 3yx?+y
Redderne findes:

3 (2u + 2v + V232u2 = suv + 2v?)
B 3

_ (Qu+2v+2p)
- 3

L£]

n (jf. linje 5 i skeermbilledet)
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(2- Gy + 3322+ y2) + 2-4y + 2-3x)

3

=

rn =

(10y+3f/x2 + y2+ 8y + 6x)
3

r =6y +23/x2 + y2 + 2x
Og dermed
r,=y+63/x2+ y2—2x
3=0

Man kan ga et skridt videre og substituere (x, y) med den velkendte parametriserede form for alle
pythagoreeiske tripler, som her ses i et skeermklip fra Wikipedia:

remedied by inserting an additional parameter & to the formula. The following will
generate all Pythagorean triples uniquely:

a=k-(m*—n?), b=k-(2mn), c=k- (m* +n?)
where m, n, and k are positive integers with m > n, and with m and n coprime and

not both odd.

Jf. ovenstaende antages at bade x og y kan vaere negative. Man far derfor substitutionen
x = s(m? —n?),y = 2smn,(m,n,s)eZ3, m #n,s # 0.

r =6y +25/x% + y? + 2x

2 2
T, =6-2smn+ 2\/(s(m2 —n2))" + (2smn)? + 2s(m?* — n?)

r = 12smn + 2s3¥m* + n% — 2m2n? + 4m?2n? + 2s(m? — n?)

1 = 12smn + 2s3m* + n* + 2m2n? + 2s(m? — n?)
1 = 12smn + 2s3/(m2 + n2))2 + 2s(m? — n?) = 12smn + 4sm? og
1, = 12smn + 253/((M? + n2))2 — 2s(m? — n?) = 12smn + 4sn?
cy =s(m? —n?),x = 2smn
7 = 6-s(m?—n?)+ 253/ (M2 +n?))2 +2-2smn
71 = 8sm? — 4sn? + 4smn  og dermed

1, = 8sm? — 4sn? — 4smn. QED.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_triple

Fjerdegradspolynomier med tre forskellige heltallige rédder og heltallige ekstrema
for f@rste og anden afledede.

Som naevnt i indledningen har talteoretikere bevist (i anden halvdel af det 20. arhundrede), at der
findes uendeligt mange semipzene fijerdegradspolynomier hvor den anden afledede har to
heltallige ekstrema. Et eksempel herpa fremkommer allerede ved sma tal for m og n nar man
indtaster den ovenstaende parametrisering med to skydere i en GeoGebra fil.

E= v &N e e

» Algebra vindue X |» CAS X | » Tegneblok
® m=6
q(x)
®n=-7 L
d = -1080 — x% (x 4+ 308) (x + 360)
e =-924
g(x) = x* (x+108| 2 Ekstremum(q)
h(x) = x (x + 108C - {(—336,—-75866112), (—165,759169125), (0, 0)} g= 6
i=-360
j=-308 3 Ekstremum(q'(x)) n=-7
a(x) = x” (x 4+ 360 ~ {(—264,7527168), (—70, —7075600)} ®
k =-76 S

Tre andre eksempler pa sadanne polynomier kan tilgas i linket til “On rational-derived quartics”.

BuLr. AusTrAL. MATH. Soc. 11p25, 11605
VoL. 51 (1995) [121-132]

ON RATIONAL-DERIVED QUARTICS

R.H. BucHHOLZ AND S.M. KELLY

Nogle eksempler pa semipane fijerdegradspolynomier.

Flere kan tilgas pa https://www.geogebra.org/m/dqtftxtd

» CAS
1 ax)
— x? (x+8) (x+20)

o | Ekstremum(q)
- {(—16,—8192),(—5,1125),(0,0)}

3 | s(x)
~ x* —12x*—80x*+1200 x — 2000

4 | Ekstremum(s)

-~ {(—6,—8192), (5,1125), (10,0)}

5 ||
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https://www.geogebra.org/m/dqtftxtd
https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf

3 S(X)
~ x¥—4x> —128 x> +768 x

4 | Ekstremum(s)

~ {(—8,—-8192), (3,1125),(8,0)}

5 ||
g | rx)

' ~ x4+ 56 x> + 640 x>
9 ROd(r)

- {x=—40,x = —16,x = 0}

10 Ekstremum(r)
- {(—32,—131072), (—10,18000),(0, 0)}

Sidebemaerkning.

3X54 polynomiet. Et unikt paent tredjegradspolynomium?

Det fglgende seerpraegede tredjegradspolynomium med 3X54 er ‘paent’, dvs. det har tre forskellige
rédder og heltallige ekstrema for bade fgrste og anden afledede. Det dukkede i mit regneark.
Maske er det unikt?

f(x) = x3 —54x% + 540x + 5400

Flere Eksempler pa semipane fjerdegradspolynomier pa de naeste sider.
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» CAS X | ¥ Tegneblok
1 Ekstremum(f) u=3
- {(0,0), (48,5971968), (105, —3472875)} - E—
——
o f(x)
- x? (x — 84) (x — 120) m=8
3 | g(x) n=7
~ x? (x — 2604) (x — 2784) I —
4 ‘Ekstremum(g)
- {(0,0), (1344, 3277416038400), (2697, —58852388619)}
| » CAS X | » Tegneblok
1 Ekstremum(f) u=3
- {(0,0), (48,5971968), (105, —3472875)} -
.
5 | f0)
2 m=7
- x“(x —84) (x — 120) A
3 | 9(x) n=5
— x? (x — 1560) (x — 1848) *-—
| 4 | Ekstremum(g)
~ {(0,0), (840, 512096256000), (1716, —60636356352)}
€ Generator 3 X ekstrema 1 dobbeltrod.ggb - E]
Fil Rediger Vis Indstilinger Veerktgj Vindue Hjselp
| B EEARR S rol+1 FANIER [ES SN
» Algebra vindue = X |» CAS = X | » Tegneblok X
® b(x.y) = 18y+6 (X +y°)""- 1 | Ekstremum(f) 1o g
: u =: - {(0,0), (96,95551488), (210, —55566000) } -v._s—;'
V= =
a =240 f(x) _._4
c =168 2 5
® f(x) = x (x — 240) (x — 168) — X (x—168) (x — 240) 3
3 2,
1
e < e~
-1
-2
-3

08:35
08-01-2024

& 6°C Mestskyet  ~ & % @) DaN
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7 Generator 3 X ekstrema 1 dobbeltrod ggb

Fil Rediger Vis Indstilinger Veerktesj Vindue Hjeelp

N

El=v &0 fa e
» Algebra vindue o X [» CAS g X
® b(x,y) = 18y+6 (x* +y)" | 4 | Ekstremum(f)
: u=20 - {(0,0), (252, 4800902400), (576, —4586471424)}

v=21

a j 672 5 | f(0)

c=432 ,
® f(x) = x* (x — 672) (x — 432) - X" (x—432) (x — 672)

3 || a

< >

Input:

H L Skriv her for at sage

CFPaene 4. grads poly. Generator 3 X heltallige ekstrema og 1 dobb

‘ -6°C Mestskyet A

eltrad - kopi.ggb

Fil Rediger Vis Indstilinger Veerktesj Vindue Hjeelp

@ O #% 9) pan

El=v &0 fa e
» Algebra vindue X [» CAS g X
® b(x,y) = 18y+6 (x* +y)" | 4 | Ekstremum(f)
®u=3 - {(0,0), (48,5971968), (105, —3472875)}
®v=4

a j 120 5 | f(0)

c=84 5
® f(x) = x* (x — 120) (x — 84) - X" (x—84) (x— 120)

3 || a

< >

Input:

H L Skriv her for at sage

‘ -6°C Mestskyet A
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@ O #% 9) pan

» Tegneblok X
6
u=20

v =21 g
@ 4
3
2
1

“4 3 2
-1
-2
-3

>

0836
08-01-2024

o

» Tegneblok X
6
u=3
v=4 >
@ 4
3
2
1
“4 3 2

0838
08-01-2024

=N




" 'Nice' Quartic Polynomials -The Sequel.  On rational-derived quartics (archive.org) , On rational-derived quartics

(cambridge.org)
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https://www.researchgate.net/publication/263929610_%27Nice%27_Quartic_Polynomials_-The_Sequel
https://web.archive.org/web/20180724124143id_/https:/www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf
https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf
https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf

