2019/20. - 7. probléma

Tekintsik a kovetkez6 rekurziot!

anyr = —+1
n+1 a,
1. Milyen valos a,-re ad ez a rekurzid (végtelen) sorozatot?

2. Milyen valds a4 -re lesz a rekurzi6 altal megadott sorozat
a) monoton;
b) korlatos;
c) konvergens?
d) Ha konvergens a sorozat, akkor mi a hatarértéke?

1.Megoldasa:
nktez”

Ha a, =0, akkor a sorozat egyetlen egy tagbol all.
Ha a, = 0, akkor a rekurzié nem ad végtelen sorozatot, ha EIn(Z 2): a,=0.

Tegyiik fel, hogy a, =0 és a, # 0 barmely k <n esetén. EKkor 1+

=0sa,, =-1.
an—l

Legyen b, =1 és b,,, = ﬁ ahol 1<t.Ekkorb, =a,,, 1<t<n-1 &ll fenn.

t

n-t?

. F . :
1. Allitas b, = —— ahol F,- Fibonacci szamsorozat t-edik tagja.
t+1

( Fibonacci sorozat: F, =0,F, =1, F, =F, , + F, ,)

1. Allitas bizonyitasa: teljes indukciéval
Az elsd 1épés, hogy ellendrizziik az allitast t =1-re: b, = ~1" -1, t =1 esetén az allitas igaz.

A masodik 1épés az indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz t-re. Ez azt jelenti, hogy

F . F
b, = ——'. Be kellene latni, hogy ekkor az allitas teljesiil t+1-reis,azaz b, =——"-. A
t+1 t+2
{bt }megadésa, az indukcios feltétel és a Fibonacci sorozat definicidja alapjan:
b . = 1 _ 1 _ Ft+1 _ Ft+l
t+41 T - -
bt -1 _ Ft -1 Ft + Ft+l Ft+2
F

t+1
Vagyis az allitas teljesiil t +1-re is. Ezzel az allitast belattuk.

F
A fentiek alapjin a, € R\ {— |ne N} esetén ad ez a rekurzi6 végtelen sorozatot.

n+1

2. Allitas:

F a-F +F
Ha a, #——",akkor a, = ——"—"-

n+l a:L ' I:n—l + I:n—2
(FO :O’ Fl :l’ l:n = Fn—l + Fn—z)

2. Allitas bizonyitasa: teljes indukcidval

,ahol n>2



Az elsé 1épés, hogy ellendrizziik az allitast n = 2 -re: a sorozat definicidja szerint

1 a+1 1a+1 .
a, =1+ —=—2—"—="1"" a2 allitas szerint a, = 8 +1 . Tehat n=2 esetén az allitas
a a la, +0 a
igaz.
A masodik 1épés az indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n -re, azaz
a-F +F . . .
=—t—" "L Be kellene latni, hogy ekkor az 4llitas teljesiil n-+1-re is:
a:L ’ I:n—l + I:n—2
_ a - I:n+1 + I:n

et = . Az {a,}megadisa, az indukcios feltétel, és a Fibonacci sorozat
a-F+F

., 1 a-F, +F  ,+a-F +F a-F.,+F
definicioi alapjan: a,,, =1+ =t ndl 1 nl  n2 ] &
a-F, +F_, a-F, +F a-F +F_

a - Fn—l + Fn—2

n+l

Tehat az allitas teljesiil n+1-re is. Ezzel az allitast belattuk.

Megjegyzés:

n+l

F
A) a, =1 esetén a, = =

c-L,,+F -2 -
:M,ath:— 1 ’nZ:l" aliﬂ’ ali_ i
c-L,+F., 3a, -4 3 Foa

B) (1) a,

4 L
(2) Ha a, =§,akkor a, =—"% ahol n>1

n+1

L, - Lucas szamsorozat n-edik tagja; F, - Fibonacci szamsorozat n-edik tagja
(L=1L,=3L =L_,+L _,n>3)

2. Milyen valos a,-re lesz a rekurzi6 altal megadott sorozat
a) monoton;
b) korlatos;
c) konvergens?
d) Ha konvergens a sorozat, akkor mi a hatarértéke?

2. Megoldas:
a) a, eR\{— FF" Ine N}

n+1

A sorozat definicidja alapjan:
an
(a, +1)(2a, +1)
Ha a, +1<0, akkor a, <0 és 2a, +1<0. Igy (2) miatt a,, —a,,, és a,,, —a, kiilonbdzé

-1 i
(l) Ay — 8y = (an+1 -4, ) a +1 cs (2) Az — Ay = (an+1 - a‘n)

n

eldjeltiek . Ha 0 < a, +1, akkor az (1) miatt a,,, —a,,; és a,,, —a, kiilonbdzo eldjeliiek.
Tehat a sorozat nem monoton.



b) a, #-

n+1
a -F +F
=—t—" "% ahol n>2
a:L ’ I:n—l + Fn—2
I. Ha a, < -1, akkor a masodik tagtdl kezdve a sorozat pozitiv tagi= a, < a,

Il. Ha a,>0, akkor a sorozat minden tagja pozitiv = 0< a,

. Ha 0>a,>-1
2n
F F
Tekintsiik a {b, = ——2"24 s ¢, = ——2L 1 sorozatokat (n e Z*). Legyen a = 145
2n-1 I:2n 2
2n
b= ﬁ I
2
b,., —b, = Fano - Fana = Fons - Fap _
" " I:2n—1'|:2n
{ 2a }a-(1+\/§)_b-(1—\/§) { 2a 2b }{a b}
1(3+456 3-45 2 2 1445 1-45
5 anl'an
,[1+4/5 2 b 1+f 1-J5 2 2 o2 1-45 2
B 3+4/5 1+\/_ 3- \/_ 3++5 1+\/_ 1- \/_ 3-4J5 1-5 3 1
S5 F2n—l ) an FZn—l ’ FZn
I:2n—2 . , ,
(1)b,,, - >0 = a yb, = ——"=sorozat szigorian monoton no.
2n-1 " Fan 2n-1
1+\/g 2n-2 1_ 1_\/5 2n-2
2 1++/5 1 1-+5
(2)limb, = lim- =lim T — = =
n—o n—o FZn—l n—oo 1+\/§ 1_\/5 1+\/€ 2
1- 2
2 1++5
C . —C = I:Zn—l' I:2n+2 _F2n+l ) FZn _
n+l n
I:2n+2":2n
{ 2a__ 2b }a-(3+\/§)_b-(3—\/§) ~ a(1+\/§)_b(1_\/§) fa_bl
11+45 1-45 2 2 2 2 B
_5 F2n+2'F2n -

{3+\/_ 1+J—}_ b{3+f 3-45 1-45 1+J§}+b2{3—\/§ 1—%}
1++5 2 1-v5 1445 2 2 -1

F2n+2 ’ Fz

n

-1 . o "
) ¢,., —C,=—————<0= ajc, =——2=+| sorozat szigorian monoton csdkken.
2n+2 " Ton 2n



4)limc, = Iim—i =

n—o n—ow F2n n—o l+\/gj2n 1_(1_\/§J2n 1+\/§ 2

2 1++5 2
A fentiek miatt Vk,t:b, < 1_2\/5 <c,
Harom esetet vizsgalunk: A) a, < % ,B) a, = # és C) 1_2\/5 <q
A) Ha a, < 1_2\@ , akkor
F al+F2k 1 a-b
(1), (2) miatt 3k : &, € o, ;b,.,[. Ekkor a,,, = 2. el -~ L K504
sz a, + FZkfl bk+1 a, — Gy
2k
al + FZk—l
a2k= FZk . FZk =_i.a1_ck<0.
FZk—l a, + I:2k72 Ck & _bk
I:Zk—:I.
B) Ha a :#:>a39 <0<ay,
C) Ha 1_2\/3 < a,, akkor
F
a + -2
; F2t+1 2t+1 1 a- bt+1 2
(3), (4) miatt 3t : a, € Jc,;c,,,[. EKkor a,,,, = : =——. <0 és
F2t F2t71 bt+1 a -G
2t
F +.
al + 2t+1
Ay, = 2t+2 242 1 .al —Ciy >0.
F2t+1 a, + FZt Con & — bt+1

I:2t+1

Az A)B)C) részek alapjan kijelenthetjiik, hogy barmely a, # ——" esetén

n+1

(5)) AN eZ" :han<N=a, <0 é n>Nesetén 0< a,. (A sorozatnak a, -tl kezdve
minden tagja pozitiv.)

Alulrél korlatos, alsé korlatja: min{a;a,;...;a,_,;0}

Allitas: 1<a,,, <2, k=2 keZ

Bizonyitas: K szerinti teljes indukcioval
Az els6 1épés, hogy ellendrizziik az allitast k =2 -re:



. 1
(5)szerint 0<ay, =>1<1+—=a,, >1l<a,,, =1+ <2

N AN
A masodik 1épés az indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k -ra, azaz 1< a,,, <2.
Be kellene latni, hogy ekkor az allitas teljesil k+1-reis: 1<a,,, <2.Az {an }megadésa, és

<1+1=2

az indukcios feltétel alapjan: a,,., =1+ > 1+% >1¢és ay,,, =1+

N +k aN +k
Vagyis az allitas teljesiil K +1-re is. Ezzel az allitast belattuk.

Tehat a sorozat feliilrél korlatos, felsé korlatja: max{a,;a,,;2}

A fentiek értelmében a sorozat korlatos.

F
cd) a #——

n+1

Felhasznalva az F, L 1+5 - ﬂ ,alimgq" =0 haeseten|q|<1
J5 2 2 n—so0

Osszefiiggéseket , és a konvergens sorozatokkal végezheté miiveletekre vonatkozo6 tételeket,
kapjuk, hogy:
a-F +F
lima, =lim——"—"L =
n—w n—w a F _|_ Fn 5

5] wp e ( fl
2 ' 1++/5 1+\/_ J5 1+4/5

— i ) _
. (H@J X 1_(14%}”‘1 \/' 2
2 ' 1+5 1+\/_

,haa #-

Tehat a sorozat konvergens és a hatarerteke

n+1



