
Capı́tulo6

Derivadas

El arte denombrar y demedir conexactitud aquello
de lo queni siquiera puede concebirsesu existencia.

Voltaire

6.1. Introducción

Losorígenesdel Cálculo estuvieron motivadospor el deseo deresolver diversosproblemas
vinculados al movimiento de los cuerpos, así como problemas de tipo geométrico de impor-
tancia en Ópticay problemas de cálculo de valores máximos y mínimos de una función dada.
Simplificando, podemos destacar dos problemas principales:

� Determinar la tangente auna curva en un punto (el problema de las tangentes).

� Determinar el área encerrada por una curva (el problema de las cuadraturas).

Son los conceptos de derivada e integral, respectivamente, los que permiten resolver satis-
factoriamente dichos problemas. Mientras que el concepto de integral tiene sus raíces en la
antigüedad clásica, la otra ideafundamental del Cálculo, la derivada, no se formuló hasta el
siglo XVII . Fue el descubrimiento efectuado por Sir IsaacNewton (1642- 1727) y Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646- 1716) de la relación entre estas dos ideas, tan dispares en apariencia,
lo que inició el magnífico desarrollo del Cálculo. Si bien los trabajos deNewton y Leibniz son
decisivos por sus aportaciones e influencia, no hay que olvidar que ellos son el punto culmi-
nante de un largo proceso en el que han participado científicos de la talla de Johannes Kepler
(1571 - 1630), René Descartes (1596 - 1650), Pierre de Fermat (1601 - 1665), John Walli s
(1616-1703) e IsaacBarrow (1630- 1677) entre otros.
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6.2. Concepto dederivada. Interpretación física y geométr ica

Para entender los resultados del Cálculo diferencial es necesario, antes que nada, com-
prender la ideabásica del mismo: el concepto de derivada. La derivada de una función puede
interpretarse geométricamente como la pendiente de una curva, y físicamente como una razón
“ instantánea” de cambio.

6.2.1. Tangente a una curva

En la primera mitad del siglo XVII no se conocían métodos generales para calcular la
tangente auna curva en un punto de la misma. Este problema se presentaba con frecuencia
en mecánica, en óptica y en geometría, y generalmente se resolvía, de forma geométrica, con
técnicas adaptadas a cada caso particular. La dificultad está en que, siendo la tangente una
recta, se precisa conocer dos puntos de lamisma, o bien un punto y su pendiente, para poderla
determinar.

Supongamosquequeremos hallar la tangente auna curvade ecuación cartesiana y Df .x/

en el punto .a; f .a//. La estrategia, usada primero por Pierre de Fermat y más tarde por New-
ton, consiste en aproximar latangentepor rectas secantescuyaspendientes sí pueden calcularse
directamente. En particular, consideremos larectaqueune el punto .a; f .a// con un punto cer-
cano, .x; f .x//, de la gráficadef . Esta recta se llama una secante (recta que corta ala curva,
pero noes tangente ala curva). Lapendiente de esta secante es:

f .x/� f .a/
x � a

dicho número suele llamarse cociente incremental def en a.

Observa que una secante es una buena

.a; f .a//

.x; f .x//

f .x/ � f .a/

x � a

Figura6.1. Secante

aproximación de la tangente, siempre que
el punto .x; f .x// estépróximo a.a; f .a//.
Estasconsideraciones llevan adefinir la tan-
gentea la gráfica def en el punto .a; f .a//
como la recta que pasa por dicho punto y
cuya pendiente es igual al límite:

lKım
x!a

f .x/� f .a/
x � a

supuesto, claro está, que dicho límite exis-
ta.

6.2.2. Razón de cambio puntual y velocidad instantánea

Muchas leyes de la Física, la Química, la Biología o la Economía, son funciones que rela-
cionan una variable “dependiente” y con otra variable “independiente” x, lo que suele escri-
birse en la forma y D f .x/. Si la variable independiente cambia de un valor inicial a aotro x,

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Razón de cambio puntual y velocidad instantánea 203

la variable y lo hacedef .a/ af .x/. La razón de cambio promedio dey D f .x/ con respecto
a x en el intervalo Œa;x� es:

Razón de cambio promedio D f .x/� f .a/
x � a

Con frecuencia interesa considerar la razón de cambio en intervalos cada vez más pequeños.
Esto lleva adefinir lo quepodemos llamar “ razón de cambio puntual dey Df .x/ conrespecto
a x en el punto a” como:

lKım
x!a

f .x/� f .a/
x � a

:

El ejemplo másconocido de esto quedecimosesel deunmóvil quesemueve alo largo deuna
recta sobre la cual hemos elegido un origen. Seas.t/ la posición del móvil en el tiempo t , es
decir, la distancia con signo del móvil al origen en el tiempo t . La razón de cambio promedio
tiene en este caso una interpretación físicanatural:

s.a C h/ � s.a/

h

Es lavelocidadmedia del móvil en el intervalo de tiempocomprendido entrea y a C h. Parece
intuitivo que, en cada instante, el móvil se mueve con una determinada velocidad instantánea.
Pero no hay manera de medir directamente una velocidad instantánea; un instante quiere decir
unaposición en la recta: lavelocidad instantáneadel móvil para t D a es lavelocidad que tiene
cuandoestá en laposicións.a/. Lavelocidad instantánea esuna abstracción deuncaracterística
físicadel movimiento, pero noes una magnitud que podamos observar directamente. Laúnica
definición razonable develocidad instantánea escomo la razón de cambio puntual:

lKım
h!0

s.a C h/ � s.a/

h

Notación. En lo que sigue usaremos las letras I , J para representar intervalos no vacíos de
números reales.

6.1 Definición. Sediceque una función f W I ! R esderivable en un punto a2I , si existe
el límite:

lKım
x!a

f .x/� f .a/
x � a

:

Explícitamente, f esderivable en a si hay un número L2R verificando quepara cada número
" > 0 existe algún número ı > 0 tal quepara todox 2 I conx ¤a y j x � a j< ı setieneque:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/� f .a/
x � a

� L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 ":

Dicho número L sellamaderivada def en a y lo representaremos por f 0.a/ (notación debida
a Lagrange).

La notación de Lagrange tiene la gran ventaja de poner de manifiesto que al aplicar la
operación de derivación a una función obtenemos una nueva función, que está definida en
todos los puntos donde la función dada seaderivable. Es usual considerar funciones derivadas
definidas en intervalos.
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6.2 Definición. Dadaunafunciónf WI ! R derivable en todo punto deI , la función derivada
def es la función f 0 W I ! R que a cada punto x 2 I hace corresponder la derivada def en
dicho punto.

6.3 Observaciones. i) El límite lKım
x!a

f .x/� f .a/
x � a

se puede escribir también de la forma

lKım
h!0

f .a C h/ � f .a/
h

:

ii ) La derivabili dad de f en un punto a 2 I es una propiedad local, depende solamente del
comportamiento def en lospuntosdeI próximosal punto a. Concretamente, si J escualquier
intervalo abierto que contiene el punto a, se verifica que f es derivable en a si, y sólo si, la
función restricción fjI \J esderivable en a y, por supuesto, en tal caso ambas funciones tienen
la mismaderivada en a.

La notación diferencial deLeibniz. Lanotación
df .x/

dx
para representar laderivadadef en

x es debida aLeibniz.

Leibniz interpretaba ese símbolo como un “cociente diferencial” pues él lo entendía así:
como uncociente de cantidades infinitesimales, y lo manejaba como uncociente; por ejemplo,
sepuede multiplicar o dividir, segúnconvenga, por dx o df .x/ . En el capítulo 5 hemosvisto
los problemas que planteaba el uso de cantidades infinitesimales, y cómo, finalmente, a partir
del último tercio del siglo XIX, fueron totalmente abandonadas. Por eso, la interpretación de
Leibniz de la derivada, aunque intuitiva, no es la que se sigue en la gran mayoría de los cursos
de cálculo1.

A pesar de lo dicho, es frecuente, sobre todo en libros de ingeniería, usar la notación de
Leibniz y manejarla como él lo hacía. Creo que esto es útil porque la notación de Leibniz
tiene una gran fuerzaheurística, y no debe presentar ningún problema, siempre que no acabes
creyendo que una derivada, tal como la hemos definido, es un cociente de infinitésimos. Y
siempre que dicha notación se use como un mero simbolismo y no se hagan demostraciones
apoyadas en su supuesta significación.

Una dificultad de la notación de Leibniz es que no es cómoda para representar la derivada

en un punto concreto. Podemosentender que
df .x/

dx
eslafunción derivadaf 0.x/, pero ¿cómo

indicamos laderivada en punto concreto a?Lasnotaciones
df .a/

dx
y

df .x/

dx
.a/ sonconfusas.

Lo que suele hacerse esescribir:
df .x/

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xDa

que, realmente, es una notación incómoda. Una posible mejora sería escribir
df

dx
.x/ para

representar f 0.x/, en cuyo caso
df

dx
.a/ indicaría f 0.a/.

Laverdad es que la mayoría de los libros de ingeniería que usan estas notaciones lo hacen
sin preocuparse mucho por su significado, y esa es una causa importante de que muchas veces
no se entienda bien lo que escriben. Las notaciones son importantes y hay que manejarlas

1Aunque sí en los cursos de AnálisisNo Estándar basados en los hiperreales de A. Robinson.
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cuidadosamente. Y todavía más, cuando una notación se supone que tiene un significado casi
mágico, y que por su fuerza simbólica ella sola, por sí misma, proporciona demostraciones.
Volveremos a considerar este asunto másadelante.

6.4 Definición. Supuesto quef es derivable en a, la recta de ecuación cartesiana:

y D f .a/C f 0.a/.x � a/

se llama recta tangente a la gráficade f en el punto .a; f .a//, y también recta tangente af
en x D a.

Cuandof 0.a/¤ 0, la recta de ecuación:

y D f .a/ � 1

f 0.a/
.x � a/

es la recta normal alagráficadef en el punto .a; f .a//, y también rectanormal af en x Da

6.2.2.1. Elementos deuna curva relacionados con la derivada

En la figura 6.2 se han representado algunos elementos de una curva que se expresan por
medio de laderivada.

P
x

�

�

�

M N

y

U

H

˛

V

O

Q

T

�

Figura6.2. Elementosdeuna curvarelacionadoscon laderivada

Lapendiente de la tangente es tg.�/D y 0.

Lapendiente de lanormal es tg.˛/D tg.�=2 C �/D �1=y 0.

El segmento TM eslasubtangente. Su longitud vienedadapor TM Dy cotg.�/Dy=y 0.

El segmento MN es lasubnormal. Su longitud viene dada por MN D y tg.�/D yy 0.
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Los segmentos interceptados en los ejes OX y OY por la tangente son
(

OT D OM � TM D x � y=y 0

OV D PM � PQ D y � x tg.�/D y � xy 0

Los segmentos interceptados en los ejes OX y OY por lanormal son
(

ON D OM C MN D x C y tg.�/D x C yy 0

OU D OH C H U D y C x tg.�/D y C x tg.�=2 � �/D y C x=y 0

6.2.3. Derivadas laterales

6.5 Definición. Sedicequef es derivable por la izquierda en a si existe el límite:

lKım
x!a
x<a

f .x/� f .a/
x � a

:

El valor de dicho límitese llama laderivada por la izquierda def en a.

Análogamente sedicequef esderivable por la derecha en a; si existe el límite:

lKım
x!a
x>a

f .x/� f .a/
x � a

:

El valor de dicho límitese llama laderivada por la derecha def en a.

Teniendo en cuenta la relación que hay entre el límite de una función en un punto y los
límites laterales, es claro que:

i) Si a D mKax I , entonces la derivabili dad def en a es lo mismo que la derivabili dad por
la izquierda def en a.

ii ) Si a D mKınI , entonces la derivabili dad de f en a es lo mismo que la derivabili dad por
laderecha def en a.

iii ) Si a no esun extremo de I , entonces equivalen las afirmaciones:

a) f esderivable en a.

b) Lasderivadas por la izquierda y por laderecha def en a existen y coinciden.

6.2.4. Propiedades de las funciones derivables. Reglasde derivación

El siguiente resultado nos dice que la derivabili dad es una propiedad más fuerte que la
continuidad.

6.6 Proposición. Todafunción derivable en un punto escontinuaen dicho punto.
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Demostración. En efecto, si f W I ! R esderivable en a, de la igualdad:

f .x/D f .a/C .x � a/
f .x/� f .a/

x � a
.x 2I; x ¤ a/

se sigue que lKım
x!a

f .x/D f .a/, es decir, f escontinua en a. 2

6.7 Teorema (Reglas de derivación). Sean f;g W I ! R dos funciones. Se verifican las
siguientes afirmaciones:

i) La funciones suma, f C g, y producto, fg, son derivables en todo punto a2I en el que
f y g sean derivables, y las derivadas respectivas vienen dadas por:

.f C g/0.a/D f 0.a/C g 0.a/I .fg/0.a/D f 0.a/g.a/C f .a/g 0.a/

ii ) Si g.x/¤ 0 para todox 2 I , la función cociente f=g es derivable en todo punto a 2 I

en el quef y g sean derivables, en cuyo caso se verifica que:

�

f

g

�0
.a/D f 0.a/g.a/ � f .a/g 0.a/

.g.a//2

Demostración. Lasreglasdederivaciónseprueban muy fácilmentehaciendo uso delaspropie-
dades algebraicas de los límites y la definición de derivada. Es suficiente que tengas en cuenta
las siguientes igualdades:

.f C g/.x/� .f C g/.a/

x � a
D f .x/� f .a/

x � a
C g.x/� g.a/

x � a
.fg/.x/� .fg/.a/

x � a
D f .x/� f .a/

x � a
g.x/C f .a/

g.x/ � g.a/

x � a
1
g
.x/� 1

g
.a/

x � a
D �g.x/ � g.a/

x � a

1

g.x/g.a/

De la primera y segunda igualdades se deduce, tomando límites para x ! a , las reglas para
la derivada de una suma y de un producto. Igualmente, de la tercera igualdad, se deduce la
derivada de 1

g
, de donde, se obtiene la derivada de f

g
D f 1

g
haciendo uso de la regla para

derivar un producto. 2

Como las funciones constantes tienen derivada nula en todo punto y la función identidad,
f .x/D x, tiene derivada igual a1 en todo punto, aplicandolas reglas de derivación anteriores
se obtiene el siguiente corolario.

6.8 Corolar io. Las funciones polinómicas son derivables en todo punto y las funciones racio-
nales son derivables en todo punto desu conjunto natural dedefinición. Ademásla derivada de
la función polinómica f .x/D a0 C a1x C a2x2 C � � � C anxn en cada punto x 2 R viene
dada por:

f 0.x/D a1 C 2a2x C 3a3x2 C � � � C nanxn�1
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6.9Teorema (Derivación deuna función compuesta oregla delacadena). Sean f W I ! R

y g W J ! R con f .I / � J , y sea h D gıf W I ! R la función compuesta. Supongamos
que f es derivable en a 2 I y que g es derivable en f .a/. Entonces h es derivable en a y
h 0.a/D g 0.f .a//f 0.a/.

En particular, si g esderivable en J , la funcióncompuesta hDgıf esderivable en todo punto
de I dondef sea derivable.

Demostración. PongamosbDf .a/. Tenemosqueprobar que lKım
x!a

h.x/� h.a/

x � a
D g 0.b/f 0.a/.

Por hipótesis se cumple que :

lKım
y!b

g.y/ � g.b/

y � b
lKım

x!a

f .x/� f .a/
x � a

D g 0.b/f 0.a/

La ideade la demostración es hacer en esta igualdad la sustitución y D f .x/. Como no está
garantizado por las hipótesis hechas que para x ¤ a se tenga f .x/¤ b, no está justificado
hacer directamente la sustitución indicada (dividir por cero está prohibido). Podemos evitar
esta dificultad como sigue. Definamos la función ' W J ! R por:

'.y/D g.y/ � g.b/

y � b
.y ¤ b/; '.b/D g 0.b/

Conello la función' escontinua en b. Es inmediato ahora comprobar quepara todox 2I con
x ¤ a severificaque:

h.x/ � h.a/

x � a
D '.f .x//

f .x/� f .a/
x � a

: (6.1)

Ahora, como f es continua en a (porque es derivable en a) y ' es continua en b D f .a/, se
sigue que' ı f escontinua en a, por lo que:

lKım
x!a

'.f .x//D '.f .a//D '.b/D g 0.b/:

La igualdad (6.1) nos dice ahora que:

lKım
x!a

h.x/ � h.a/

x � a
D g 0.b/f 0.a/

como queríamos probar. 2

Regla de la cadena al estilo Leibniz. Una demostración de la regla de la cadena al “estilo
Leibniz” podría ser como sigue. Por unaparte, tenemos quey es función dex a través deg, es
decir, y D g.x/. También tenemos que x es función de t a través def , x D f .t/. Entonces la
variación de y respecto a t se hacepor intermedio dex:

dy

dt
D dy

dx

dx

dt
(6.2)

Hemos acabado. Todolo que hemos hecho hasido multiplicar y dividir por dx .

No sé lo quepensará tú de esto, pero amí meparecería una bromaque alguien pretendiera
que lo que hemos hecho es una demostración. Primero: ¿qué es dx ? Porque si es un símbolo,
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no tiene sentido multiplicar y dividir por él (salvo que a esta operación se le hubiera asignado
previamente un significado preciso) y si es un número ¿cómo está definido? ¿qué relación
tiene ese número con la derivada?Preguntas sin respuesta. A esto me refería al decir que una
notación, por sí sola, no sirve para demostrar nada.

Además, el simbolismo empleado en la igualdad (6.2) no indicadónde se evalúa cada una
de las derivadas, y eso es fundamental para entender la regla de la cadena. Fíjate que la regla
de la cadena nos dice que la derivada de una función compuesta de dos funciones derivables,
h.x/D .g ı f /.x/, viene dada por

h 0.x/D g 0.f .x//f 0.x/D .g 0 ı f /.x/f 0.x/ (6.3)

que es un producto de dos funciones, g 0.f .x// y f 0.x/, pero la primera de ellas g 0.f .x//D
.g 0 ıf /.x/ esuna funcióncompuesta. Por eso si queremosvolver aderivar en laigualdad (6.3),
debemos aplicar la regla para derivar un producto y, para derivar el primer factor, debemos
aplicar la regla de la cadena. Es por eso que, en la regla de la cadena, es fundamental indicar
los puntos donde se evalúan lasderivadas.

Lanotación en la igualdad (6.2) es mala porque no indicadónde se evalúa cada una de las
derivadas. Pero también esmala por las razones siguientes.

� Una misma letra representa dos funciones distintas. En (6.2) la letra y aparece ala
izquierda y a la derecha. A la izquierda representa la función compuesta y D g.f .t//, a la
derecha representa la función y D g.x/.

� Una misma letra representa una función y una variable. La letra x en la parte derecha
representa lavariable en y D g.x/, y también representa la función x D f .t/.

Demasiado confuso ¿verdad? A pesar de lo dicho, la igualdad (6.2) aparece en muchos
textosdematemáticaspara ingenieros y en textosde física, sin ningúncomentario, sin explicar
lo quesignificay pretendiendo que constituyepor sí mismaunademostración. Lo peor detodo,
es que si te la enseñan así puedes creer que la entiendes, y entonces una de dos: o la entiendes
de verdad, como acabo de explicarlo, o te engañas y realmente no sabes lo que crees saber.
Lamentablemente, de estas dos posibili dades lamás frecuente es lasegunda.

Y. . .sin embargo, la igualdad (6.2) es muy simple y fácil de recordar, y permite conjeturar
la reglade la cadena sin necesidad dedemostrarla (por eso decimos que lanotación deLeibniz
tiene un gran valor heurístico). Mi consejo es el siguiente: puedes usar la notación de Leibniz
siempreque te ayude en lo cálculos, pero no debesdejarte llevar por lanotación sino quedebes
entender lo que estás haciendoen cada momento.

6.10 Ejemplo. Sabiendo que y D senx y x D cost , se pide calcular la derivada de y con
respecto a t .

Lo que nos piden es calcular la derivada de la función compuesta h.t/D sen.cost/. Aquí
g.x/D senx, f .t/D cost . Tenemos que

h 0.t/D g 0.f .t//f 0.t/D � cos.cost/ sen t

Al estilo Leibniz:
dy

dt
D dy

dx

dx

dt
D cosx.� sen t/D � cosx sen t

Pero esta igualdad debe ser función de t por lo que hay que sustituir x D cost y se vuelve a
obtener el resultado anterior. �
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6.2.5. Ejercicios propuestos

Empezaremos con algunas de las aplicaciones más sencill as y atractivas del cálculo
diferencial. En esquema, se trata de lo siguiente: calcular la tasa de variación de una
magnitud cuandose conocela tasa de variación de otra magnitud relacionadacon ella.
En este tipo de ejercicios la “ tasa de variación” se interpreta como una derivada y, en
la mayoría de los casos, basta usar la regla de la cadena para obtener lo que se pide.
Hay que elegir las unidades de acuerdo con los datos del problema; por ejemplo, si un
volumen se mide en lit ros tendremos que medir longitudes con decímetros.

176. ¿Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en un depósito cilíndrico si estamos
vaciándolo a razón de3000lit ros por minuto?

177. Se está llenando un globo de forma esférica con gas a razón de 50cm3/s. Calcula la
velocidad a laque está aumentandoel radio, r , del globocuandosu valor es r D 5.

178. Un punto P semuevesobre lapartede laparábolax Dy2 situada en el primer cuadrante
de forma que su coordenada x está aumentandoa razón de 5cm/sg. Calcula lavelocidad
a laque el punto P se aleja del origen cuandox D 9.

179. Se estállenando un depósito cónico apoyadoen su vértice arazón de9 lit rospor segundo.
Sabiendo que la alturadel depósito esde10metrosy el radio de la tapadera de5 metros,
¿con qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando ha alcanzado una profundidad de 6
metros?

180. El volumen deuncuboestá aumentandoarazón de70cm3 por minuto. ¿Con quérapidez
está aumentandoel área cuandola longitud del lado esde 12cm?

181. Un barco A se desplazahacia el oeste con una velocidad de 20 mill as por hora y otro
barco B avanza hacia el norte a15 mill as por hora. Ambos se dirigen hacia un punto
O del océano en el cual sus rutas se cruzan. Sabiendo que las distancias iniciales de los
barcosA y B al punto O son, respectivamente, de15 y de60mill as, sepregunta: ¿A qué
velocidad se acercan (o se alejan) los barcos entre sí cuando ha transcurrido una hora?
¿Y cuando han transcurrido 2 horas? ¿En quémomento están máspróximosuno deotro?

182. Una bola esféricade hielo se está derritiendo de forma uniforme en toda la superficie, a
razón de 50cm3 por minuto. ¿Con qué velocidad está disminuyendo el radio de la bola
cuandoeste mide 15cm?

183. Un hombre se aleja de una farola arazón de 1,5m/sg. Sabiendo que la altura del hom-
bre es de 1,8 metros y la de la farola de 15 metros, calcula la velocidad a la que está
aumentandolasombra del hombre proyectada por la luz.

184. Un faro, cuya linterna gira a8 revoluciones por minuto, se encuentra situado a3 kilóme-
tros de una costa rectilínea. Calcula la velocidad con que el rayo de luz recorre la orill a
cuandoel ángulo de incidencia del rayo de luz con la líneade la costa es de45 grados.
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Los siguientes ejercicios son de cálculo dederivadas y de tangentes y normales a distin-
tascurvas. Cuandoen unejercicio intervienen parámetros, debesexpresar las soluciones
de la forma más sencill a posible.

185. Calcula .f ı g/0.x/ en el valor indicado dex en los siguientes casos:

1. f .x/D 2x

x2 C 1
; g.x/D 10x2 C x C 1; x D 0

2. f .x/D
�

x � 1

x C 1

�2

; g.x/D 1

x2
� 1; x D �1

186. Calcula en cada caso el valor de a y b en función de c, para que exista la derivada en el
punto c de cada una de las siguientes funciones:

f .x/D
�

x2; x 6 c

ax C b; x > c
f .x/D

8

<

:

1

jxj ; jxj > c

a C bx2; jxj 6 c

f .x/D
�

cosx; x 6 c

ax C b; x > c

187. Supongamos quef es derivable en a, g es continua en a y f .a/D 0. Prueba quefg es
derivable en a.

188. ¿Escierta la igualdad f 0.a/D lKım
t!a

f .a C t/ � f .a � t/

2t
?Justificatu respuesta.

189. Supongamos que las funciones f y g y sus derivadas tienen los siguientes valores en
x D 2 y x D 3.

x f .x/ g.x/ f 0.x/ g0.x/
2 8 2 1/3 -3
3 3 -4 2� 5

Calcular las derivadas de las siguientes funciones en los valores dados dex:

a) f .x/g.x/; x D 3 b) f .x/=g.x/; x D 3

c) f .g.x//; x D 2 d)
q

.f .x//2 C .g.x//2; x D 2

190. Supongamos que las funciones f y g y sus derivadas tienen los valores que se indican
en la tabla.

x f .x/ g.x/ f 0.x/ g0.x/
0 1 5 2 -5
1 3 -2 0 1
2 0 2 3 1
3 2 4 1 -6

Calcula una tabla análoga para las funciones f ı g y g ı f .

191. Calcula directamente, aplicando la definición, la derivada de f .x/ D x3 en un punto
genérico a.
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192. Calculadirectamente, aplicandoladefinición, laderivadadef .x/D
p

x C 7 en el punto
a D �1.

193. Supongamos que f es una función que verificauna desigualdad del tipo jf .x/j 6 jxjr
en algún intervalo abierto que contiene a cero, donde r > 1. Prueba que f es derivable
en 0.

194. Seaf una función tal que f .x C h/ D f .x/ C 3xh C h2 � 2h para todos x;h 2 R.
Calculaf 0.0/ y f 0.2/.

195. Calcula la derivada en todo punto de la función definida por

f .x/D

8

<

:

x2 sen
1

x
; x ¤ 0

0; x D 0

196. Desarrolla .1Cx/n por el binomio deNewton y deriva la igualdad resultante paraprobar
las igualdades siguientes:

n
X

kD1

k

�

n

k

�

D n2n�1;

n
X

kD2

k.k � 1/

�

n

k

�

D n.n � 1/2n�2

197. Calcula los puntos en que la cúbica de ecuación y D ax3 C bx2 C cx C d , donde
a; b; c;d son constantes reales, tiene tangente horizontal. Debes estudiar los distintos
casos posibles.

198. Calculaun punto c por la condición dequela tangente alaparábolaf .x/Dx2 C˛x Cˇ
en el punto .c; f .c//, seaparalela ala cuerda que unedospuntos dados A D .a; f .a// y
B D .b; f .b//.

199. Calculalasecuacionesdelasrectastangentey normal aunaparábolaf .x/Dax2CbxCc

en un punto genérico .u; v/ de lamisma.

200. Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a una hipérbola de ecuación car-
tesiana x2 � y2 D 1, en un punto genérico .u; v/ de lamisma.

201. Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal auna elipse de ecuación

x2

a2
C y2

b2
D 1

en un punto .u; v/ de la misma.
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6.2.6. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 79 ¿Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en un depósito ci-
líndrico si estamos vaciándolo a razón de 3000lit ros por minuto?

Solución. Sear el radio del cili ndro y h la altura medidos en decímetros. SeaV .t/ el
volumen de agua, medido en lit ros (dcm3), que hay en el cili ndro en el tiempo t medido
en minutos. La información que nos dan es una tasa de variación

V .t C 1/ � V .t/D �3000 lit ros por minuto

En este tipo de ejercicios la tasa de variación se interpreta como una derivada: V 0.t/D
�3000. FíjatequeV .t C t0/�V .t0/ Ñ V 0.t0/t , por lo que la interpretación esrazonable.
El signo negativo de laderivada esobligado yaque el volumen disminuye conel tiempo.
Como el radio esconstante pero la altura del agua depende del tiempo, tenemos

V .t/D �r2h.t/

y deducimos
V 0.t/D �3000 D �r2h 0.t/

Por tanto

h 0.t/D �3000

� r2
decímetros por minuto

Si expresamos las medidas en metros, entonces h 0.t/D � 3

�r2
metros por minuto.

Observa que lo que realmente hemos calculado es:

V .tC1/�V .t/D�r2.h.tC1/�h.t// ÷ h.tC1/�h.t/DV .t C 1/ � V .t/

�r2
D�3000

� r2

que es la tasa de variación de la altura en unintervalo de 1 minuto. Pero, como ya te he
dicho, en estos ejercicios se identifica la tasa de variación con una derivada, lo cual es,
claro está, una aproximación. ©

Ejercicio resuelto 80 Un punto P semuevesobre laparte de laparábola x D y2 situada en
el primer cuadrante de forma que su coordenada x está aumentando a razón de 5cm/sg.
Calcular la velocidad a laque el punto P se aleja del origen cuandox D 9.

Solución. Sean .x.t/;y.t// las coordenadas, medidas en centímetros, del punto P en el
instante t medido en segundos. Nosdicen que y.t/> 0 y que x.t/D y.t/2. Ladistancia
del punto P al origen viene dada por f .t/D

p

x.t/2 C y.t/2, por lo que

f 0.t/D x.t/x 0.t/C y.t/y 0.t/
p

x.t/2 C y.t/2

Lo que nos piden es f 0.t0/ sabiendo que x.t0/ D 9. En tal caso ha de ser y.t0/ D 3.
También conocemos x 0.t/ D 5 (cm/sg). Con ello es fácil deducir el valor de y 0.t0/ D
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x 0.t0/

2y.t0/
D 5

6
. Finalmente,

f 0.t0/D x.t0/x
0.t0/C y.t0/y

0.t0/
p

x.t0/2 C y.t0/2
D 45 C 3.5=6/

81 C 9
D 95

6
p

10
cm/sg

©

Ejercicio resuelto 81 Se está llenando un depósito cónico apoyado en su vértice arazón de
9 lit ros por segundo. Sabiendo que la altura del depósito es de 10 metros y el radio de la
tapadera de 5 metros, ¿con qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando ha alcanzado
una profundidad de6 metros?

Solución. Expresaremos todas lasmedidasen metros. Si V .t/ esel volumen de aguaque

hay en el depósito en el tiempo t medidoen segundos, nosdicen queV 0.t/D 9

103
m3/sg.

R

r

H

h

Figura6.3. Depósito cónico

Sabemos que V .t/ D 1

3
� r.t/2h.t/ donde h.t/ es

la altura, medida desde el vértice, alcanzada por el
agua en el tiempo t y r.t/ es el radio de la sec-
ción transversal del cono a la distancia h.t/ desde
el vértice. Por semejanza de triángulos deducimos

que
r

R
D h

H
, dedonde, r D r.t/D R

H
h.t/D 1

2
h.t/.

Luego V .t/D 1

12
� h.t/3, y

V 0.t/D 9

103
D �

4
h.t/2h 0.t/:

Luego, cuandoh.t0/D6, deducimosque
9

103
D�

4
36h 0.t0/, esto es, h 0.t0/D

1

103�
m/sg Ñ

1; 146 m/h. ©

Ejercicio resuelto 82 El volumen deuncuboestá aumentandoarazón de70cm3 por minuto.
¿Con qué rapidez está aumentandoel área cuandola longitud del lado esde 12cm?

Solución. SeaV .t/ el volumen del cubo, medido en centímetros cúbicos, en el tiempo t ,
medidoen minutos. Si L.t/ eslalongituden centímetrosdel ladoen el tiempo t , tenemos

queV .t/D L.t/3, dedonde, L 0.t/D V 0.t/

3L.t/2
. Como nos dicen que V 0.t/D 70 cm/min,

deducimos que cuando L.t0/ D 12, L 0.t0/ D 70

3.12/2
. El áreadel cubo viene dada por

S.t/D 6L.t/2, deducimos que S 0.t0/D 12L.t0/L
0.t0/D 70

3
cm2/min. ©

Ejercicio resuelto 83 Un barco A se desplazahacia el oeste con una velocidad de 20 mill as
por hora y otro barco B avanza hacia el norte a15 mill as por hora. Ambos se dirigen
hacia un punto O del océano en el cual sus rutas se cruzan. Sabiendo que las distancias
iniciales de los barcos A y B al punto O son, respectivamente, de 15 y de 60 mill as,
se pregunta: ¿A qué velocidad se acercan (o se alejan) los barcos entre sí cuando ha
transcurrido una hora? ¿Y cuando han transcurrido 2 horas? ¿En qué momento están
máspróximos uno de otro?
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Solución. Tomamos el punto O como origen de coordenadas, tal como se indica en la
figura. Llamemosx.t/ a ladistancia, medida en mill as, quesepara el barco A deO. Nos
dicen que x.0/D 15 y x 0.t/D �20 mill as por hora. Observa que como la función x.t/

es decreciente su derivada debe ser negativa. Análogamente, seay.t/ la distancia que
separa al barco B deO.

O
A

B

Figura6.4. Crucede barcos

Nos dicen que y.0/ D 60 y y 0.t/D �15 mill as por
hora. La distancia entre los dos barcos viene dada
por f .t/D

p

x.t/2 C y.t/2. Tenemos

f 0.t/D x.t/x 0.t/C y.t/y 0.t/
p

x.t/2 C y.t/2

Cuando ha pasado una hora x.1/ D 15 � 20 D �5,
y.1/D 60 � 15 D 45. Deducimos que

f 0.1/D .�5/.�20/C 45.�15/
p

.�5/2 C .45/2
D � 115p

82
mill as/h

Donde el sigo negativo indicaque se están acercan-
do (la distancia entre ellos está disminuyendo).

Cuando han pasado dos horasx.2/D 15 � 40 D �25, y.2/D 60 � 30 D 30. Deducimos
que

f 0.2/D .�25/.�20/C 30.�15/
p

.�25/2 C .30/2
D 10p

61
mill as/h

Donde el sigo positivo indicaque se están alejando(la distancia entre ellos está aumen-
tando).

La distancia entre los dos barcos es mínima cuando la derivada es nula (fíjate que la
derivada pasa de negativa apositiva). La condición f 0.t0/ D 0 equivale a la igualdad
�20 x.t0/ � 15y.t0/D 0. Sustituyendo en ella x.t0/D 15 � 20 t0, y.t0/D 60 � 15 t0,
obtenemos t0 D 48

25
. x.48

25
/D �117

5
, y.48

25
/D 156

5
. La distancia mínima aque se cruzan

los barcos esf .48
25
/D 39 mill as. ©

Ejercicio resuelto 84 Una bola esférica de hielo se está derritiendo de forma uniforme en
toda lasuperficie, a razón de50cm3 por minuto. ¿Con quévelocidad estádisminuyendo
el radio de la bola cuandoeste mide 15cm?

Solución. El volumen delabola en el instante t minutosvienedado por V .t/D 4

3
� r.t/3

centímetros cúbicos. Nosdicen que V 0.t/D�50. Deducimosque�50D4� r.t/2r 0.t/.
Si r.t0/D 15, sesigue que

r 0.t0/D �50

4�.15/2
D � 1

18�
cm/min

Laderivada esnegativa, como debe ser, ya que el radio está disminuyendo. ©

Ejercicio resuelto 85 Calcula .f ı g/0.x/ en el valor indicado de x en los siguientes casos:

a) f .x/D 2x

x2 C 1
; g.x/D 10x2 C x C 1; x D 0
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b) f .x/D
�

x � 1

x C 1

�2

; g.x/D 1

x2
� 1; x D �1

Solución. Este ejercicio lo puedes hacer de dos formas: calculando en caso la función
compuesta .f ı g/.x/ y derivándola, o aplicando la regla de la cadena sin necesidad de
calcular previamente la función compuesta. Esta segunda forma es mucho más rápida.
Lasderivadas que nos piden son las siguientes.

a) f 0.x/D 2 � x2

.x2 C 1/2
; g 0.x/D20xC1÷.f ıg/0.0/Df 0.g.0//g 0.0/Df 0.1/g 0.0/D

1

4
: El otro apartado sehaceigual. ©

Ejercicio resuelto 86 Calcula en cada caso el valor dea y b en función de c, paraque exista
laderivada en el punto c de cada una de las siguientes funciones:

f .x/D
�

x2; x 6 c

ax C b; x > c
f .x/D

8

<

:

1

jxj ; jxj > c

a C bx2; jxj 6 c

f .x/D
�

cosx; x 6 c

ax C b; x > c

Solución. Consideremos lasegundadelasfuncionesanteriores. Tenemosquef .x/D 1
jxj

para x < �c o x > c, y f .x/ D a C bx2 para �c 6 x 6 c. Imponemos primero la
condición de que f sea continua en c. Tenemos que f .c/ D a C bc2 D lKım

x!c
x < c

f .x/, y

lKım
x!c
x > c

f .x/D 1
jcj D 1

c
. Debemosimponer la condiciónaCbc2 D 1

c
. Impondremos también

la condición de que los límites laterales en c de la derivada de f coincidan. Para x > c

esf .x/D 1
x

, por lo que

lKım
x!c
x > c

f 0.x/D lKım
x!c
x > c

� 1

x2
D � 1

c2
:

Análogamente
lKım

x!c
x < c

f 0.x/D lKım
x!c
x < c

2bx D 2bc:

Debemosimponer la condición2bcD� 1
c2 . DeducimosquebD� 1

2c3 y aD�bc2C1
c
D 3

2c
.

Observa que las condiciones que hemos obtenido son necesarias para que f seaderi-
vable en c. Pero dichas condiciones también son suficientes como consecuencia de la
proposición 6.19. No es necesario, por ello, que comprobemos que, con los valores de a

y deb obtenidos antes, efectivamente f esderivable en c.

Lasotras dos funciones se estudian de lamisma forma. ©

Ejercicio resuelto 87 ¿Escierta la igualdad f 0.a/D lKım
t!a

f .a C t/ � f .a � t/

2t
?Justificatu

respuesta.

Solución. Tenemosque

f .a C t/ � f .a � t/

2t
D f .a C t/ � f .a/

2t
C f .a/ � f .a � t/

2t
D

D 1

2

f .a C t/ � f .a/
t

C 1

2

f .a � t/ � f .a/
�t
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Y basta tener en cuenta que:

lKım
t!a

f .a C t/ � f .a/
t

D lKım
t!a

f .a � t/ � f .a/
�t

D f 0.a/

©

Ejercicio resuelto 88 Supongamos que las funciones f y g y sus derivadas tienen los si-
guientes valores en x D 2 y x D 3.

x f .x/ g.x/ f 0.x/ g0.x/
2 8 2 1/3 -3
3 3 -4 2� 5

Calcular las derivadas de las siguientes funciones en los valores dados dex:

a) f .x/g.x/; x D 3 b) f .x/=g.x/; x D 3

c) f .g.x//; x D 2 d)
p

.f .x//2 C .g.x//2; x D 2

Solución. a) .fg/ 0.3/D f 0.3/g.3/C f .3/g 0.3/D �8� C 15.

b)

�

f

g

�0
.3/D f 0.3/g.3/ � f .3/g 0.3/

g.3/2
D �8� � 15

16
.

c) .f ı g/ 0.2/D f 0.g.2//g 0.2/D f 0.2/g 0.2/D �1.

d) h.x/D
q

.f .x//2 C .g.x//2, h 0.2/D f 0.2/f .2/C g 0.2/g.2/
p

.f .x//2 C .g.x//2
D � 5

3
p

17
. ©

Ejercicio resuelto 89 Supongamos que f es una función que verifica una desigualdad del
tipo jf .x/j 6 jxjr en algún intervalo abierto que contiene a cero, donde r > 1. Prueba
quef esderivable en 0.

Solución. Ladesigualdad jf .x/j 6 jxjr , con r > 0, implicaquef .0/D 0. Tenemosque
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/� f .0/
x � 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 jxjr�1

Como r �1 > 0, setieneque lKım
x!0

jxjr�1 D0, lo que, por ladesigualdad anterior, implica
que

lKım
x!0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/ � f .0/
x � 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D 0 ” lKım
x!0

f .x/� f .0/
x � 0

D 0:

Luegof esderivable en 0 y f 0.0/D 0.

Ejercicio resuelto 90 Calcula laderivada en todo punto de la función definida por

f .x/D

8

<

:

x2 sen
1

x
; x ¤ 0

0; x D 0

Solución. Parax ¤ 0 severificaque jf .x/j D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 sen
1

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 x2. Como f .0/D 0, resulta

que jf .x/j 6 x2 para todo x 2 R. El ejercicio anterior implica que f es derivable en
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0 con f 0.0/ D 0. En los intervalos � � 1; 0Œ y �0;C1Œ la función dada es derivable
por ser producto y composición de funciones derivables en dichos intervalos, y podemos
calcular su derivada con las reglas de derivación usuales:

f 0.x/D 2x sen
1

x
� cos

1

x

Observa que esta derivada tiene una discontinuidad esencial en 0. ©

Ejercicio resuelto 91 Calcula lospuntos en que la cúbicay D ax3 C bx2 C cx C d , donde
a; b; c;d son constantes reales, tiene tangente horizontal. Debes estudiar los distintos
casos posibles.

Solución. La tangente eshorizontal en los puntos donde se anula laderivada, esto es, en
las soluciones reales de la ecuación 3ax2 C 2bx C c D 0, lascuales viene dadas por

�2b ˙
p

4b2 � 12ac

6a

Si el discriminante 4b2 � 12ac < 0 no hay ninguna solución real. Si 4b2 � 12ac D 0

hay una solución real doble (en la que también se anula la derivada segunda pero nose
anula la derivada tercera, es un punto de inflexión). Si 4b2 � 12ac > 0 hay dos puntos
de tangencia horizontal. ©

Ejercicio resuelto 92 Calcula un punto c por la condición de que la tangente ala parábola
f .x/D x2 C ˛x C ˇ en el punto .c; f .c//, seaparalela ala cuerda que une dos puntos
dados A D .a; f .a// y B D .b; f .b//.

Solución. Dos rectas en el plano son paralelas cuandotienen igual pendiente. Debemos
calcular c por la condición

f .b/� f .a/
b � a

Df 0.c/ ” b2 � a2 C ˛.b � a/

b � a
D2cC˛ ” bCaC˛D2cC˛ ” cD a C b

2

©

Ejercicio resuelto 93 Calcula lasecuaciones de las rectas tangente y normal aunahipérbola
de ecuación cartesiana y2 � x2 D 1, en un punto genérico .u; v/ de lamisma.

Solución. Podemosexpresar y como función dex. Tenemosquey2 D 1 C x2, lo queda
lugar a dos curvas f .x/ D

p

1 C x2 (la parte de la hipérbola en el semiplano superior
y > 0) y g.x/D �

p

1 C x2 (la parte de la hipérbola en el semiplano inferior y < 0).
La tangente en un punto .u; v/ con v D f .u/ > 0 es la recta de ecuación:

y D f .u/C f 0.u/.x � u/D vC u
p

1 C u2
.x � u/D vC ux � u2

v
” vy � ux D 1

La tangente en un punto .u; v/ con v D g.u/ < 0 es la recta de ecuación:

y D g.u/C g 0.u/.x � u/D v � u
p

1 C u2
.x � u/D v C ux � u2

v
” vy � ux D 1

En cualquier caso seobtiene la recta de ecuación vy � ux D 1.

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Derivabili dad de las funciones elementales 219

Podemos proceder también sin necesidad de calcular y en función de x. Para ello, basta
observar que si expresamos y en función de x y obtenemos y D '.x/ entonces se tiene
que '.x/2 � x2 D 1. Podemos derivar ahora la función x 7! '.x/2 � x2 con respecto
a x. La derivada es 2'.x/' 0.x/ � 2x y, como dicha función es constante igual a 1, su
derivada debe ser nula. Luego

2'.x/' 0.x/� 2x D 0 ” ' 0.x/D x

'.x/

Por tanto la derivada en un punto u viene dada por ' 0.u/ D u
v

donde v D '.u/. En
consecuencia, la tangente en el punto .u; v/ es la recta de ecuación:

y D v C ' 0.u/.x � u/D v C u

v
.x � u/D v C ux � u2

v
” vy � ux D 1

Es decir, de esta forma, sin necesidad de calcular de forma explícita '.x/ (que da lu-
gar a las dos funciones anteriores f .x/ y g.x/), podemos calcular la recta tangente sin
necesidad de considerar cada caso por separado.

Para que te convenzas de que esta forma de proceder es útil , considera la hipérbola
x2 � y2 D 1. Si ahora expresas y como función de x obtendrás cuatro curvas:
y1 D

p
x2 � 1 e y2 D �

p
x2 � 1 para (x > 1), y y3 D

p
x2 � 1 e y4 D �

p
x2 � 1

para(x < �1). Para calcular la tangente en un punto .u; v/ dedichahipérbola nomerece
la pena considerar cada una de ellas por separado. Razonando como antes, se tiene que
de cualquier forma que expresemos y D '.x/ por la condición de que x2 � '.x/2 D 1,
laderivadaviene dadapor ' 0.x/D x='.x/. Por tanto la ecuación de la recta tangente en
.u; v/ viene dada por:

y D v C ' 0.u/.x � u/D v C u

v
.x � u/D v C ux � u2

v
” ux � vy D 1

©

Ejercicio resuelto 94 Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a una elipse de

ecuación
x2

a2
C y2

b2
D 1 en un punto .u; v/ de lamisma.

Solución. Procediendocomo en el ejercicio anterior debes obtener la recta de ecuación

ux

a2
C vy

b2
D 1

©

6.2.7. Derivabili dad de las funciones elementales

6.2.7.1. Derivabili dad de la exponencial y del logar itmo. Cr iterio de equivalencia loga-
r ítmica

Aceptaremosque las funciones logaritmo, exponencial, trigonométricas y sus inversas, son
derivables, puesahoranosería fácil probarlo. Másadelantedispondremos deherramientaspara
hacerlo con comodidad.
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La función exponencial x 7! exp.x/ D ex, .x 2 R/, y la función logaritmo natural
x 7! logx, .x 2 R

C/, son derivables en todo punto de sus respectivos intervalos de defini-
ción, siendo:

.exp/0.x/D expx .8x 2 R/; .log/0.x/D 1

x
.8x 2 R

C/

En particular, se verificaque:

lKım
x!1

logx

x � 1
D 1I lKım

x!0

ex �1

x
D 1I lKım

x!0

log.1 C x/

x
D 1I lKım

x!0
.1 C x/1=x D e

Pues los primeros tres límites son derivadas y el cuarto se reduce fácilmente al tercero. Dedu-
cimos también unimportante resultado quepermite resolver en muchos casos las indetermina-
ciones “11” y “01” .

6.11 Teorema (Criterio de equivalencia logar ítmica). Sea a 2 I , f y g funciones definidas
en I n fag. Supongamos quef .x/ > 0 para x 2I nfag, y que lKım

x!a
f .x/D1. Entonces se tiene

que:

i) lKım
x!a

f .x/g.x/ D eL si, y sólo si, lKım
x!a

g.x/.f .x/� 1/D L.

ii ) lKım
x!a

f .x/g.x/ D C∞ si, y sólo si, lKım
x!a

g.x/.f .x/� 1/D C∞.

iii ) lKım
x!a

f .x/g.x/ D 0 si, y sólo si, lKım
x!a

g.x/.f .x/ � 1/D �∞.

Demostración. Sea ' W R
C ! R la función dada por:

'.x/D logx

x � 1
; .x ¤ 1/; '.1/D 1:

Nótese que' esuna función continua. Pongamos:

f .x/g.x/ D exp
�

g.x/ log.f .x//
�

D exp
�

g.x/.f .x/� 1/'.f .x//
�

Puesto que lKım
x!a

'.f .x//D 1 sesigue que:

lKım
x!a

g.x/.f .x/� 1/'.f .x//D L2R [ fC∞g [ f�∞g

si, y sólo si
lKım

x!a
g.x/.f .x/� 1//D L2R [ fC∞g [ f�∞g

lo que prueba las afirmaciones hechas. 2

Lasafirmacionesquesehacen en lasiguienteproposiciónsonconsecuencia fácil delaregla
de la cadena.
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6.12 Proposición. Seanf;g W I ! R, a2I y g.x/ > 0 para todox 2 I . Se verifica entonces
que:
i) f esderivable en a si, y sólo si, la función h.x/D exp.f .x// esderivable en a en cuyo caso
h0.a/D f 0.a/exp.f .a//.
ii ) g esderivable en a si, y sólo si, la función'.x/D log.g.x// esderivable en a en cuyo caso

' 0.a/D g 0.a/

g.a/
:

iii ) Si f y g son derivables en a la función .x/D g.x/f .x/ también es derivable en a y

 0.a/D  .a/

�

log.g.a//f 0.a/C f .a/
g 0.a/

g.a/

�

Terecuerdo queunaforma cómodaparatrabajar confuncionesdelaforma .x/Dg.x/f .x/

es escribirlas como exponenciales .x/D exp
�

f .x/ log.g.x//
�

.

6.2.7.2. Derivabili dad de las funciones tr igonométr icas

Las funciones seno ycoseno son derivables en todo punto verificándose que:

sen 0.x/D cosx cos0.x/D � senx:

En particular, se verificaque:

lKım
x!0

senx

x
D 1; lKım

x!0

cosx � 1

x
D 0:

Las derivadas de las demás funciones trigonométricas se deducen con facili dad a partir de las
derivadas del seno y del coseno.

6.2.7.3. Derivabili dad de las funcioneshiperbólicas

Las derivadas de las funciones hiperbólicas y de sus inversas se deducen con facili dad de
las derivadas del logaritmo y de la exponencial. Se comprueba sin dificultad que

senh 0.x/D coshx; cosh 0.x/D senhx

Las derivadas de las funciones hiperbólicas inversas son muy útiles para calcular primitivas de
funciones en las que intervienen raíces cuadradas de trinomios de segundo grado.

argsenh.x/D log
�

x C
p

x2 C 1
�

argsenh 0.x/D 1
p

x2 C 1

argcosh.x/D log
�

x C
p

x2 � 1
�

x > 1 argcosh 0.x/D 1p
x2 � 1

argcosech.x/D argsenh

�

1

x

�

x ¤ 0 argcosech 0.x/D �1

jxj
p

x2 C 1

argsech.x/D argcosh

�

1

x

�

0 < x < 1 argsech 0.x/D �1

x
p

1 � x2
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6.3. TeoremasdeRolle y del valor medio

Losresultados másútilesdel cálculo diferencial se refieren a funciones derivables en todos
los puntos de un intervalo. El teorema del valor medio es frecuentemente atribuido a Joseph
Louis Lagrange; no obstante, fue publicado por vezprimera en 1806 por el físico AndréMarie
Ampére que justificaba el resultado usando ideas de Lagrange y suponiendo que la función
derivada era continua; lo cual, como se verá enseguida, es innecesario. Quince años más tarde
Augustin Cauchy volvió a probar el teorema con las mismas hipótesis. El teorema del valor
medio esuno delos resultados másútilesdel Cálculo. Su utili dad sedebeprincipalmente aque
dicho teorema permite acotar el incremento de una función cuando se conoce una cota de su
derivada.

Michel Rolle (1652- 1719) fuemiembro delaAcadémiedesSciencesy en 1691, estudian-
do unmétodo para resolver ecuaciones, estableció, sin demostrar, el teorema que ahora lleva
su nombre que, como veremos, esesencialmente equivalente al teorema del valor medio.

6.13Definición. Dadaunafuncióncualquieraf WI ! R, sedicequef tiene en un punto a2I

unmáximo relativo (resp. mínimo relativo) si hay algún número r > 0 tal que �a � r; a C r Œ� I

y 8x 2�a � r; a C r Œ se verificaque f .x/ 6 f .a/ (resp. f .x/> f .a/). La expresión extremo
relativo seutili zapara referirse indistintamente aun máximo oaunmínimo relativo.

.a; f .a//

.b; f .b//

.c; f .c//

.d; f .d//

Figura6.5. Extremosrelativos

La función f tiene máximos relativos en los
puntos a y c y mínimos relativos en los puntos
b y d . Nótesequef .d/ > f .a/, esdecir, el va-
lor deuna función en unmínimo relativo puede
ser mayor que el valor en unmáximo relativo.

6.14 Proposición (Condición necesar ia de extremo relativo). Sea f W I ! R, a 2 I y
supongamos que f tiene un extremo relativo en a y que f es derivable en a. Entonces se
verifica quef 0.a/D 0.

Demostración. Supongamosquea esunmáximo relativo def . Entonceshay un número r > 0

tal que �a � r; a C r Œ� I y 8x 2�a � r; a C r Œ se verificaque f .x/ 6 f .a/. Puesto que f es
derivable en a y el punto a no esun extremo del intervalo I , severificaque:

lKım
x!a
x<a

f .x/� f .a/
x � a

D f 0.a/D lKım
x!a
x>a

f .x/� f .a/
x � a

Puesto que para a�r<x<a es
f .x/ � f .a/

x � a
>0, sesigue que lKım

x!a
x<a

f .x/� f .a/
x � a

>0.

Puesto que para a<x<aCr es
f .x/� f .a/

x � a
60, sesigue que lKım

x!a
x>a

f .x/� f .a/

x � a
60.

Por tanto f 0.a/D 0. 2
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El resultadoanterior esuno delosquepeor se interpretan debidoaquesuelen olvidarsesus
hipótesis, que son dos:

� Que el punto a seaunextremo relativo def .~
� Quef seaderivable en a.

La expresión “como f tiene un extremo en a, su derivada debe anularse en a” no es, en
general, correcta. Los siguientes ejemplos lo dejan bien claro:

� La función f W R ! R dada por f .x/ D jxj, tiene claramente un mínimo relativo (y
también absoluto) en 0, pero no es derivable en 0, por lo que no tiene ningún sentido
decir que su derivada se anula en 0.

� Lafunción f W Œ�1; 1� ! R dadapor f .x/Dx3, esestrictamente creciente, esderivable
en todo punto y su derivadasolamentese anula en xD0. Tieneunmínimo absoluto en �1

y un máximo absoluto en 1; dichos puntos no son extremos relativos de la función. Este
ejemplo también muestraque la condición necesariade extremo relativo noes suficiente.

Los puntos en los que se anula la derivada de una función se llaman puntoscríticos o puntos
singulares dedicha función.

6.15Teorema (Teorema deRolle). Seaf WŒa; b� ! R unafuncióncontinuaen Œa; b�, derivable
en �a; bŒ y verificando quef .a/Df .b/. Entoncesexistealgún punto c 2�a; bŒ tal quef 0.c/D0.

Demostración. La continuidad def en Œa; b� garantizaquef alcanza en un punto u2 Œa; b� un
mínimo absoluto y en un punto v2 Œa; b� unmáximo absoluto. Si fu; vg D fa; bg, entonces será

f 0.c/ D 0

a c b

y D f .x/

Figura6.6. Teoremade Rolle

f .u/ D f .v/ y, por tanto f es constante
en Œa; b� y, en consecuencia, su derivada es
nula. Si fu; vg¤fa; bg, entoncesalguno de
los puntos u, v está en �a; bŒ y es un extre-
mo relativo de f por lo que, en virtud de
la proposición anterior, concluimos que la
derivada de f se anula en algún punto de
�a; bŒ. 2

Observaciones. Observa que la demostración del teorema de Rolle que hemos dado, que es la
usual, depende de forma esencial del teorema de Weierstrass4.29 que garantiza la existencia
de valores extremos absolutos.

El enunciado anterior del teorema de Rolle es el usual; pero, en cierto sentido, es “de-
masiado preciso” . Esto se debe aque las hipótesis que se consideran en el teorema son las
mínimas indispensables. Por ejemplo, si consideramos la función f W Œ�1; 1� ! R dada por
f .x/ D

p
1 � x2, cuya gráfica es la mitad superior de la circunferencia unidad, se tiene que

f es continua en Œ�1; 1�, derivable en � � 1; 1Œ y, claro está, su derivada se anula en x D 0.
Esta función noes derivable en los extremos del intervalo. Pero la situación más corriente es
que la función seaderivable en todoel intervalo, incluidos susextremos. Además, es frecuente
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trabajar con funciones definidas en intervalos abiertos que no tienen puntos extremos, en cuyo
caso debemos elegir un intervalo apropiado para aplicar el teorema.

El teorema de Rolle se usa para estudiar raíces de ecuaciones, pues permite relacionar los
cerosdeunafunción derivable conlosdesu derivada. Un cero deunafunciónes, naturalmente,
un punto en el que la función se anula.

6.16 Corolar io. a) Entre cada dos ceros de unafunción derivable en un intervalo hay por lo
menos un cero de su derivada.

b) Entre cada dos ceros consecutivos de la derivada de una función en un intervalo, so-
lamente puede haber, como mucho, un cero de la función; o puede que la función notenga
ningúncero entre los dos ceros de su derivada.

Demostración. a) Sea f W I ! R una función derivable en unintervalo I . Sean a; b 2 I tales
quef .a/D f .b/D 0. El teorema de Rolle nos diceque hay algún punto entre a y b en el que
se anula laderivada def .

b) Supongamosque s; t soncerosconsecutivos de laderivada def , esto es, f 0.s/Df 0.t/D 0

y f 0 no se anula en ningún punto comprendido entre s y t . En tal caso puede ocurrir quef no
tenga ningúncero comprendido entre s y t o que tenga solamente uno. No puede ocurrir que
f tenga más de un cero entre s y t , pues en tal caso su derivada tendría que anularse en algún
punto comprendido entre s y t , cosa que no sucede. 2

El apartado b) suele expresarse diciendo que los ceros de la derivada separan los ceros
de la función. Debes entender bien lo que se afirma en b). Por ejemplo, puede ocurrir que la
derivada se anule en variospuntos y la función nose anulenunca: la funciónf .x/D 2 C senx

no se anula nunca, pero su derivadaf 0.x/D cosx tiene infinitos ceros.

6.17 Teorema (Teorema del valor medio). Sea f W Œa; b� ! R unafunción continuaen Œa; b�
y derivable en �a; bŒ. Entonces existe algún punto c 2�a; bŒ tal que

f 0.c/D f .b/ � f .a/

b � a
(6.4)

Demostración. Definamos una función g W Œa; b� ! R por g.x/ D f .x/ C �x donde � lo
elegiremos por la condición de que g.a/D g.b/, esdecir:

f .a/C �a D f .b/C �b ÷ �D �f .b/ � f .a/
b � a

Podemos aplicar ahora el teorema de Rolle en el intervalo Œa; b� a la función

g.x/D f .x/ � f .b/ � f .a/
b � a

x

para deducir que hay un punto c 2�a; bŒ tal que

g 0.c/D f 0.c/� f .b/ � f .a/
b � a

D 0

lo que concluye lademostración. 2
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.a; f .a//

.b; f .b//

a c

.c; f .c//

b

tg.˛/ D f .b/ � f .a/

b � a
D f 0.c/

y D f .c/ C f 0.c/.x � c/

˛

Figura6.7. Teoremadel valor medio

Lo que afirma el teorema del valor medio es que el incremento medio de una función en un
intervalo es igual a su derivada o “ incremento puntual” en algún punto del mismo. Geométri-
camente: la tangente ala gráficade f en algún punto c comprendido entre a y b es paralela a
la cuerda que une los puntos .a; f .a/ y .b; f .b//.

Observa que el teorema del valor medio lo hemos deducido del teorema de Rolle, pero
es evidente que el teorema de Rolle puede deducirse del teorema del valor medio. Son dos
resultados equivalentes. En lo que sigue nos referiremos al teorema del valor medio por las
siglas TVM.

6.3.1. Consecuencias del teorema del valor medio

6.18 Proposición. Sea f una función derivable en un intervalo I , y supongamos que existe
M > 0 tal que jf 0.x/j 6 M para todox 2I . Entonces se verifica que

jf .x/� f .y/j 6 M jx � yj para todos x;y 2I (6.5)

En particular, si f 0.x/D 0 para todox 2I entonces f es constante en I .

Demostración. Dados x;y 2I , el TVM aplicado a la función f en el intervalo de extremos x

e y nos diceque hay algún punto z en dicho intervalo tal que f .x/ � f .y/ D f 0.z/.x � y/.
Tomando valores absolutos tenemos

jf .x/� f .y/j D jf 0.z/jjx � yj 6 M jx � yj

Si la derivada def es idénticamente nula en I podemos tomar M D 0 en la desigualdad (6.5)
para obtener quef .x/D f .y/ para todos x;y 2I , lo que nos dicequef es constante en I . 2

El resultado anterior, además de su interés teórico, es muy útil para probar desigualdades.

En la proposición anterior la hipótesis de que I es un intervalo es esencial. La función
f W�0; 1Œ[�1; 2Œ! R dadapor f .x/D 1 si 0 < x < 1 y f .x/D 2 si 1 < x < 2, esderivable en
todo punto con derivada nula y no esconstante.

6.19 Proposición. Sea I un intervalo, a 2 I y f una función continua en I y derivable en
Infag. Si la función derivada f 0 tiene límite por la derecha (resp. por la izquierda) en a
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entonces f es derivable por la derecha (resp. por la izquierda) en a con derivada por la
derecha (resp. por la izquierda) en a igual al valor de dicho límite. En particular, si existe
lKım

x!a
f 0.x/D L entonces f esderivable en a y f 0.a/D L.

Demostración. Supongamos lKım
x!a
x<a

f 0.x/D L. Dado " > 0, existe ı > 0 tal que �a � ı; a� � I

y para a � ı < x < a severificaque jf 0.x/� Lj < ". Dado x 2�a � ı; a�, podemos aplicar el
teorema del valor medio a la funciónf en el intervalo Œx; a� y deducimos que hay algún punto
c 2�x; aŒ��a � ı; aŒ tal quef .x/� f .a/D f 0.c/.x � a/ y por tanto:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/� f .a/
x � a

� L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D jf 0.c/ � Lj < ":

Lo que prueba que

lKım
x!a
x < a

f .x/ � f .a/
x � a

D L;

esdecir, f esderivable por la izquierda en a y laderivada por la izquierda def en a es igual a
L.

El resto de las afirmaciones del enunciado se deducen fácilmente de lo anterior. 2

La proposición anterior tiene una interesante consecuencia que, entre otras cosas, nos in-
forma de que no toda función puede ser laderivada de otra.

6.20 Corolar io. Las funciones derivadas definidas en intervalos no tienen discontinuidades
evitables ni de salto.

6.21 Proposición (Derivabili dad y monotonía). Sea f W I ! R derivable en todo punto del
intervalo I con la posible excepción de los puntos extremos de I . Se verifica entonces que f
es creciente (resp. decreciente) en I si, y sólo si, f 0.x/> 0 (resp. f 0.x/6 0) para todox 2I .

Demostración. Supongamos que f 0.x/ > 0 para todo x 2 I . Dados dos puntos u; v 2 I con
u < v, podemos aplicar el teorema del valor medio af en el intervalo Œu; v� para deducir que
existe c 2�u; vŒ tal quef .v/ � f .u/D f 0.c/.v � u/ > 0, por lo que f .u/6 f .v/, es decir f
es creciente.

Recíprocamente, si f es creciente en I entonces para todos a;x 2 I , con x ¤ a, se tiene

que
f .x/ � f .a/

x � a
> 0, lo que implicaque:

lKım
x!a

f .x/� f .a/
x � a

D f 0.a/> 0:

2

Este resultado es muy útil para probar desigualdades entre funciones. Muchos problemas de

desigualdades responden al siguiente esquema.

6.22 Estrategia. Supuesto quef y g son funciones derivables, para probar que f .x/ 6 g.x/

para todox > a, sehacelo siguiente:
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� Sedefine h.x/D g.x/ � f .x/ y se comprueba que h.a/D 0.
� Se comprueba que h 0.x/> 0 para todox > a.

Estaúltimadesigualdad implicaqueh escreciente en Œa;C1Œ y, comoh.a/D0, concluimos
que h.x/> 0, esdecir, g.x/� f .x/> 0, para todox > a.

Naturalmente, los detalles pueden cambiar. Puede que el punto a debas elegirlo tú. Es
una estrategia que tiene éxito cuando la desigualdad h 0.x/ > 0 es más fácil que la inicial.
Puede ocurrir que esta desigualdad siga siendocomplicada; entonces podemos aplicarle a ella
el mismo procedimiento, comprobamos que h 0.a/ D 0 y que h 00.x/ > 0 para todo x > a, lo
que implicaque h 0 escreciente en Œa;C1Œ y, como h 0.a/D 0, concluimos que h 0.x/> 0 para
todox > a.

De la proposición (6.21) sededuce el siguiente resultado de extremo absoluto.

6.23 Proposición (Criterio de extremo absoluto). Sea f una función continua en Œa; b� y
derivable en todo punto de �a; bŒ con la posible excepción deun punto c 2�a; bŒ.

a) Si f 0.x/> 0 para todox 2�a; cŒ y f 0.x/6 0 para todox 2�c; bŒ, entoncesf alcanza en c

unmáximo absoluto en Œa; b�.

b) Si f 0.x/6 0 para todox 2�a; cŒ y f 0.x/> 0 para todox 2�c; bŒ, entoncesf alcanza en c

unmínimo absoluto en Œa; b�.

Demostración. a) Las hipótesis hechas implican, en virtud de la proposición (6.21), que f
es creciente en Œa; c� y decreciente en Œc; b�. Por tanto, se verificaque f .x/ 6 f .c/ para todo
x 2 Œa; b�.

Lademostración del apartado b) sehacede lamisma forma. 2

El anterior criterio de extremo absoluto suele aplicarse en puntos donde la derivada se
anula. Aunque el resultado anterior está enunciado en términos de extremos absolutos, está
claro que si se aplica aun pequeño intervalo contenido en un intervalo más grande, donde la
función está definida, dicho resultado proporciona en tal caso uncriterio de extremo relativo.

6.24 Teorema. Sea f W I ! R derivable en el intervalo I conf 0.x/¤ 0 para todox 2I . Se
verifica entonces una de las dos afirmaciones siguientes:

f esestrictamente creciente yf 0.x/ > 0 para todox 2I .

f esestrictamente decreciente yf 0.x/ < 0 para todox 2I .

Demostración. Dadosdospuntosu; v2I conu¤v, podemosrazonar como antesparaobtener
que existe c 2�u; vŒ tal que f .v/ � f .u/ D f 0.c/.v � u/ ¤ 0. Hemos probado así que f es
inyectiva en el intervalo I . Como, además f es continua en I (por ser derivable), podemos
usar el resultado 4.26 del capítulo 4, para deducir que f es estrictamente monótona en I . Es
suficiente tener en cuenta ahora la proposición anterior para concluir lademostración. 2
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Es importante advertir que el resultado anterior nos diceque si una función f es derivable
en un intervalo y la derivada f 0 toma valores positivos y negativos, entonces f 0 se anula en
algún punto. Este resultado recuerda mucho al teorema de losceros deBolzano para funciones
continuas en un intervalo, con una notable diferencia: aquí no exigimos que la función deri-
vada f 0 sea continua. De hecho, se verifica el siguiente resultado que es un teorema del valor
intermedio para funciones derivadas, en el que nose supone que laderivada sea continua.

6.25Teorema (Propiedad del valor intermedio para derivadas). Sea ' unafunción definida
en unintervalo I que es la derivada dealgunafunción en dicho intervalo. Entonces se verifica
que la imagen por ' deI , '.I /, esun intervalo.

Demostración. Por hipótesis hay una función derivable f W I ! R tal que '.x/ D f 0.x/
para todo x 2 I . Sean u D '.a/, v D '.b/ dos valores que toma la función ', y suponga-
mos u < v. Dado � 2�u; vŒ, definimos la función g.x/ D f .x/ � �x. Tenemos entonces
g 0.a/D '.a/ � �D u � � < 0 y g 0.b/D '.b/ � �D v � � > 0. Por tanto, la derivada de g

toma valores positivos y negativos en el intervalo I y, por el teorema 6.24, tiene que anularse,
es decir, existe algún punto c 2 I tal que g 0.c/ D '.c/ � � D 0, esto es, '.c/ D �. Hemos
probado así quesi ' tomadosvalores también toma todos loscomprendidos entre ellosdos, es
decir, que'.I / esun intervalo. 2

6.26Proposición (Derivación dela función inversa). Seaf WI ! R derivable en el intervalo
I con derivadaf 0.x/¤0 para todox 2I . Entoncesf esuna biyección deI sobre el intervalo
J D f .I /, y la función inversa f �1 W J ! R es derivable en J siendo

.f �1/ 0.y/D 1

f 0.f �1.y//
.y 2 J /: (6.6)

Demostración. Las hipótesis hechas implican que f es estrictamente monótona y continua;
por tanto esunabiyección deI sobreJ Df .I /, y la función inversaf �1 W J ! R escontinua
en J (4.25). Seab D f .a/2J . Puesto que

lKım
x!a

x � a

f .x/� f .a/ D 1

f 0.a/
;

la función h W I ! R dada por:

h.x/D x � a

f .x/� f .a/ para x ¤ a; h.a/D 1

f 0.a/

es continua en I . Como f �1 es continua en J , deducimos que h ı f �1 es continua en J , por
lo que, en particular, lKım

y!b
h.f �1.y//D h.f �1.b//D h.a/. Pero, para todoy 2J , cony ¤ b es

h.f �1.y//D f �1.y/ � f �1.b/

y � b
:

Concluimos así que

lKım
y!b

f �1.y/ � f �1.b/

y � b
D 1

f 0.a/
2

La mejor forma de recordar la igualdad (6.6) es derivar por la regla de la cadena la identidad

.f ıf �1/.y/Dy, conlo queseobtienef 0.f �1.y//.f �1/ 0.y/D1, dedondepuededespejarse

.f �1/ 0.y/.
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6.27 Ejemplo (Derivabili dad de las funciones tr igonométr icas inversas). La función tan-
gente es una biyección derivable del intervalo � � �=2; �=2Œ sobre R, cuya derivada no se
anula. El teorema anterior nos diceque la función inversa, es decir, la función arcotangente es
derivable en R y su derivada podemos calcularla derivando la identidad .tgı arctg/.x/ D x,
con lo que obtenemos

.1 C tg2.arctgx//arctg 0.x/D 1 ” .1 C x2/arctg 0.x/D 1 ” arctg 0.x/D 1

1 C x2

Análogamente, la función seno es una biyección derivable del intervalo � � �=2; �=2Œ sobre
�� 1; 1Œ cuyaderivadanose anula. El teorema anterior nosdicequela función inversa, esdecir,
la función arcoseno es derivable en � � 1; 1Œ y su derivada podemos calcularla derivando la
identidad .senı arcsen/.x/D x, con lo que obtenemos:

cos.arcsenx/arcsen 0.x/D 1 ”
p

1 � x2 arcsen 0.x/D 1 ” arcsen 0.x/D 1p
1 � x2

�

6.28 Teorema (Teorema del valor medio generalizado). Sean f;g W Œa; b� ! R funciones
continuas en Œa; b� y derivables en �a; bŒ. Entonces existe algún punto c 2�a; bŒ tal que

.f .b/ � f .a//g 0.c/D .g.b/ � g.a//f 0.c/

Demostración. Definimos una función h.x/D �f .x/C �g.x/ donde �, � son números que
se eligen de forma que h.a/ D h.b/, esto es, �.f .a/ � f .b// D �.g.b/ � g.a//. Basta para
ello tomar � D g.b/ � g.a/, � D f .a/ � f .b/. El teorema del Rolle, aplicado a la función
h.x/D .g.b/ � g.a//f .x/ � .f .b/ � f .a//g.x/, nos diceque hay un punto c 2�a; bŒ tal que
h 0.c/D 0, lo que concluye lademostración. 2

6.3.2. Reglasde L’Hôpital

Guill aume François Antoine de L’Hôpital (1661-1704), publicó anónimamente en 1696el
primer libro de texto sobre cálculo diferencial, el cual tuvo gran éxito e influencia durante el
siglo XVIII . En él aparecen los resultados que hoy llevan su nombre, que permiten resolver
en muchos casos indeterminaciones de la forma 0

0
o 1

1 , que se presentan frecuentemente al
estudiar el límite de un cociente de dos funciones. Si bien L’Hôpital era un escritor excepcio-
nalmente claro y eficaz, las llamadas “reglas de L’Hôpital” no se deben a él sino a su maestro
Jean Bernouilli (1667-1748). Lasdistintas formas de las reglas de L’Hôpital pueden resumirse
en el siguiente enunciado.

6.29 Teorema (Jean Bernouilli ). Sean �∞ 6 a < b 6 C∞, f y g funciones derivables en
�a; bŒ con g 0.x/¤ 0, para todox 2�a; bŒ. Sea ˛ 2 fa; bg y supongamos que se verifica alguna
de las dos condiciones siguientes:

a) lKım
x!˛

f .x/D lKım
x!˛

g.x/D 0

b) lKım
x!˛

jg.x/j D C∞
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Y además

lKım
x!˛

f 0.x/

g 0.x/
D L2R [ fC∞;�∞g

Entonces se verifica que

lKım
x!˛

f .x/

g.x/
D L

Demostración. Antes de dar una demostración al uso vamos a explicar por qué la hipóte-
sis de que el cociente de las derivadas tiene límite implica que también lo tiene el cociente
de las funciones. Para fijar ideas, consideremos el caso en que ˛ D a es un número real y
lKım

x!˛
f .x/D lKım

x!˛
g.x/D 0. Definamosf .a/D g.a/D 0.

Observaque, aunque el punto .g.x/; f .x// recorre una trayectoria en el plano que termina

en .0; 0/ cuando x D a, el límite lKımx!a
f .x/
g.x/

no tiene por qué existir. Ello se debe aque la
proximidad a .0; 0/ del punto .g.x/; f .x// no proporciona ninguna información sobre el valor

del cociente f .x/
g.x/

. Baste considerar que en uncírculo centrado en .0; 0/ de radio tan pequeño
como queramos, hay puntos .u; v/ para losque el cociente u

v
puede tomar cualquier valor.

Geométricamente, podemos interpretar f .x/
g.x/

como la pendiente de la recta que une .0; 0/
conel punto .g.x/; f .x//. Si imaginamosque el punto ”.x/D .g.x/; f .x// recorreuna curva
� en el plano quetermina en .0; 0/, parece evidenteque, cuando dicho punto estámuy próximo

a .0; 0/, el número f .x/
g.x/

está muy próximo a la pendiente de la tangente a� en .g.x/; f .x//.
Lafigura 6.8 puede servir de ayuda.

g.x0/ g.x/

f .x0/

f .x/

y D Lx

y D f .x0/

g.x0/
x

�

y D f .x0/ C f 0.x0/

g 0.x0/
.x � g.x0//

Figura6.8. Reglade L’Hôpital

Fíjate que como f y g no se suponen derivables en x D a, no está garantizado que � tenga
tangente en el origen, es decir, para x D a. Podemos, sin embargo, calcular la tangente a� en
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puntosdistintosdel origen. Para ello podemosusar que el vector tangente a� en un punto x0 es
” 0.x0/D.g 0.x0/; f

0.x0//, y larectatangente en dicho punto tienelasecuacionesparamétricas:

.x;y/D .g.x0/; f .x0//C �.g 0.x0/; f
0.x0//

Eliminando el parámetro � en esta ecuación obtenemos la ecuación cartesiana de la tangente
que resulta ser

y D f .x0/C f 0.x0/

g 0.x0/
.x � g.x0//

Lo que nos dice que la pendiente de dicha tangente es f
0
.x0/

g
0
.x0/

. En consecuencia, la pendiente

de la tangente a� en un punto genérico x ¤ a es f
0
.x/

g
0
.x/

.

A la vista de lo anterior, se comprende ahora que si exigimos que f
0
.x/

g
0
.x/

tenga límite L en

el punto a, estamos obligando a que el cociente f .x/
g.x/

también tenga límite igual a L en a. En
lafigura sehasupuesto que L esun número real, pero está claro quepuede suponerse también
L D ˙∞ lo que corresponde aloscasos en que� tiene tangente vertical en el origen.

Daremosahora una demostración formal del teorema en dos casos particulares.

Caso1 (Primera regla de L’Hôpital).

Supongamos que ˛ D a y L son números reales y lKım
x!a

f .x/D lKım
x!a

g.x/D 0. Definamos

f .a/D g.a/D 0. Dadox 2I , x ¤ a, aplicamos el teorema del valor medio generalizado a las
funciones f y g en el intervalo Œa;x�, para obtener cx 2�a;xŒ tal que

.f .x/ � f .a//g 0.cx/D .g.x/ � g.a//f 0.cx/

esdecir, f .x/g 0.cx/D g.x/f 0.cx/. Lashipótesis hechas implican queg esestrictamente mo-
nótona en I y, como g.a/ D 0, deducimos que g.x/ ¤ 0 para todo x 2 I . Obtenemos así
que:

f .x/

g.x/
D f 0.cx/

g 0.cx/
: (6.7)

Por hipótesis, dado " > 0, existe ı > 0 tal que para a < t < a C ı es

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 0.t/

g 0.t/
� L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

< ".

Deducimos de la igualdad (6.7) que si a < x < a C ı se tiene que:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/

g.x/
� L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

< ":

Hemosprobadoasí que lKım
x!a

f .x/=g.x/DL. Loscasosen queLD˙∞ se tratan de lamisma

forma.

Caso 2 (Segunda Reglade L’Hôpital).

Supongamos que ˛ D a y L son números reales y lKım
x!a

jg.x/j D C∞. Esta última condición

implica que g.x/ ¤ 0 para todo x 2 I suficientemente próximo al punto a, y por el carácter
local del límite no es restrictivo suponer que g.x/ ¤ 0 para todo x 2 I . Nótese también que
lashipótesis hechas implican queg es inyectiva en I . Lahipótesis lKım

x!a
f 0.x/=g 0.x/D L, nos
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dice que dado " > 0, hay un número (fijo en lo que sigue) c 2 I , tal que para a < t 6 c se
verificaque:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 0.t/

g 0.t/
� L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

<
"

4
(6.8)

Como lKım
x!a

jg.x/j D C1, hay un número ı > 0 tal que a C ı 6 c y para a < x < a C ı se

verificaque:
jg.c/j
jg.x/j < 1;

jf .c/ � Lg.c/j
jg.x/j <

"

2
(6.9)

Dadoa < x < a C ı aplicamos el teoremadel valor medio generalizado paraobtener un punto
cx 2�x; cŒ tal que

f .x/� f .c/
g.x/ � g.c/

D f 0.cx/

g 0.cx/
:

Teniendoen cuenta la identidad:

f .x/

g.x/
� L D

�

f .x/� f .c/
g.x/ � g.c/

� L

��

1 � g.c/

g.x/

�

C f .c/� Lg.c/

g.x/

D
�

f 0.cx/

g 0.cx/
� L

��

1 � g.c/

g.x/

�

C f .c/ � Lg.c/

g.x/

deducimos, en virtud de (6.8) y (6.9), que para todox 2�a; a C ıŒ se verificaque:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/

g.x/
� L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
"

4
2 C "

2
D ":

Hemosprobadoasí que lKım
x!a

f .x/=g.x/DL. Loscasosen queLD˙∞ se tratan de lamisma

forma.

Losdemáscasos tienen untratamiento similar y también pueden reducirse alosya estudia-
dos sin másque invertir la variable. 2

Nótese que, tal y como las hemos enunciado, las reglas de L’Hôpital permiten calcular
límitespor laderechay por la izquierda en un punto y, por tanto, podemosusarlaspara calcular
el límite en un punto deun intervalo que nosea extremo del mismo.

6.4. Derivadas sucesivas. Polinomiosde Taylor

Seaf unafunción derivable en unintervalo I . Si lafunción derivadaf 0 también esderiva-
ble en I decimosquef esdosvecesderivableen I y la funciónf 00 WD.f 0/ 0 se llamaderivada
segundade f en I . En general, si n 2 N, decimos que f es n C 1 veces derivable en I si f
esn veces derivable en I y la función derivada deorden n def en I , que representaremos por
f .n/, es derivable en I ; en cuyo caso la función f .nC1/ D .f .n// 0 se llama derivada de orden
n C 1 de f en I . Si n es un número natural, n > 2, decimos que f es n veces derivable en
un punto a 2 I , si f es n � 1 veces derivable en I y la función f .n�1/ es derivable en a. Se
dice que f es una función de clase C n en I si f es n veces derivable I y la función f .n/ es
continua en I . Se diceque f es una función de clase C 1 en I si f tiene derivadas de todos
órdenes en I . Por convenio sedefinef .0/ D f .
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Observemos que una función f derivable en un punto a puede ser aproximada localmente
por una función polinómicaP .x/ degrado 61, de forma que

lKım
x!a

f .x/� P .x/

x � a
D 0:

Bastapara ello definir P .x/D f .a/C f 0.a/.x � a/, con lo que la igualdad anterior noesotra
cosa que ladefinición de derivada def en a.

Es natural preguntarse si, en el caso de que f sea derivable n veces en a, existirá una
función polinómicaP de grado 6n, de forma que

lKım
x!a

f .x/� P .x/

.x � a/n
D 0:

Nóteseque, en el caso nD1, el polinomio P .x/Df .a/Cf 0.a/.x�a/ esel único polinomio de
grado 61 que cumplequeP .a/Df .a/ y P 0.a/Df 0.a/. En el caso general, parecerazonable
hallar un polinomio P de grado 6n cuyo valor y el valor de sus derivadas, hasta la del orden
n, en el punto a coincida con el valor def y de las respectivas derivadas def en a. SeaP .x/

un polinomio genérico degradomenor o igual quen y pongamos Q.x/D P .x C a/. Notemos

que Q.k/.x/D P .k/.x C a/ para k D 0; 1; : : : ;n. SeaQ.x/D
n
X

kD0

akxk. Calcularemos los

coeficientes de Q por la condición de que Q.k/.0/D f .k/.a/. Con ello se obtiene fácilmente
que ak D f .k/.a/=k!. Resulta así que el polinomio P dado por:

P .x/D Q.x � a/D
n
X

kD0

f .k/.a/

k!
.x � a/k

verificaqueP .k/.a/DQ.k/.0/Df .k/.a/ parak D0; 1; : : : ;n y esel único polinomio degrado
6n que cumple dichas condiciones.

6.30 Definición. Seaf una función n veces derivable en un punto a. La función polinómica
Tn.f; a/ definida para todox 2R por

Tn.f; a/.x/D f .a/C
n
X

kD1

f .k/.a/

k!
.x � a/k

se llama el polinomio deTaylor deorden n def en a.

Los dos resultados siguientes son, junto con las reglas de L’Hôpital, los más útiles para
calcular límites.

6.31Teorema (Teorema deTaylor-Young). Sea f unafunciónn vecesderivable en un punto
a, y sea Tn.f; a/ el polinomio deTaylor de orden n def en a. Entonces se verifica que:

lKım
x!a

f .x/� Tn.f; a/.x/

.x � a/n
D 0:
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Demostración. Haremoslademostración por inducción. ParanD1 la afirmación del enunciado
es cierta sin más que recordar la definición de derivada de una función en un punto. Suponga-
mos que la afirmación del enunciado es cierta para toda función n veces derivable en a. Seaf
una función n C 1 veces derivable en a. Entonces la función g D f 0 es n veces derivable en a

y por tanto:

lKım
x!a

g.x/ � Tn.g; a/.x/

.x � a/n
D 0:

Se comprueba fácilmente que TnC1
0.f; a/.x/D Tn.g; a/.x/, con lo cual resulta que

g.x/� Tn.g; a/.x/D d

dx

�

f .x/� TnC1.f; a/.x/
�

:

Por el teorema de L’Hôpital obtenemos que:

lKım
x!a

f .x/� TnC1.f; a/.x/

.x � a/nC1
D lKım

x!a

g.x/ � Tn.g; a/.x/

.n C 1/.x � a/n
D 0:

Lo que concluye lademostración. 2

6.32 Corolar io. Sea f una función definida en un intervalo I que es n C 1 veces derivable
en un punto a 2 I , y sea Tn.f; a/ el polinomio de Taylor de orden n de f en a. Entonces se
verifica que:

lKım
x!a

f .x/� Tn.f; a/.x/

.x � a/nC1
D 1

.n C 1/!
f .nC1/.a/:

6.4.1. Notación de Landau

Te recuerdo también una notación extraordinariamente útil , me refiero a la notación de

Landau. Si f .x/ y g.x/ son funciones tales que lKım
x!a

f .x/

g.x/
D 0, se escribe f .x/ D o.g.x//

cuandox ! a, y se leef .x/ es un infinitésimo de orden superior que g.x/ en el punto a. La
idea es que f .x/ tiende a cero más rápidamente que g.x/ cuando x ! a. Si no hay lugar a
confusión, omitimos laprecisión “ cuandox ! a” .

Usandola notación de Landau, el teorema de Taylor–Young puede expresarse en la forma
f .x/ � Tn.f; a/.x/D o.x � a/n cuandox ! a. Lo que suele escribirse

f .x/D Tn.f; a/.x/C o.x � a/n (6.10)

Estaúltimaigualdad suele llamarse en algunos textosTeorema deTaylor conresto infinitesimal
o forma infinitesimal del resto de Taylor. No es otra cosa que el teorema de Taylor–Young
escrito con lanotación deLandau.

Lo interesantede estanotaciónesquesi, por ejemplo, '.x/Do.x�a/p y  .x/Do.x�a/q,

entonces'.x/ .x/Do.x�a/pCq y, si p > q,
'.x/

 .x/
Do.x�a/p�q y .'.x/C .x//Do.x�a/q.

Además, si H.x/ es una función acotada en un intervalo abierto que contenga al punto a y
sabemos que'.x/D o.x � a/p entonces también H.x/'.x/D o.x � a/p.
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6.4.2. PolinomiosdeTaylor de las funciones elementales

Los polinomios de Taylor de la función exponencial centrados en a D 0 son inmediatos
pues las derivadas de ex en x D 0 valen todas 1. Luego

Tn.exp; 0/.x/D 1 C
n
X

kD1

1

k!
xk

Como sen 0.x/D cos.x/D sen.�
2

C x/, se sigue que sen.n/.x/D sen.n�
2

C x/. En particular,
sen.n/.0/D sen.n�

2
/. Por tanto

Tn.sen; 0/.x/D
n
X

kD1

sen.k�
2
/

k!
xk

Como parak par es sen.k�
2
/D0 y parak impar k D2q �1 es sen. .2q�1/�

2
/D.�1/qC1, resulta

que

T2n�1.sen; 0/.x/D T2n.sen; 0/.x/D
n
X

kD1

.�1/kC1

.2k � 1/!
x2k�1

Análogamente para la función coseno

T2n.cos; 0/.x/D T2nC1.cos; 0/.x/D
n
X

kD0

.�1/k

.2k/!
x2k

Pongamosf .x/D.1Cx/˛. Tenemosquef .n/.x/D˛.˛�1/.˛�2/ � � � .˛�nC1/.1Cx/˛�n.
Por lo que

Tn.f; 0/.x/D 1 C
n
X

kD1

˛.˛ � 1/.˛ � 2/ � � � .˛ � k C 1/

k!
xk

Cualquiera sea el número real ˛ y el número natural k sedefine
�

˛

k

�

D ˛.˛ � 1/.˛ � 2/ � � � .˛ � k C 1/

k!

Por convenio
�

˛
0

�

D 1. Conello podemos escribir

Tn.f; 0/.x/D
n
X

kD0

�

˛

k

�

xk

Paraobtener lospolinomios deTaylor de log.1 C x/, arctgx y arcsenx esconveniente usar la
siguiente relación, de comprobación inmediata, entre los polinomios de Taylor de una función
' y desu derivada' 0 que se expresa por:

d

dx
TnC1.'; a/.x/D Tn.'

0; a/.x/ (6.11)

Es decir, la derivada del polinomio de Taylor de orden n C 1 de ' es el polinomio de Taylor
de orden n de ' 0. La igualdad (6.11) es interesante en los dos sentidos pues permite calcular
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TnC1.'; a/.x/ sin másque calcular la primitiva o antiderivadadeTn.'
0; a/.x/ que en el punto

a coincida con'.a/. Los siguientes ejemplos son representativos de esta forma deproceder.

En lo que sigue vamos a usar que Tn.'; a/ es el único polinomio de gradomenor o igual
que n tal que'.x/D Tn.'; a/.x/C o.x � a/n (ver ejercicio 140).

Pongamosf .x/D log.1 C x/. Tenemos que

f 0.x/D 1

1 C x
D 1 � x C x2 � x3 C � � � C .�1/nxn C .�1/nC1 xnC1

1 C x

Dedonde se deduce, por lo antes dicho, que

Tn.f
0; 0/.x/D 1 � x C x2 � x3 C � � � C .�1/nxn

y, por tanto, para n D 0; 1; 2; : : :

TnC1.f; 0/.x/D x � x2

2
C x3

3
� x4

4
C � � � C .�1/n

xnC1

n C 1

Para el caso de la función arctgx se procede igual teniendoen cuenta que

arctg 0.x/D 1

1 C x2
D 1 � x2 C x4 � x6 C � � � C .�1/nx2n C .�1/nC1 x2nC2

1 C x2

de donde sesigue que

T2n.arctg; 0/.x/D T2nC1.arctg; 0/.x/D x � x3

3
C x5

5
� x7

7
C � � � C .�1/n

x2nC1

2n C 1

Finalmente, como arcsen 0.x/ D .1 � x2/�1=2 es de la forma .1 C z/˛ donde z D �x2,
˛ D �1=2, y como el polinomio de Taylor de orden n en a D 0 de .1 C z/˛ sabemos que es

n
X

kD0

�

˛

k

�

zk , deducimos que

T2n.arcsen 0; 0/.x/D
n
X

kD0

��1=2

k

�

.�x2/k D
n
X

kD0

��1=2

k

�

.�1/kx2k

y, por tanto,

T2n.arcsen; 0/.x/D T2nC1.arcsen; 0/.x/D
n
X

kD0

��1=2

k

�

.�1/k
x2kC1

2k C 1

Como
��1=2

k

�

D
�1
2
.�1

2
� 1/.�1

2
� 2/ � � � .�1

2
� k C 1/

k!
D .�1/k

1 � 3 � 5 � � � .2k � 1/

2 � 4 � 6 � � � .2k/

tenemos que

T2nC1.arcsen; 0/.x/D
n
X

kD0

1 � 3 � 5 � � � .2k � 1/

2 � 4 � 6 � � � .2k/

1

2k C 1
x2kC1
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En resumen, debes recordar los siguientes desarrollos:

ex D 1 C
n
X

kD1

1

k!
xk C o.xn/ (6.12)

senx D
n
X

kD1

.�1/kC1

.2k � 1/!
x2k�1 C o.x2n/ (6.13)

cosx D
n
X

kD0

.�1/k

.2k/!
x2k C o.x2nC1/ (6.14)

.1 C x/˛ D
n
X

kD0

�

˛

k

�

xk C o.xn/ (6.15)

log.1 C x/D
n
X

kD1

.�1/kC1

k
xk C o.xn/ (6.16)

arctgx D
n
X

kD1

.�1/kC1

2k � 1
x2k�1 C o.x2n/ (6.17)

arcsenx D
n
X

kD0

1 � 3 � 5 � � � .2k � 1/

2 � 4 � 6 � � � .2k/

1

2k C 1
x2kC1 C o.x2nC2/ (6.18)

6.5. Técnicas para calcular límitesde funciones

Cuandoen unejercicio te piden calcular un límite, es casi seguro que se trata de una “ in-
determinación” . Te recuerdo que aquellos límites de sumas, productos, cocientes o potencias
de funciones en los que el resultado noestá predeterminado por el comportamiento particular
de cada una de las funciones se llaman “ límites indeterminados” . La palabra “ indetermina-
do” quiere decir simplemente quese tratade límites cuyocálculo no puedes hacerlo aplicando
las reglas básicas del “ álgebra de límites” y tienes que usar alguna técnica apropiada para
calcularlos. Los límites interesantes son casi siempre de este tipo.

Las reglas de L’Hôpital son muy útiles para resolver las indeterminaciones, pero yo pienso
que se abusa de ellas. Las aplicamos sin pensar dos veces lo que hacemos, nos dejamos llevar
por la comodidad que proporcionan (aunque no siempre) y acabamos calculando límites de
forma mecánicasin saber muy bien qué es lo que hacemos. No tengo nada en contra de ellas,
tan sólo me pareceque su uso casi exclusivo y de forma mecánica es empobrecedor. Por el
contrario, pienso que cada límite debe intentarse de la forma másadecuada asu caso. Para eso
tienes que fijarte en cómo es la función, relacionarla con otras parecidas y tratar de relacionar
el límite que tepiden con otros bien conocidos.

Voy a contarte las estrategias que suelo usar para calcular límites. Esencialmente, puedo
resumirlas en dos:

� Trato de reducir el límite aotros bien conocidos.

� Siempreque puedo sustituyo funciones por otras más sencill as.

Vayamos con la primera. Si te preguntas qué entiendo por límites bien conocidos, la res-
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puesta es bien fácil: l os que siguen a continuación.

6.5.1. Límites que debes saberte dememor ia

lKım
x!0

senx

x
D 1; lKım

x!0

arcsenx

x
D 1; lKım

x!0

arctgx

x
D 1; lKım

x!0

1 � cosx

x2
D 1

2
;

lKım
x!0

ex �1

x
D 1; lKım

x!0

.1 C x/˛ � 1

x
D ˛; lKım

x!0

log.1 C x/

x
D 1; lKım

x!0

x � senx

x3
D 1

6
;

lKım
x!1

logx

x � 1
D 1; lKım

x!0

tgx � x

x3
D 1

3
; lKım

x!0

tgx

x
D 1; lKım

x!0

x � log.1 C x/

x2
D 1

2
:

Observa que todos ellos, con la excepción de cuatro, son derivadas en el punto x D 0 de
las respectivas funciones. Por ello noson difíciles de recordar. Ahorabien, estos límites suelen
aparecer algo disfrazados. Realmente, más que como límites concretos, debes considerarlos
como modelos.

6.33 Ejemplo. El límite

lKım
x!0

log.cosx/

cosx � 1

no está en la lista anterior, pero responde al modelo

lKım
x!1

logx

x � 1

en el que la variable x seha sustituido por la función cosx y el punto 1 por el punto 0. �

6.34 Ejemplo. Partimosdel límite

lKım
x!0

tgx � x

x3
D 1

3

Elij amos ahora cualquier función continua g que se anule en algún punto c, por ejemplo
g.x/ D ex �1 (c D 0) o g.x/ D logx (c D 1), o g.x/ D 3

p
x � 1 (c D 1), : : : En todos los

casos se verificaque

lKım
x!c

tg.g.x//� g.x/

g.x/3
D 1

3

Tenemos así que

lKım
x!0

tg.ex �1/ � ex C1

.ex �1/3
D lKım

x!1

tg.logx/ � logx

.logx/3
D 1

3

�

¿Entiendes lo que pasa?Esto puede hacerse con cualquier límite. La justificación de estos
resultados es el teorema (4.43) que estableceque la continuidad permuta con el paso al límite
(realmente es una consecuencia de que la composición de funciones continuas es continua).
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Como consecuencia, los límitesde la lista anterior sonmuchosmásdelosque aparecen en ella.
Si te acostumbras a reconocerlos cuando vengan disfrazados podrás ahorrarte mucho trabajo
innecesario. Para ayudarte, vamos a escribirlos denuevo de formamásgeneral.

Seaf cualquier función tal quef .x/¤ 0 y lKım
x!a

f .x/D 0. Entonces se verificaque:

lKım
x!a

senf .x/

f .x/
D 1; lKım

x!a

arcsenf .x/

f .x/
D 1; lKım

x!a

1 � cosf .x/

f .x/2
D 1

2
;

lKım
x!a

ef .x/ �1

f .x/
D 1; lKım

x!a

f .x/ � senf .x/

f .x/3
D 1

6
; lKım

x!a

.1 C f .x//˛ � 1

f .x/
D ˛;

lKım
x!a

log.1 C f .x//

f .x/
D 1; lKım

x!a

tgf .x/

f .x/
D 1; lKım

x!a

arctgf .x/

f .x/
D 1;

lKım
x!a

tgf .x/ � f .x/
f .x/3

D 1

3
; lKım

x!a

f .x/ � log.1 C f .x//

f .x/2
D 1

2
:

Vamosa la segunda estrategia. Sustituir funciones por otras más sencill as. Esto se basa en
la proposición (4.45) que permite sustituir en un producto o en uncociente de funciones, una
de ellas por otra asintóticamente equivalente. ¡Ojo! En una suma no puedes, en general, hacer
eso.

La lista de los límites bien conocidos es, de hecho, una lista de equivalencias asintóticas y
eso la hacemásútil todavía.

6.35 Ejemplo. El límite

lKım
x!0

ex � cos
p

2x � x

tg3x

es una indeterminación del tipo
0

0
y puede hacerse por L’Hôpital. El problema está en que

vamosa tener quederivar por lo menosdosveces y lasderivadas de la tangente sevan compli -
cando. Para evitarlo podemos sustituir tgx por x pues tgx Ï x.x ! 0/. Escribiendo

ex � cos
p

2x � x

tg3x
D x3

tg3x

ex � cos
p

2x � x

x3

y teniendoen cuenta que

lKım
x!0

x3

tg3x
D lKım

x!0

�

x

tgx

�3

D 1;

basta calcular

lKım
x!0

ex � cos
p

2x � x

x3
:

Lo que puedes hacer por L’Hôpital muy fácilmente. �

Las estrategias anteriores son las más básicas, pero hay otras un poco más elaboradas.
Esencialmente consisten en aplicar el teorema de Taylor-Young para tratar de reducir ciertos
límitesal límitedeuncociente dedospolinomios. Bueno, sorpresa, todos los límitesde la lista
de límites bien conocidos son, sin excepción, casos particulares del teorema deTaylor-Young.
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Ahoradespuéstepondré algunosejemplosde estaformadeproceder. Pero, paraquepuedas
usar con comodidad este método, tienes que saberte de memoria, o ser capazde deducirlos en
poco tiempo, los polinomios de Taylor de las funciones elementales. Además, esta forma de
proceder se adapta más a unos casos que aotros y tan sólo con la práctica se aprende cuándo
conviene usarla.

6.36 Ejemplo. Si tratas de calcular por L’Hôpital el límite

lKım
x!0

.tgx/.arctgx/� x2

x6
;

tendrásqueser pacienteporquenecesitarásderivar por lo menoscinco veces, y en el numerador
hay un producto cuyasderivadas sevan haciendocadavezmáscomplicadas. Ahora, si calculas
los polinomios de Taylor deorden 5 de tgx y arctgx en a D 0, obtendrás que

tgx D x C 1

3
x3 C 2

15
x5 C o.x6/; arctgx D x � 1

3
x3 C 1

5
x5 C o.x6/:

Observaque como setratade funciones impares susderivadas deorden par en x D 0 son nulas,
por eso los polinomios anteriores son, de hecho, los polinomios de Taylor de orden 6 y eso
explicaque aparezca el término o.x6/. Deducimos que

tgx arctgx D x2 C 2

9
x6 C o.x7/

y

lKım
x!0

.tgx/.arctgx/� x2

x6
D lKım

x!0

2=9x6 C o.x7/

x6
D 2

9

Observaque aunque tgx Ï x y arctgx Ï x parax ! 0, setienequetgx arctgx �x2 Ï
2

9
x6

para x ! 0. Fíjate que al calcular el producto

tgx arctgx D
�

x C 1

3
x3 C 2

15
x5 C o.x6/

��

x � 1

3
x3 C 1

5
x5 C o.x6/

�

tan sólo nos interesan las potencias de x hasta la de orden 6 inclusive, las demás potencias y
los términos de la forma xo.x6/, x2o.x6/, o.x6/o.x6/, etc. son todos ellos funciones de la
forma o.x6/ (pues al dividirlos por x6 su límite es cero), y su suma también es una función
de la forma o.x6/, por lo que no es preciso calcularlos para hacer el límite. Observa que, al
proceder de estamanera, tienes que calcular las5 primeras derivadas en x D 0 de las funciones
tg.x/ y arctg.x/, pero te ahorras el trabajo dederivar su producto. Si aún tienes dudas, calcula
el límite por L’Hôpital y compara. �

6.37 Ejemplo. Setrata de calcular

lKım
x!0

.cosx � 1/.log.1 C x/ � x/� 1

4
x4

x5
:

Tenemos que

cosx D 1 � 1

2
x2 C o.x3/; log.1 C x/D x � 1

2
x2 C 1

3
x3 C o.x3/
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luego

.cosx � 1/.log.1 C x/ � x/D 1

4
x4 � 1

6
x5 C o.x5/;

de donde sesigue que

lKım
x!0

.cosx � 1/.log.1 C x/� x/� 1

4
x4

x5
D �1

6

�

6.5.2. Sobre el mal uso de las reglas deL’Hôpital

No conviene aplicar las reglas de L’Hôpital para calcular derivadas, es decir, límites de la
forma

lKım
x!a

f .x/ � f .a/
x � a

La razón esmuy sencill a. Si para calcular el límite anterior usas las reglas deL’Hôpital, lo que
haces es calcular el límite lKım

x!a
f 0.x/. Si éste límite es igual a L deducimos que el anterior

también es igual a L. Pero ¡has probado más de lo que se pedía! Acabas de probar que la
derivada de f es continua en a, porque has probado que lKımx!a f

0.x/ D L D f 0.a/; y lo
que se pedía era solamente calcular la derivada de f en a. Esto puede que no tenga mayor
importancia o que sí la tenga. Depende de la función. Veamos unejemplo típico.

6.38 Ejemplo. Queremos calcular el límite siguiente:

lKım
x!0

.1 C x/
1
x � e

x
(6.19)

Pongamos f .x/ D .1 C x/
1
x y definamos f .0/ D e (esto se hace así porque sabemos que

lKım
x!0

f .x/D e). El límite (6.19) no es otra cosa que la derivada def en 0. Para calcular dicha

derivada, lo mejor es tomar logaritmos y calcular laderivada en 0 de la función

g.x/D logf .x/D log.1 C x/

x
; g.0/D logf .0/D 1

Tenemos que
g.x/ � g.0/

x
D log.1 C x/� x

x2

Este límite puede hacerse muy fácilmente por L’Hôpital, pero resulta que es un límite básico,
de los que debes saberte dememoria. Por tanto:

lKım
x!0

g.x/ � g.0/

x
D �1

2
:

Concluimos, por la regla de la cadena, quef .x/D exp.g.x// es derivable en 0, y su derivada

viene dada por f 0.0/D exp 0.g.0//g 0.0/D � e

2
.

Veamoslo quepasasi aplicamosL’Hôpital para calcular el límite(6.19). Primero, debemos

comprobar quepodemosaplicar L’Hôpital y para eso debemosobservar que lKım
x!0

.1 C x/
1
x De.

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Sobre el uso de la notación lKım
x!a

242

Seguidamente, derivamos numerador y denominador en (6.19), y resulta quedebemos calcular
el límite siguiente:

lKım
x!0

.1 C x/
1
x

�

1

x.1 C x/
� log.1 C x/

x2

�

Que también puede hacerse por L’Hôpital pero es un poco máscomplicado que el anterior. �

Otro caso en el que puede no ser conveniente aplicar L’Hôpital es para calcular un límite
de la forma:

lKım
x!a

f .x/ � f .a/
g.x/ � g.a/

Primero es conveniente escribir

f .x/� f .a/
g.x/ � g.a/

D
f .x/� f .a

x � a
g.x/ � g.a/

x � a

Si la funciones f y g son derivables en a y g 0.a/¤ 0, se sigue que

lKım
x!a

f .x/� f .a/
g.x/ � g.a/

D f 0.a/

g 0.a/

Si aplicamos L’Hôpital probaremos, sin necesidad, que las derivadas de f y g son continuas
en a, cosa que nose pide y que puede ser máscomplicada que lo anterior.

Loserrores más frecuentes al aplicar L’Hôpital se deben aque no se comprueban lashipó-
tesiscadavezque aplicamos las reglas. Esfrecuente empezar con una indeterminación del tipo
0
0

o 1
1 y, después de aplicar L’Hôpital una vez, no volver a comprobar que seguimos teniendo

una indeterminación. Así quenolo olvides: cadavezque apliques L’Hôpital comprueba quese
trata deuna indeterminación del tipo 0

0
o 1

1 y que laderivada del denominador nose anula.

6.5.3. Sobre el uso de la notación lKım
x!a

La notación que usamos para límites es tan buena que aveces te hacever lo que no hay.
En cierto sentido la notación “ tira de ti” : basta con que escribas “ lKım

x!a
” delante de una función

para que mentalmente hagas la sustitución x D a. Para comprobar esto te propongo unjuego:
dime en menos demedio segundoel valor del siguiente límite:

lKım
x!0

x

x

¿Has dudado? ¿Has creído que es una indeterminación tipo 0
0
? Si respondes que sí a estas

preguntas esporquehashechomentalmente lasustitución x D 0 en el cociente x
x

y hasvisto lo
queno hay. Porque, evidentemente, setieneque x

x
D1, esdecir, el límite anterior esel límitede

la función constante igual a1. No hay ninguna indeterminación. Esun límite trivial. Lo mismo
pasa con el siguiente límite lKım

x!C1
1x . Si te dejas llevar por la notación y haces mentalmente

la sustitución x D C1, puedes creer que se trata de una indeterminación 11, cuando nolo es
porque, evidentemente, 1x D 1 es la función constante igual a1. Sepueden poner muchos más
ejemplos.
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¿Cómo evitar que la notación “ lKım
x!a

” “ tire de ti” y te lleve a ver lo que no hay? Pues

no usándola hasta que no hayas visto claramente lo que realmente hay. Este es un consejo
importante: antes de empezar a calcular un límite funcional, simplifica todo lo que puedas la
funcióny noescribasel símbolo “ lKım” hasta quenotengasunaidea clara de cómo vasa hacer
los cálculos.

6.6. Extremosrelativos. Teorema deTaylor

El siguiente resultado es de gran utili dad para el estudio de los extremos relativos de una
función.

6.39Teorema (Condiciones suficientesde extremo relativo). SeanI unintervalo, a un punto
deI quenoesextremo deI y f W I ! R unafunciónn>2 vecesderivable en a. Supongamos
que todas las derivadas de f hasta la de orden n � 1 inclusive se anulan en a, es decir,
f .k/.a/D 0 para k D 1; 2; : : : ;n � 1, y quef .n/.a/¤ 0: Entonces:

i) Si n es par y f .n/.a/ > 0, f tiene un mínimo relativo en a.

ii ) Si n espar y f .n/.a/ < 0, f tiene un máximo relativo en a.

iii ) Si n es impar entonces f no tiene extremo relativo en a.

Demostración. Basta observar que, en virtud de las hipótesis hechas y (6.32), se verificaque:

lKım
x!a

f .x/� f .a/
.x � a/n

D 1

n!
f .n/.a/¤ 0

Por ladefinición de límite (o por el teoremade conservación local del signo), existeun número
r > 0 tal que �a � r; a C r Œ� I y para x 2�a � r; a C r Œ, x ¤ a severificaque:

f .x/� f .a/
.x � a/n

f .n/.a/ > 0:

Si n espar será .x �a/n>0, por lo quesi f .n/.a/>0 tienequeser f .x/� f .a/ > 0 para todo
x 2�a � r; a C r Œnfag, es decir, f tiene un mínimo relativo (estricto) en el punto a; si por el
contrario esf .n/.a/ < 0 entonces tienequef .x/�f .a/ < 0 para todox 2�a � r; a C r Œnfag,
es decir, f tiene un máximo relativo (estricto) en el punto a.

En el caso en quen seaimpar setieneque .x � a/n < 0 paraa � r < x < a y .x � a/n > 0

para a < x < a C r . Deducimos que para a � r < x < a, f .x/� f .a/ tiene signo opuesto al
que tiene para a < x < a C r . En consecuencia f no tiene unextremo relativo en a. 2

Hay que insistir en que este resultado es útil para estudiar extremos relativos pero que
no proporciona condiciones suficientes de extremo absoluto. Puede enunciarse un criterio de
extremo absoluto para laderivada segunda como sigue.

6.40 Proposición (Criterio de extremo absoluto). Supongamos que f es continua en Œa; b�,
dos veces derivable en �a; bŒ y tiene un punto crítico en c 2�a; bŒ. Entonces:

a) Si f 00.x/ 6 0 para todo x 2�a; bŒ se verifica que f alcanza en c un máximo absoluto en
Œa; b�.
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b) Si f 00.x/ > 0 para todo x 2�a; bŒ se verifica que f alcanza en c un mínimo absoluto en
Œa; b�.

Demostración. a) Las hipótesis hechas implican que f 0 es decreciente en �a; bŒ y, como
f 0.c/ D 0, se sigue que para a < x 6 c es f 0.x/ > 0, y para c 6 x < b es f 0.x/ 6 0.
Podemos aplicar ahora la proposición (6.23) para concluir que f alcanza en c un máximo
absoluto en Œa; b�.

Lademostración del apartado b) sehacede forma análoga. 2

El teorema de Taylor–Young nos diceque cuandox está muy próximo al punto a, el valor,
f .x/, def en x es muy próximo al valor, Tn.f; a/.x/, del polinomio de Taylor deorden n de
f en x, pero no nos permite calcular el error que se comete en la aproximación. El siguiente
resultado es importante porque permite acotar dicho error.

6.41Teorema (Teorema deTaylor ). Sea f unafunción nC 1 vecesderivable en unintervalo
I . Dados dos puntos cualesquiera x; a en I con x ¤ a, se verifica que existe algún punto c en
el intervalo abierto de extremos a y x tal que:

f .x/� Tn.f; a/.x/D f .nC1/.c/

.n C 1/!
.x � a/nC1: (6.20)

Demostración. En lo que sigue el punto x y el punto a están fijos. Definamos la función
g W I ! R dada para todo t 2I por:

g.t/D f .x/�
n
X

kD0

f .k/.t/

k!
.x � t/k

Se comprueba fácilmente que

g 0.t/D �f
.nC1/.t/

n!
.x � t/n:

Aplicamosahora el teoremadel valor medio generalizado alas funcionesg y h.t/D.x � t/nC1

en el intervalo de extremosx y a, paraobtener quehay un punto c comprendido entrex y a tal
que

.h.x/ � h.a//g 0.c/D .g.x/ � g.a//h 0.c/:

Como g.x/D h.x/D 0, obtenemos que:

.x � a/nC1f
.nC1/.c/

n!
.x � c/n D g.a/.n C 1/.x � c/n:

Simplificando, y teniendoen cuentaqueg.a/Df .x/� Tn.f; a/.x/, seobtiene la igualdad del
enunciado. 2

El número
f .nC1/.c/

.n C 1/!
.x � a/nC1 (6.21)
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Se llama resto deLagrange. Si somos capaces deprobar una desigualdad de la forma

jf .nC1/.c/j
.n C 1/!

jx � ajnC1 6 " (6.22)

Entoncespodemosasegurar que el error cometidoal aproximar f .x/ por Tn.f; a/.x/ esmenor
que". Observaque el resto deLagrange estanto máspequeño cuanto máspróximo estéx dea.
En losejercicios del teoremadeTaylor, usualmente el punto a debemoselegirlo nosotros y hay
que hacerlo procurando que esté lo más próximo posible al punto x, donde nos piden calcular
el valor de la función, y que el valor de f y de sus derivadas en a pueda calcularse de forma
exacta.

La dificultad para acotar el resto de Lagrange es que no se conoce exactamente el punto c

sino solamente que está comprendido entre los puntos a y x. Por eso, para acotar el resto de
Lagrange hay queacotar la derivadaf .nC1/ en el intervalo de extremosa y x. Además, como
sedividepor .nC1/!, sepuedesospechar que cuanto mayor sean menor será el error cometido.
Esto es cierto en muchos casos pero no siempre, es algo que depende de lo rápidamente que
crezcan las derivadas def . En este tipo de cálculos nosesabe de entrada cómo hay que tomar
n, lo que se trata es precisamente de elegir n de forma que se obtenga la acotación deseada.
Pero para ello hay que empezar acotandoen función den. Veamos la formadeproceder con un
ejemplo.

6.42 Ejemplo. Queremos calcular el número
p

2 con unerror menor que 10�9 por medio de
un conveniente polinomio deTaylor.

Aquí la función es f .x/ D p
x D x

1
2 , definida para x > 0. Debemos elegir un punto a

próximo a 2 en el que podamos calcular de forma exacta f .a/. Lo que se hace es calcular
cuadrados próximos a dos. Como sabemos que

p
2 es aproximadamente 1; 4, podemos probar

con a D .1;4/2 D 1; 96. Efectivamente, a D 1;96 está muy próximo a 2 y f .1;96/ D 1; 4 de
forma exacta. Calculemos lasderivadas def .

f .n/.x/D 1

2

�

1

2
� 1

��

1

2
� 2

�

� � �
�

1

2
� n C 1

�

x1=2�n D .�1/n�1 1 � 3 � 5 � � � .2.n � 1/ � 1/

2n
x1=2�n

Observa que las derivadas también puede calcularse de forma exacta en 1;96. El error de
aproximación viene dado por el resto deLagrange:
ˇ

ˇf .nC1/.c/
ˇ

ˇ

.n C 1/!
jx � ajnC1D Œx D 1;96; a D 2�D

ˇ

ˇf .nC1/.c/
ˇ

ˇ

.n C 1/!

�

4

102

�nC1

D

D1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

.n C 1/! 2nC1

1

c1=2Cn

4

102nC2

D 1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � .2n/.2n C 2/

1

c1=2Cn

4

102nC2
<

1

2n C 2

1

c1=2Cn

4

102nC2

donde 1;96 < c < 2. Deducimos que
ˇ

ˇf .nC1/.c/
ˇ

ˇ

.n C 1/!
jx � ajnC1 <

1

2n C 2

1

.1;4/.1;96/n
4

102nC2

Como el error permitido es "D 10�9, es suficiente elegir n por la condición de que

1

2n C 2

1

.1;4/.1;96/n
4

102nC2
< 10�9
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Para lo cual, claramente, basta tomar nD3. Por tanto, el valor pedido de
p

2 esT3.f; 1;96/.2/.
�

6.7. Funciones convexasy funciones cóncavas

6.43Definición. Dadosdospuntos ˛ D .a; b/ y ˇ D .c;d/ en el plano, el segmento queune˛

con ˇ esel conjunto depuntos del plano:

Œ˛;ˇ �D ft˛ C .1 � t/ˇ W 0 6 t 6 1g D
˚�

ta C .1 � t/c; tb C .1 � t/d
�

W 0 6 t 6 1
	

(6.23)

Observa que si x < y son números reales, el segmento que une x con y es el intervalo
cerrado Œx;y�.

6.44 Definición. Sea f W I ! R una función definida en un intervalo I . Se dice que f es
convexa en I si para todo par de puntos x;y 2I y para todo t con 0 6 t 6 1, severificaque:

f .tx C .1 � t/y/ 6 tf .x/C .1 � t/f .y/ (6.24)

Cuando la desigualdad anterior es estricta para 0 < t < 1 se dice que f es estrictamente
convexa. Se dicequef es cóncava en I cuando�f es convexa en I y estrictamente cóncava
cuando�f esestrictamente convexa.

La interpretación geométrica de esta desigualdad es la siguiente. El segmento que une el
punto del plano .x; f .x// con el punto .y; f .y// es el conjunto

˚�

tx C .1 � t/y; tf .x/C .1 � t/f .y/
�

W 0 6 t 6 1
	

La desigualdad (6.24) dice que la ordenada, tf .x/ C .1 � t/f .y/, de cada punto de dicho
segmento esmayor o igual que el valor def en la abscisaf .tx C .1 � t/y/. Esdecir, el punto
�

txC.1�t/y; tf .x/C.1�t/f .y/
�

quedapor encimadel punto
�

txC.1�t/y; f .txC.1�t/y/
�

.
Dicho de otra forma: el segmento (la cuerda) que une dos puntos de la gráfica de f queda
siempre por encima de lagráficadef .

x ytx C .1 � t/y

f .tx C .1 � t/y/

tf .x/ C .1 � t/f .y/

Figura6.9. Funcióncóncava

x ytx C .1 � t/y

f .tx C .1 � t/y/

tf .x/ C .1 � t/f .y/

Figura6.10. Funciónconvexa

Naturalmente, para una función cóncava se verifica la desigualdad opuesta a(6.24) y, por
tanto, si f es cóncava el segmento (la cuerda) que une dos puntos de la gráfica de f queda
siempre por debajo de lagráficadef .
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Lasgráficas (6.10) y (6.9) muestran claramente estos comportamientos.

Ejemplos típicos de funciones convexas son las parábolas “hacia arriba” y la exponencial.
Ejemplos típicos de funciones cóncavas son las parábolas “hacia abajo” y el logaritmo.

Para funciones derivables se tiene una útil caracterización de la convexidad.

6.45 Teorema (Condiciones suficientes de convexidad). Supongamos que f es continua en
Œa; b� y derivable en �a; bŒ. Si la derivada de f es creciente (resp. estrictamente creciente) en
�a; bŒ entonces f es convexa (resp. estrictamente convexa) en Œa; b�. En particular si f es dos
veces derivable en �a; bŒ y se verifica que f 00.x/ > 0 (resp. f 00.x/ > 0) para todox 2�a; bŒ,
entonces f esconvexa (resp. estrictamente convexa) en Œa; b�.

Demostración. Sean x;y 2 Œa; b� con x < y. Seat 2�0; 1Œ y pongamos z D tx C .1 � t/y.
Hay queprobar quef .z/6 tf .x/C .1 � t/f .y/. Puesto quef .z/D tf .z/C .1 � t/f .z/, esta
desigualdad puede escribirse

tf .z/C .1 � t/f .z/6 tf .x/C .1 � t/f .y/ ” .1 � t/
�

f .z/� f .x/
�

6 t
�

f .y/� f .z/
�

Aplicandoel TVM en los intervalos Œx; z� y Œz;y�, obtenemos puntos c 2�x; zŒ, d 2�z;yŒ tales
que

f .z/ � f .x/D f 0.c/.z � x/; f .y/ � f .z/D f 0.d/.y � z/

Teniendo en cuenta que f 0 se supone creciente, por lo que f 0.c/ 6 f 0.d/, y la igualdad de
comprobación inmediata .1 � t/.z � x/D t.y � z/, se tiene que:

.1 � t/
�

f .z/ � f .x/
�

D .1 � t/f 0.c/.z � x/6 tf 0.d/.y � z/D t
�

f .y/ � f .z/
�

Que es ladesigualdad que queríamos probar. 2

Interpretando la derivada primera como la velocidad y la derivada segunda como la acele-
ración, las curvas convexas aceleran y las cóncavas frenan.

Observa quesi f es una función convexa y derivable en unintervalo I , entonces lagráfica
de f queda siempre por encima de la recta tangente en cualquier punto, es decir, para todo
par de puntos x; a2I se verificaquef .x/> f .a/C f 0.a/.x � a/. Dehecho, para funciones
derivables, esta propiedad es equivalente ala convexidad (ver ejercicio 138).

6.46 Definición. Se diceque a es un punto de inflexión de una función f , si hay un número
r > 0 tal quef escóncava en el intervalo �a � r; aŒ y f esconvexa en el intervalo �a; a C r Œ (o
al revés). Es decir, los puntos en los que una función pasa de cóncava a convexa o de convexa
a cóncava se llaman puntos de inflexión.

El siguiente resultado se prueba fácilmente y queda como ejercicio.

6.47Proposición. Si f tieneun punto de inflexión en a y esdosvecesderivable en a, entonces
f 00.a/D 0.

Si f es tres veces derivable en un punto a y se tiene que f 00.a/ D 0 pero f 000.a/ ¤ 0,
entonces f tiene un punto de inflexión en a.
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6.7.1. Ejercicios propuestos

Una de las aplicaciones másútiles de las derivadas esa losproblemas deoptimización.
En dichos problemas se trata, por lo general, de calcular el máximo o el mínimo ab-
solutos de una magnitud. Hay una gran variedad de problemas que responden a este
esquema y con frecuencia tienen contenido geométrico o económico o físico. Por ello
cada uno de estos ejercicios requiere un estudio particular.

Los siguientes consejos pueden ser útiles:
� Entiende bien el problema. Haz, si esposible, un dibujo o unesquema.
� Elige lasvariables y la magnitud, Q, que tienes que optimizar.
� Estudia las relaciones entre las variables para expresar la magnitud Q como función
deunasola de ellas, Q D f .x/.
� Lascondiciones del problema deben permiti r establecer el dominio def .
� Estudia la variación del signo de la derivada def en su dominio para calcular máxi-
mosy mínimos absolutos por aplicación de la proposición 6.23.

202. Dado un punto PD.a; b/ situadoenel primer cuadrantedel plano, determina el segmento
con extremos en los ejes coordenados y que pasa por P que tiene longitud mínima.

Observación. La solución de este ejercicio también resuelve el problema de calcular la
longitud de la escalera más larga que, llevada en posición horizontal, puede pasar por la
esquina que forman dos corredores de anchuras respectivas a y b.

203. Demuestra que entre todos los rectángulos con un perímetro dado, el que tiene mayor
área esun cuadrado.

204. Determina el rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados, inscrito en la elipse

de ecuación
x2

a2
C y2

b2
D 1, y que tenga áreamáxima.

Observación. Los dos ejercicios anteriores se han resuelto en el capítulo 1 usando la
desigualdad de las medias. ¿Qué métodoteparecemejor?

205. Calcula el áreamáximadeun rectángulo que tienedos vértices sobre una circunferencia
y su base está sobre una cuerda dada dedicha circunferencia.

206. Encuentra un punto P de la circunferencia x2 C y2 D 1 con coordenadas positivas
y tal que el triángulo cuyos vértices son .0; 0/ y las intersecciones de la tangente a la
circunferencia en P con los ejes coordenados tenga áreamínima.

207. Calcula un punto .u; v/ (u > 0; v > 0) de la elipse de ecuación
x2

9
C y2

4
D 1 tal que

la tangente ala elipse en dicho punto determine con los ejes un segmento de longitud
mínima.

208. Calcula el áreade la elipse de mínima área circunscrita aun rectángulo dado. Recuerda
que el áreade una elipse desemiejes s, t es igual a�st .
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209. Lafigura representa un espejo rectangular en el que
se ha partido una esquina. Las dimensiones del es-
pejo sonABD3, AC D5 y lasdela esquinarotason
las que se indican en la figura donde se supone que
a es un valor conocido. Se pide calcular un punto
P sobre la líneade corte de forma que el espejo de
vértices A;X;P;Y tenga área máxima. ¿Para qué
valor dea severificaque el espejo demayor área es
uncuadrado? A X B

2

a

PY

C

210. Se quiere construir una caja sin tapa con una lámina metálica rectangular cortandocua-
drados igualesen cada esquinay doblando hacia arriba losbordes. Halla lasdimensiones
de la caja demayor volumen que puede construirse de tal modosi los lados de la lámina
rectangular miden: a) 10cm. y 10cm. b) 12cm. y 18cm.

211. Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata cilíndrica de un lit ro de capacidad
cuya superficie total seamínima.

212. Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata cilíndrica de un lit ro de capacidad
cuyocosto deproducciónseamínimo. Sesuponequenosedesperdicia aluminio al cortar
los ladosde la lata, pero las tapasderadio r se cortan de cuadrados de lado2r por lo que
seproduceuna pérdida de metal.

213. Se necesita construir un depósito de acero de 500 m3, de forma rectangular con base
cuadrada y sin tapa. Tu trabajo, como ingeniero deproducción, eshallar lasdimensiones
del depósito para que su costo deproducción seamínimo.

214. Halla el volumen del cili ndro circular recto más grande que puede inscribirse en una
esfera de radio (a > 0).

215. Halla el volumen del cili ndro circular recto másgrandequepuede inscribirse en uncono
circular recto de altura h y radio r conocidos.

216. Halla el volumen del conocircular recto másgrande que puede inscribirse en una esfera
de radio (a > 0).

217. Laresistenciadeunavigademaderadesección rectangular esproporcional asu anchura
y al cuadrado de su altura. Calcula las dimensiones de la viga más resistente que puede
cortarse de un tronco de madera de radio r .

218. Calcula la distancia mínima del punto .6; 3/ a laparábola de ecuación y D x2.

219. Una empresa tiene 100casas para alquilar. Cuandola renta es de 80 libras al mes, todas
lascasasestán ocupadas. Por cada4 librasde incremento de larentauna casaquedades-
habitada. Cada casa alquilada supone ala empresauncostede8 libras para reparaciones
diversas. ¿Cuál es la renta mensual que permite obtener mayor beneficio?

220. Una empresa producesemanalmente 300 bicicletas de montaña que vende íntegramente
al precio de 600 euros cada una. Tras un análisis de mercados observa que si varía el
precio, también varían susventas (de forma continua) segúnlasiguiente proporción: por
cada 7 euros que aumente o disminuya el precio de sus bicicletas, disminuye o aumenta
laventa en 3 unidades.
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a) ¿Puede aumentar el precio y obtener mayores ingresos?

b) ¿A qué precio los ingresos serán máximos?

221. En la orill a de un río de 100 metros de ancho está situada una planta eléctrica y en la
orill a opuesta, y a 500metros río arriba, se está construyendo una fábrica. Sabiendo que
el río es rectilíneo entre la planta y la fábrica, que el tendido de cables a lo largo de la
orill a cuesta a9 euros cada metro y que el tendido de cables sobre el agua cuesta a15
euroscada metro, ¿cuál es la longitud del tendido máseconómico posible entre laplanta
eléctricay la fábrica?.

222. Seproyecta un jardín en forma de sector circular de radio R y ángulo central � (medido
en radianes). El áreadel jardín ha de ser A fija. ¿Qué valores de R y � hacen mínimo el
perímetro del jardín?.

223. Se corta un alambre de longitud L formando uncírculo con uno de los trozos y un
cuadrado con el otro. Calcula por dónde se debe cortar para que la suma de las áreas de
lasdos figuras seamáxima o seamínima.

224. Dados dos puntos A y B situados en el primer cuadrante del plano, calcula cuál es el
camino máscorto para ir de A aB pasando por un punto del eje de abscisas.

225. Se desea construir una ventana con forma de rectángulo coronado de un semicírculo de
diámetro igual a la base del rectángulo. Pondremos cristal blanco en la parte rectangular
y cristal de color en el semicírculo. Sabiendo que el cristal coloreado deja pasar lamitad
deluz (por unidad desuperficie) que el blanco, calcula lasdimensionesdelaventanapara
conseguir lamáxima luminosidad si se hade mantener un perímetro constante dado.

226. Se desea confeccionar una tienda de campaña cónicade un volumen determinado. Cal-
cula sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria seamínima.

227. En una lámina circular de radio R se recorta un sector circular de ángulo # y con él se
construyeuncono. Calcula el valor de# paraque el volumen del conoasí construido sea
máximo.

228. Sedesea construir un silo, con un volumen V determinado, que tenga la forma de unci-
lindro rematado por una semiesfera. El costo de construcción (por unidad de superficie)
es doble para la semiesfera que para el cili ndro (la base es gratis). Calcula las dimensio-
nes óptimas para minimizar el costo de construcción.

229. Demuestra que de todos los triángulos isósceles que se pueden circunscribir a una cir-
cunferencia de radio r , el de áreamínima es el equilátero de altura 3r .

230. Se considera la elipse
x2

a2
C y2

b2
D 1. Calcula el triángulo isósceles de área máxima

inscrito en dicha elipse, que tiene un vértice en el punto .0; b/ y base paralela al eje de
abscisas.

231. Con una cuerdade longitud L, con un nudocorredizo en uno desusextremos, rodeamos
una columna circular de radio R haciendo pasar el otro extremo por el nudo. Calcula la
máximadistancia posible del extremo libre al centro de la columna.

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios propuestos 251

232. Estás en el desierto con tu vehículo situado en un punto cuyas coordenadas son A D
.0; 40/ y tienesque ir aotro punto C D .28; 0/ (launidad demedida es lamill a terrestre).
Del punto A al origen O D .0; 0/ y de éste al punto C hay una carretera asfaltada.
Pero también, para ir de A a C , puedes hacer parte o todoel camino sobre la arena. En
carretera tu velocidad es de 75 mill as por hora; y sobre la arena de 45 mill as por hora.
¿Qué camino debes seguir para llegar lo antes posible aC ?

233. Calcula las dimensiones del rectángulo de mayor áreaque puede inscribirse en untrián-
gulo equilátero cuyo lado mide 2 centímetros. Se supone que el rectángulo se apoya
sobre un lado del triángulo.

234. El principio de Fermat afirma que la luz viaja de un punto A a otro punto B siguiendo
la trayectoria en la que se invierte el menor tiempo posible. Supongamos que el eje
de abscisas, y D 0, separa dos medios en los que la luz viaja adistinta velocidad (por
ejemplo, aire y agua). Seac la velocidad de la luz en el semiplano superior y > 0 y sea
3
4
c la velocidad correspondiente al semiplano inferior y < 0. Calcular el punto de dicho

ejepor el que pasará el rayo que viaje desde el punto A D .�4; 3/ al B D .3;�4/.

235.
Calcula la posición del punto P D .x; 0/ en
la figura de la derecha, donde A D .0; 1/ y
B D .2 C

p
3; 2/, para que el ángulo � seamá-

ximo. ¿Cuál es dicho valor máximo de �? Jus-
tifica con detalle lo que haces.

A

B

P

�

Uno de los resultados másútiles del cálculo diferencial son lasReglas deL’Hôpital que
permiten resolver las indeterminaciones en el cálculo de límites.

236. Calcula el límite en el punto a que en cada caso se indicade las funciones siguientes:

f .x/D .senx C cosx/1=x; a D 0I f .x/D .1 C tgx/1=x2

; a D 0

f .x/D .cot x/sen x; a D 0I f .x/D
 

cos2 x C x2

2

!1=x2

; a D 0

f .x/D .1 C senx/cotgx; a D 0I f .x/D log.senx/

.� � 2x/2
; a D �=2

f .x/D x � arctgx

sen3 x
; a D 0I f .x/D .tgx/.arctgx/ � x2

x6
; a D 0

f .x/D ex � cos
p

2 x � x

tg2 x
; a D 0I f .x/D

�senx

x

�1=.1�cosx/

; a D 0

237. Justificaque para todor 2R y para todos > 0 severificaque:

lKım
x!C1

.logx/r

xs
D 0; lKım

x!C1
xr

esx
D 0; lKım

x!0
x > 0

xsj logxjr D 0:

238. Calcula el límite en el punto a que en cada caso se indicade las funciones f W R
C ! R.

f .x/D x2 sen1=x

logx
; a D C∞I f .x/D sen

p
1 C x � sen

p
x; a D C∞
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f .x/D senx sen
1

x
; a D 0; a D C∞I f .x/D

�

cos
�

x C 2

�x2

; a D C∞

239. Sea g W R ! R derivable en R y dos veces derivable en 0 siendo, además, g.0/ D 0.

Definamos f WR ! R por f .x/D g.x/

x
si x¤0, f .0/Dg 0.0/. Estudia laderivabili dad

de f . ¿Es f 0 continua en 0?.

240. Sean f;gW� � 1;1Œ! R las funciones definidas por

f .x/D log.1 C x/

x
; f .0/D 1I g.x/D ef .x/

Calcula las derivadas primera y segunda def y g en 0 y deduce el valor del límite

lKım
x!0

.1 C x/1=x � eC e

2
x

x2

241. Seaf W�� 1=2;C1Œ! R dada por f .x/D .x C ex/
1
x parax ¤ 0, y f .0/D e2. Estudia

la continuidad y derivabili dad def en cero.

242. Estudia la derivabili dad de las siguientes funciones.

1. f W R
C ! R, dada por f .x/D x1=.x2�1/, y f .1/D p

e.

2. f W� � 1=2;C1Œ! R, dada por f .x/D .x C ex/1=x y f .0/D e2.

3. f W Œ0;C1Œ! R dada por f .x/D .1 C x logx/1=x, y f .0/D 0.

4. f W� � �=2; �=2Œ! R dada por f .x/D
�senx

x

�1=x2

y f .0/D e�1=6 :

5. f W R ! R, dada por f .x/D
�

1 C x2
�sen.1=x/

; f .0/D 1:

6. f W� � �=2; �=2Œ! R dada por f .x/D
�

2 � 2 cosx

x2

�1=x

para x ¤ 0 y f .0/D 1:

243. Calcula los límites

lKım
x!0

�

1

sen2 x
� 1

x2

�

lKım
x!1

�

1

logx
� 1

x � 1

�

lKım
x!0

x e2x Cx ex �2 e2x C2 ex

.ex �1/3
lKım

x!C1

��

2
� arctgx

�
1

logx

lKım
x!0

log
�senx

x

�

.log.1 C x//2
lKım

x!0

�

tgx

x

�1=x2

lKım
x!0

x log.1 C sen2x/arctg.sen3 x/

.ex �1/.1 � cos2.tg2 x//
lKım

x!0

arctgx � senx

x.1 � cosx/

lKım
x!0

arctg.arcsenx2/

.e2x �1/ log.1 C 2x/
lKım

x!0

�

3 senx � 3 x cosx

x3

�1=x

Sugerencia. Pueden usarse las reglas de L’Hôpital pero es conveniente realizar previa-
mente alguna transformación.
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244. Explicasi escorrecto usar las reglas deL’Hôpital para calcular los límites:

lKım
x!C1

x � senx

x C senx
I lKım

x! 0

x2 sen.1=x/

senx
:

El teorema de los ceros de Bolzano, junto con el teorema de Rolle, permiten determinar
en muchas ocasiones el número de ceros reales de unafunción.

Sedicequeuna función polinómica P .x/ tieneun cero deorden k > 1 en un punto a,
si el valor deP y el desusderivadashasta ladeorden k �1 en a escero, y laderivadade
orden k deP nose anula en a. Loscerosdeorden 1 sellaman ceros simples. El Teorema
Fundamental del Álgebra diceque una función polinómica de grado n (en general, con
coeficientescomplejos) tienen raícesrealeso complejascontandocadaraíztantasveces
como indica su orden. Recuerda también que las raíces complejas de un polinomio con
coeficientes reales vienen por pares de raíces complejas conjugadas.

245. Prueba que una función polinómica de grado n coincide con su polinomio de Taylor de
orden n centrado en un punto cualquiera a.

246. Prueba que una función polinómicaP tiene un cero de orden k en a si, y sólo si, puede
escribirse de la forma P .x/ D .x � a/kQ.x/, donde Q.x/ es una función polinómica
que nose anula en a.

247. Calcula el número de cerosy la imagen delafunción f W R ! R , f .x/Dx6�3x2 C2.

248. Calcula el número de soluciones de la ecuación 3 logx � x D 0.

249. Estudia el número de soluciones reales de la ecuación 3x5 C 5x3 � 30x D ˛ segúnlos
valores de˛.

250. Determina el número de soluciones reales de la ecuación 2x3 � 3x2 � 12x D m según
el valor de m.

251. Justificaque la ecuación x2 D x senx C cosx tiene exactamente dos soluciones reales.

252. Sea f una función polinómica que tiene un máximo relativo en .�3; 5/, un mínimo
relativo en .1; 1/ y unmáximo relativo en .4; 7/ y no tienemáspuntos críticos. ¿Cuántos
ceros reales tienef ?

253. Prueba por medio del teorema de Rolle que la ecuación 5x4 � 4x C 1 D 0 tiene alguna
solución en Œ0; 1�.

254. Estudia el número de ceros reales de la funciónf .x/D 2x � 1 � x2.

255. Prueba que entre cada dos soluciones reales de la ecuación ex senx D 1 hay al menos
una solución real de la ecuación ex cosx D �1.

256. Sean a0; a1; : : : ; an números reales. Prueba que para algún x 2 Œ0; 1� se verifica que
n
X

kD0

akxk D
n
X

kD0

ak

k C 1
.
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257. Seaf una función polinómica y seaa < b. Justifica que, contando cada cero tantas
veces como su orden, si f .a/f .b/ < 0 el número de ceros de f en �a; bŒ es impar; y
si f .a/f .b/ > 0 dicho número (caso de que haya algún cero) es par. Deduce que si
f tiene grado n, es condición necesaria y suficiente para que f tenga n raíces reales
distintas que su derivada tenga n � 1 raíces reales distintas c1 < c2 < � � � < cn�1 y
que para ˛ < c1 suficientemente pequeño y paraˇ > cn�1 suficientemente grande, los
signos de los númerosf .˛/; f .c1/; f .c2/; : : : ; f .cn�1/; f .ˇ/ vayan alternando.

258. Determina para qué valores de ˛ la función polinómica 3x4 � 8x3 � 6x2 C 24x C ˛

tiene cuatro raíces reales distintas.

259. Dadon2N, sea f .x/D .x2 � 1/n .x 2R/. Pruebaque laderivada k-ésima (1 6 k 6 n)
def tiene exactamente k raíces reales distintas en el intervalo � � 1; 1Œ.

260. Dadon2N, seafn.x/D 1 � x C x2

2
� x3

3
C � � � C .�1/n

xn

n
. Prueba que si n es impar

la ecuación fn.x/D 0 tiene una únicasolución y ninguna si n espar.

El teorema del valor medio permite acotar el incremento de una función por el incre-
mento de la variable yunacota de la derivada. Esto da lugar a muchas desigualdades
interesantes. Por otra parte, algunas de las desigualdades más útiles son consecuencia
de la convexidad. Los siguientes ejercicios tratan de ello.

261. Sean 0 < x < y. Prueba que:

a)
y � x

1 C y2
< arctgy � arctgx <

y � x

1 C x2
.

b)
y � x

y
< logy � logx <

y � x

x
.

262. Sean n 2 N, n > 2 y 0 < a < b. Prueba que

nan�1.b � a/ < bn � an < nbn�1.b � a/

Aplicación. Haciendo aD1 C 1

n C 1
; b D1 C 1

n
, primero en ladesigualdad de ladere-

cha y después en ladesigualdad de la izquierda, deduceque:
�

1 C 1

n

�n

<

�

1 C 1

n C 1

�nC1

;

�

1 C 1

n C 1

�nC2

<

�

1 C 1

n

�nC1

263. Prueba que para todox > �1 severificaque

x

x C 1
6 log.1 C x/

¿Cuándoseda la igualdad en la desigualdad anterior?

264. Supuesto que a > 0, demuestra que �a elogx 6 x�a para todox > 0.

265. Dado˛ 2�0; 1Œ, prueba que x˛ < ˛x C 1 � ˛ para todox 2R
C n f1g.

Deduceque, dados p > 0 y q > 0 tales que 1=p C 1=q D 1, entonces para todos a > 0

y b > 0 severificaque ab 6
ap

p
C bq

q
. ¿Cuándoseda la igualdad?
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266. Sean 0 < a < b. Pruebaquesi b 6e entoncesab< ba, y si e6a entonces ba< ab. ¿Qué
puede decirse si a < e< b?.

Sugerencia. Considera la función x 7! logx

x
.

267. ¿Hay algún número a > 0 queverifiqueque ax=a >x para todox 2R
C? ¿Cuál esdicho

número?

268. Prueba que para todox 2�0; �=2Œ se verificaque

i/ 1 � x2

2
< cosx I i i/

2x

�
< senx < x < tgx

269. Dados a; b 2R
C con a ¤ b, prueba que para todox 2R severificaladesigualdad:

�

a C x

b C x

�bCx

>
a

b
:

270. Desigualdad de Jensen. Seaf W I ! R una función convexa en el intervalo I , y sea
n2N, n > 2. Dados números˛k > 0, xk 2I tales que

Pn
kD1 ˛k D 1, prueba que:

f

 

n
X

kD1

˛kxk

!

6

n
X

kD1

˛kf .xk/:

Además, si f es estrictamente convexa, la desigualdad anterior es estricta siempre que
al menos dos de los puntos xk sean distintos.

Sugerencia. Es suficiente considerar el caso n D 2 y proceder por inducción.

271. Sean xk , ˛k , donde1 6 k 6 n, númerospositivos verificando que
Pn

kD1 ˛k D 1. Usando
la convexidad de la función x 7! � logx demuestra la desigualdad:

x
˛1

1
x

˛2

2
� � � x˛n

n 6

n
X

kD1

˛kxk

¿Cuándoseda la igualdad?

272. Sean p; q números reales positivos tales que 1=p C 1=q D 1.

a) Prueba que ab 6
ap

p
C bq

q
y la igualdad ocurre si, y sólo si, ap D bq .

b) Dado z D .z1; z2; : : : ; zn/ 2 R
n y s > 0, definamos kzks D

 

n
X

iD1

jzi js
!1=s

. Prueba

que para todo x D .x1;x2; : : : ;xn/ y todo y D .y1;y2; : : : ;yn/ en R
n se verifica la

desigualdad deHölder:
n
X

iD1

jxiyi j 6 kxkp kykq :

¿Cuándoseda la igualdad?

Sugerencias. El punto a) puede hacerse como consecuencia del ejercicio anterior. Para

b) hágase a D jxij
kxkp

; b D jyi j
kykq

en la desigualdad del punto a).
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273. Seaf es una función derivable en un intervalo I . Prueba que f es convexa en I si, y
sólo si, lagráficadef quedasiemprepor encimadelarecta tangente en cualquier punto,
esdecir, para todo par de puntos x; a2I se verificaquef .x/> f .a/C f 0.a/.x � a/.

Los teoremasdeTaylor–Youngy deTaylor seusan para obtener aproximaciones polino-
mialesdeunafunción daday para calcular valoresaproximadoscon precisión prefijada.

274. Calcula una función polinómica' tal que lKım
x! 0

3
p

1 C x � '.x/
x5

D 0.

275. Calcula una función polinómica ' tal que lKım
x! 0

logarctg.x C 1/ � '.x/
x2

D 0:

276. Prueba que las únicas funciones n veces derivables con derivada de orden n constante
son las funciones polinómicas degrado menor o igual que n.

277. Prueba que el polinomio de Taylor de orden n de una función f es el único polinomio
P .x/ de grado menor o igual que n que verificaquef .x/D P .x/C o.x � a/n.

278. Sea f W� � �=2; �=2Œ! R la función dada para x 2� � �=2; �=2Œ, x ¤ 0, por:

f .x/D log.1 C senx/� senx

sen2 x
;

y f .0/D �1=2. Calcula el polinomio de Taylor deorden 3 def en 0.

279. Sea f W� � 1;C1Œ! R la función dada para x ¤ 0 por:

f .x/D arctg.log.1 C x//

log.1 C x/
;

y f .0/D 1. Calcula el polinomio deTaylor de orden 3 def en 0.

280. Calcula, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado del número
real ˛ con unerror menor de 10�3 en cada uno de loscasos siguientes:

a/ ˛ D 3
p

7 b/ ˛ D
p

e c/ ˛ D sen
1

2
d/ ˛ D sen.61ı/

Una de las aplicaciones más comunes de las derivadas es el trazado de gráficas. Para
trazar la gráfica de unafunciónf se debe tener en cuenta:
1. Propiedades desimetría o de periodicidad def .
2. Lospuntos en que seanula la primera o la segunda derivada def y los puntos en los
quef no esderivable.
3. Los intervalos en que f 0 tiene signo constante. Lo que nos informa del crecimiento
y decrecimiento de f y también de la naturaleza de los puntos singulares (máximos y
mínimos locales).
4. Los intervalos en que la derivadasegundatiene signoconstante. Lo que nos informa
de la convexidady concavidad, así como de lospuntos de inflexión.
5. Hallar las asíntotas.
Asíntota vertical. La recta x D c es una asíntota vertical de la gráfica de f si alguno
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de los límites laterales def en c es infinito.
Asíntota horizontal. La recta y D L es una asíntota horizontal de la gráfica def si f
tiene límite en C1 o en �1 igual a L.
Asíntota oblicua. Si f es unafunción racional con el grado del numerador una unidad
mayor que el grado del denominador, entonces puede escribirse de la forma

f .x/D mx C b C g.x/

donde lKım
x!C1

g.x/D 0. En tal caso la recta y D mx C b esuna asíntota oblicua de la

gráfica def .
6. Dibujar máximos, mínimos, puntos de inflexión, cortes con los ejes y cortes con las
asíntotas.

281. Dibuja las gráficas de las funciones siguientes:

a) f .x/D 3x5 � 5x3 C 2 b) f .x/D x2 C 1

x2 � 1

c) f .x/D x2 � 2x C 2

x � 1
d) f .x/D jxj2x

e) f .x/D 3
p

x2.x � 2/2 f) f .x/D x4 � 4x3 C 10

g) f .x/D x2=3

.x � 6/2=3
h) f .x/D 2x2 logjxj � 5x2; f .0/D 0

i) f .x/D x2 � x � 2

x � 3
j) f .x/D 2x2 � 3x C 5

.x C 1/.x � 2/
k) f .x/D log.2 C senx/

282.
La figura de la derecha muestra la gráfica de una
función f dos veces derivable. Estudia el signo de
la primera y la segunda derivada de f en cada uno
de los puntos indicados.
Si suponemos que un móvil se mueve alo largo de
una línea recta y que la gráfica muestra su distan-
cia al origen en el tiempo t . Indica, a la vista de la
gráficay de forma aproximada:

A

B

C

D
E

F G

a) Cuándose está alejando oacercandoal origen.
b) Cuándoestá acelerando ycuándoestá frenando.

283.

La figura de la derecha muestra
la gráficade una función y de su
derivada. Debes identificar cada
una de ellas y explicar las rela-
ciones entre ambas gráficas.
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284.

La figura de la derecha muestra
la gráfica de una función y de
sus dos primeras derivadas. De-
bes identificar cada una de ellas
y explicar las relaciones entre di-
chas gráficas.

285. Trazala gráficadeuna función f dos veces derivable en R, sabiendo que:

a) Lagráficadef pasa por los puntos .�2; 2/; .�1; 1/; .0; 0/; .1; 1/; .2; 2/.

b) f 0 espositiva en los intervalos �� 1;�2Œ y �0; 2Œ, y esnegativa en �� 2; 0Œ y �2;C1Œ.

c) f 00 es negativa en los intervalos � � 1;�1Œ y �1;C1Œ, y es positiva en el intervalo
� � 1; 1Œ.

286. a) ¿Escierto que lospuntos donde se anula laderivada segunda son puntos de inflexión?

b) ¿Qué puedes decir de los puntos de inflexión de una función polinómicade grado 2 o
3?

Justificatus respuestas.

287. ¿Escierto que lagráficade toda función polinómicadegrado par tiene tangentehorizon-
tal en algún punto? ¿Y si el grado es impar? Justificatus respuestas.

Consideraremos ahora el problema de hallar el máximo o mínimo absolutos de una
función continuaf en unintervalo cerrado Œa; b�. Para ello puede seguirse el siguiente
procedimiento:

Paso 1. Hallar todos los puntos x de Œa; b� que o bien son puntos singulares def o son
puntos en los quef noes derivable.
Paso 2. Calcular el valor de f en cada uno de los puntos obtenidos en el Paso 1 y
también en a y en b.
Paso 3. Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor de todos ello será el
máximo absoluto def en Œa; b� y el menor será el mínimo absoluto def en Œa; b�.

288. Calcula los valores máximo y mínimo de las siguientes funciones en los intervalos que
se indican:

1. f .x/D x3 � x2 � 8x C 1 en el intervalo Œ�2; 2�.

2. f .x/D x C 1

x2 C 1
en el intervalo Œ�1; 2�.

3. f .x/D 1

2
.sen2 x C cosx/C 2 senx � x en el intervalo Œ0; �=2�.

4. f .x/D 3
p

x2.5 � 2x/ en el intervalo Œ�1; 2�.
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5. f .x/D �x3 C 12x C 5 en el intervalo Œ�3; 3�.

289. Para cadanúmero real t seaf .x/D�1
3
x3 C t2x. Calcula, para cadavalor de t 2 Œ�1; 1�,

el mínimo valor def .x/ en el intervalo Œ0; 1�.

Cuando unafunción noestá definida en unintervalo cerrado hay que estudiar el signo
dela derivadasi queremoscalcular máximoso mínimosabsolutoscuya existencia habrá
que justificar.

290. Definamos f .x/ D 5x2 C ˛x�5, donde ˛ > 0 es una constante. Calcula el valor más
pequeño de˛ tal quef .x/> 21 para todox > 0.

291. Calcula el mínimo valor de
n
X

kD1

.x �ak/
2 donde a1; a2; � � � an son números realesdados.

292. Calcula la imagen de f W R
C ! R dada por f .x/D x

1
x .

293. Sea f W R ! R la función definidapor f .x/D e�1=x2

parax ¤ 0, y f .0/D 0. Estudia
la continuidad y derivabili dad def y calcula su imagen.

294. Dadoa ¤ 0, definamos, para x ¤ 1=a, la función:

f .x/D arctana C arctanx � arctan
a C x

1 � ax
:

Calcula la imagen def .

Acabamos esta larga relación con algunos ejercicios que me ha parecido que no enca-
jaban propiamente en ninguno de losapartados anteriores.

295. Supongamos quef esuna función derivable en a conf .a/¤ 0. Calcula el límite:

lKım
x!0

�

f .a C x/

f .a/

�
1
x

:

296. Seaf dos veces derivable en a. Calcula el límite:

lKım
h!0

f .a C h/C f .a � h/ � 2f .a/

h2
:

297. Sea f W Œa; b� ! R derivable y f 0 creciente. Prueba que la función gW�a; b� ! R dada
para todox 2�a; b� por

g.x/D f .x/ � f .a/
x � a

escreciente.

298. Seaf W Œ0; 1� ! R unafunción derivableverificando quef .0/D0 y que jf 0.x/j6jf .x/j
para todox 2 Œ0; 1�. Prueba quef .x/D 0 para todox 2 Œ0; 1�.
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299. Sea f W Œa; b� ! R continua en Œa; b� y derivable dos veces en �a; bŒ. Supongamos que
el segmento de extremos .a; f .a//; .b; f .b// corta a la gráfica de f en un punto
.c; f .c// con a < c < b:Demuestraque existe algún punto d 2�a; bŒ tal quef 00.d/D 0:

Sugerencia. Interpreta gráficamente el enunciado.

300. Justificaque existeunafuncióng WR ! R derivabley queverificaqueg.x/C eg.x/ Dx

para todox 2R. Calcula g 0.1/ y g 0.1 C e/.

301. Seaf W R ! R dada por f .x/D x3 � 3x2 C 3x C 17. Prueba quef es una biyección
y estudia la derivabili dad def �1.

302. Justificaque hay una función derivable ' W R ! R tal que para todox 2R verificaque
.'.x//5 C '.x/C x D 0.

303. Seaf una función derivable que no se anula en ningún punto. Justifica que la función
h.x/D logjf .x/j es derivable y calcula su derivada.

304. Seaf W R ! R verificando que f .x C y/ D f .x/f .y/ para todos x;y 2 R; f .0/¤ 0

y f esderivable en 0. Justificaquef esderivable en todo punto y hay un número real ˛
tal quef .x/D e˛x para todox 2R.

305. Sea f W R ! R una función dos veces derivable y tal que para todox 2R se verificala
igualdad f 00.x/C f .x/D 0. Prueba que existen números ˛; ˇ 2 R, únicos, de manera
quef .x/D ˛ senx C ˇ cosx para todox 2R.

Sugerencia. Defineh.x/D ˛ senx C ˇ cosx y considera la función

g.x/D .f .x/ � h.x//2 C .f 0.x/� h 0.x//2:

Calcula g 0.x/.

306. Prueba la llamada “fórmula deMachin” :

�

4
D 4 arctan

1

5
� arctan

1

239
:

Sugerencia. SeaA D arctan1=5; B D 4A � �=4. Calcula tanB.

Utili zala fórmula deMachin para calcular � con cinco cifras decimales exactas.

307. Seaf una función polinómicadegradon tal quef .k/.a/>0 para16k 6n y f .a/ > 0.
Justificaque si f .c/D 0, entonces c < a:

308. Sea f derivable en Œa; b� conf 0.a/D f 0.b/D 0. Prueba quehay algúnz 2�a; bŒ tal que

f 0.z/D f .z/ � f .a/
z � a

:

Sugerencia. Seag.x/D f .x/� f .a/
x � a

para a < x 6 b. Define convenientemente g.a/ y

compara g 0.b/ con
g.b/ � g.a/

b � a
.
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6.7.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 95 Dado un punto P D .a; b/ situado en el primer cuadrante del plano,
determinar el segmento conextremosen losejescoordenados y quepasapor P que tiene
longitud mínima.

Solución.

En un ejercicio como este lo primero que hay
que hacer eselegir la variable en función de la
cual vamos a calcular la longitud del segmen-
to AB. Tomando como variable ', es decir, la
medida en radianes del ángulo indicado en la
figura, la longitud del segmento AB vienedada
por

f .'/D b

sen'
C a

cos'
.0 < ' < �=2/

Debemoscalcular el mínimo absoluto def . Te-
nemos que:

P D .a; b/

a

b

A D .a C x; 0/

B D .0; b C y/

'

'

f 0.'/D �b cos'

sen2 '
C a sen'

cos2 '

Seobtiene enseguida quef 0.'/ se anula en unúnico punto '0 2�0; �=2Œ queviene dado
por la condición tg.'0/ D 3

p

b=a. Se justifica fácilmente que f tiene en '0 un mínimo
absoluto.

En efecto, como f 0 es continua y no se anula en los intervalos �0; '0Œ y �'0; �=2Œ, debe
tener signoconstante en ellos. Como lKım

x!0
f 0.'/D �1, y lKım

x!�=2
f 0.'/D C1 sesigue

que:
' 2�0; '0Œ÷f 0.'/ < 0; ' 2�'0; �=2Œ÷f 0.'/ > 0

por tanto, f esestrictamentedecreciente en �0; '0� y estrictamente creciente en Œ'0; �=2Œ,
lo que implicaquef .'0/6 f .'/ para todo'2�0; �=2Œ.
Para calcular la longitud mínimaf .'0/, basta tener en cuenta que:

1 C tg2.'0/D 1

cos2.'0/
D 1 C 3

s

�

b

a

�2

÷
a

cos.'0/
D a2=3

�

a2=3 C b2=3
�1=2

Fácilmenteseobtiene ahoraque
b

sen.'0/
D b2=3

�

a2=3 C b2=3
�1=2

con lo que la longitud

mínimabuscada viene dada por:

f .'0/D
�

a2=3 C b2=3
�3=2

Otra forma de calcular la longitud del segmento AB consiste en considerar la ecuación
general de las rectas que pasan por el punto P D .a; b/. Dicha ecuación general es de la
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formay D�.x � a/C b, donde� esun parámetro. Las intersecciones dedicha recta con
los ejes son los puntos A D .a � b=�; 0/ y B D .0;�a�C b/. Por tanto, la longitud del
segmento AB viene dada por:

g.�/D

s

�

a � b

�

�2

C .b � a�/2 .� < 0/

Otra forma de calcular la longitud del segmento AB consiste en introducir las variables
x e y tales que A D .a C x; 0/, B D .0; b C y/, como se indica en la figura. La longi-
tud del segmento AB viene dada por H.x;y/D

p

.a C x/2 C .b C y/2. Esta función,
aparentemente, depende de dos variables, pero dichas variables no son independientes,
pues los puntos A, P y B están alineados. Por semejanza de triángulos se obtiene que
x=b Da=y, por lo quey D.ab/=x. En consecuencia, la longitud del segmento AB viene
dada por: h.x/D

p

.a C x/2 C .b C .ab/=x/2 .x > 0/.

Tanto si se usa la función g como la h, debemos obtener un mínimo absoluto y, como
son raíces cuadradas, es suficiente que calculemos el mínimo absoluto de la función
radicando(las raíces respetan el orden en R

C
o ). Esdecir, las funciones g y h alcanzan su

mínimo absoluto en el mismo punto en que lo alcanzan las funciones:

G.�/D
�

a � b

�

�2

C.b�a�/2 .� < 0/I H.x/D.aCx/2C
�

b C ab

x

�2

.x > 0/

Comprueba que, de cualquier forma que lo hagas, vuelves aobtener lasolución anterior.

Comentar io. Una forma equivalente de enunciar este ejercicio es la siguiente: Calcula
la longitud de la escalera máslargaque llevada en posición horizontal puedepasar por la
esquina que forman dos corredores de anchuras respectivas a y b.

Esevidente que la longitud de la escalera tiene que ser menor o igual que la longitud de
cualquier segmento AB como el de la figura. Por tanto, la longitud de la escalera más
larga que puede pasar es igual a la longitud mínima del segmento AB. ©

Ejercicio resuelto 96 Determina el rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados,

inscrito en la elipse de ecuación
x2

a2
C y2

b2
D 1, y que tenga áreamáxima.

Solución.

Por razones de simetría, es suficiente determi-
nar el vértice del rectángulo situado en el pri-
mer cuadrante. Si lascoordenadas dedicho vér-
ticeson .x;y/, entonces el áreadel rectángulo
será igual a4xy. Como el vérticedebe estar en
la elipse, sus coordenadas x e y deberán satis-

facer la igualdad
x2

a2
C y2

b2
D 1.

.x; y/

a

b

Deducimosque y D b

s

1 � x2

a2
. Por tanto, se tratade calcular el máximo absoluto de la

función f .x/D x b

s

1 � x2

a2
, donde 0 6 x 6 a.
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Como se trata de una función positiva, para calcular el valor en que alcanzasu máximo
podemos elevarla al cuadrado. En definitiva, nuestro problema es calcular el máximo

absoluto de la función h.x/D x2

 

1 � x2

a2

!

en el intervalo Œ0; a�. Tenemosque

h 0.x/D 2x

 

1 � x2

a2

!

C x2 �2x

a2
D 2x � 4x3

a2
:

Lospuntos críticos deh son x D 0 que corresponde aun mínimo y x D ap
2

que corres-

ponde aunmáximo absoluto (justificación: la función h.x/ se anula en los extremos del
intervalo Œ0; a� y es positiva en �0; aŒ por lo que su máximo absoluto en Œ0; a� tiene que
alcanzarse en un punto del intervalo abierto �0; aŒ en el cual debe anularse su derivada.
Pero el único punto que cumple estas condiciones esa=

p
2).

El rectángulo pedido esel que tiene de vértices

�

˙ ap
2
;˙ bp

2

�

, y su áreavale 2ab. ©

Ejercicio resuelto 97 Calcula el áreamáxima de un rectángulo que tiene dos vértices sobre
una circunferencia y su base está sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.

Solución.

Sea � el radio de la circunferencia y BA

la cuerda. Pongamos A D .� cos˛; � sen˛/
que es un dato conocido. Observa que
��=2 < ˛ 6 0. Hay que calcular un punto
P D .� cosˇ; � senˇ/ por la condición de
que el rectángulo de la figura tenga máxima
área. La altura, h, del rectángulo viene dada
por h D �.senˇ � sen˛/, y la base, b, por
b D 2� cosˇ. Observa que la longitud de
la base del rectángulo no puede ser mayor
que la longitud de la cuerda BA, lo que
implica que cosˇ 6 cos˛ D cos.�˛/. Como
el cosenoesdecreciente en el intervalo Œ0; �=2�,

˛

ˇ

P

O

AB

�

deberá ser ˇ > �˛. Debemos calcular el máximo absoluto de 2�2 cosˇ.senˇ � sen˛/
donde �˛ 6 ˇ 6 �=2.Pongamos, por comodidad, ˇD x y prescindamos del factor 2�2.
Sea

f .x/D cosx.senx � sen˛/ � ˛ 6 x 6 �=2 .donde � �=2 < ˛ 6 0/

Tenemosque f 0.x/D � senx.senx � sen˛/C cos2 x D �2 sen2 x C sen˛ senx C 1.
Haciendo t D senx tenemos quef 0.x/D 0 equivale aque�2t2 C t sen˛C 1 D 0. Esta
ecuación tiene dos raíces reales que vienen dadas por

t0 D sen˛ �
p

sen2 ˛ C 8

4
; t1 D sen˛ C

p

sen2 ˛ C 8

4
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Además, como
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sen˛ ˙
p

sen2 ˛ C 8

4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

<
1 C

p
9

4
D 1

Tenemos que �1 < t0 < 0 < t1 < 1. Por tanto, la derivada f 0 se anula en dos únicos
puntos que vienen dados por:

ˇ0 D arcsen

 

sen˛ �
p

sen2 ˛ C 8

4

!

; ˇ1 D arcsen

 

sen˛ C
p

sen2 ˛ C 8

4

!

Tenemos que ��=2 < ˇ0 < 0 < ˇ1 < �=2. Como �2t2 C t sen˛ C 1 es una parábola
hacia abajo, tomavalores positivos entresus dos raíces, esdecir �2t2 C t sen˛C 1 > 0

para t0 < t < t1. Lo que implicaquef 0.x/ > 0 paraˇ0 < x < ˇ1.

Como f 0.�=2/D sen˛ � 1 < 0 yf 0 no se anula en �ˇ1; �=2�, concluimos quef 0 debe
ser negativa en dicho intervalo y, por tanto f es estrictamente decreciente en Œˇ1; �=2�.

A lavista de los resultados anteriores, debemos distinguir dos casos:

a) �˛ 6 ˇ1. En este caso, f es creciente en Œ�˛; ˇ1� y decreciente en Œˇ1; �=2�, por lo
que el máximo absoluto def en Œ�˛; �=2� se alcanza en ˇ1.

b) ˇ1 < �˛. En este caso, f es estrictamente decreciente en Œ�˛; �=2� por lo que el
máximo absoluto def en Œ�˛; �=2� se alcanza en �˛.

Finalmente, se comprueba con facili dad que la desigualdad 0 6 �˛ 6 ˇ1, equivale a
0 6 � sen˛ 6 1=

p
3, esto es, � arcsen.1=

p
3/6 ˛ 6 0.

Observa que si ˛ D 0, entonces ˇ D arcsen.
p

2=2/ D �=4, es decir, en este caso el
rectángulo es lamitad del cuadrado inscrito en la circunferencia. ©

Ejercicio resuelto 98 Encuentra un punto P de la circunferencia x2 C y2 D 1 con coorde-
nadas positivas y tal que el triángulo cuyos vértices son .0; 0/ y las intersecciones de la
tangente ala circunferencia en P con los ejes coordenados tenga áreamínima.

Solución.

Sean .s; t/ las coordenadas de P . La ecuación de la rec-
ta tangente a la circunferencia x2 C y2 D 1 en P es
xs C yt D 1, cuyos cortes con los ejes son los puntos
A D .0; 1=t/, B D .1=s; 0/. Por tanto el áreadel triángu-
lo AOB es igual a

1

2

1

s t
D 1

2

1

s
p

1 � s2

P D .s; t/

s

t

O

Para calcular su valor mínimo, como se trata de una función positiva, podemos elevarla
al cuadrado para simplificar los cálculos. En definitiva, nuestro problema se reduce a

calcular el mínimo de la función f .s/D 1

s2.1 � s2/
en el intervalo �0; 1Œ.

Derivando tenemos f 0.s/ D 2
2s2 � 1

s3.1 � s2/2
. Por tanto el único cero de la derivada en el

intervalo �0; 1Œ es s D 1=
p

2. Como para 0 < s < 1=
p

2 se tiene que f 0.s/ < 0, y
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para 1=
p

2 < s < 1 es f 0.s/ > 0, deducimos que en el punto 1=
p

2 hay un mínimo
absoluto def . El punto P D.1=

p
2; 1=

p
2/ es, por tanto, el queproporciona el triángulo

demínima área. ©

Ejercicio resuelto 99 Se quiere construir una caja sin tapa con una lámina metálica rectan-
gular cortando cuadrados iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes.
Halla lasdimensiones de la cajademayor volumen quepuede construirse de tal modosi
los lados de la lámina rectangular miden: a) 10cm. y 10cm. b) 12cm. y 18cm.

Solución.

Sean a y b las longitudes de los lados de la lámina
y x la longitud del lado del cuadrado quese cortará
en cada esquina. Supongamosquea6b. El volumen
de la caja resultante es f .x/D .a � 2x/.b � 2x/x.
Se trata de calcular el máximo absoluto de la fun-
ción f en el intervalo Œ0; a=2�. Derivando resulta
f 0.x/D 12x2 � 4.a C b/x C ab. Los ceros de la
derivada son

a � 2x

b � 2x

x

˛ D 1

6

�

a C b �
p

a2 C b2 � ab
�

; ˇ D 1

6

�

a C b C
p

a2 C b2 � ab
�

Fíjate que:

a2 C b2 � ab > a2 C b2 � 2ab D .b � a/2 > 0 ÷
p

a2 C b2 � ab > b � a:

Deducimos que las raíces def 0 son reales. Veamos si dichas raíces están en el intervalo
Œ0; a=2�. Tenemos que:

˛ D 1

6

�

a C b �
p

a2 C b2 � ab
�

<
1

6
.a C b � .b � a//D a

3

También:

a2Cb2�ab < a2Cb2C2abD.aCb/2 ÷
p

a2 C b2 � ab < aCb ÷ ˛ > 0:

Por tanto 0 < ˛ < a=3 y ˛ 2�0; a=2Œ. Comprobemos queˇ > a=2.

1

6

�

a C b C
p

a2 C b2 � ab
�

>
a

2
”

p

a2 C b2 � ab > 2a � b

Si 2a�b60, estádesigualdad estrivialmente cierta. Supongamosque2a�b > 0. En tal
caso, elevandoal cuadrado ambos lados, ladesigualdad anterior equivale alasiguiente:

a2 C b2 � ab > 4a2 � 4ab C b2 ” 3a.b � a/> 0

Lo cual escierto porque seha supuesto que a 6 b, luegoˇ 62�0; a=2Œ.
Por el teorema de Weierstrass, sabemos que f alcanza un máximo absoluto en algún
punto x0 2 Œ0; a=2�. Como f .0/D f .a=2/D 0 y f .x/ > 0 para 0 < x < a=2, debe ser
x0 2�0; �=2Œ. En consecuencia, x0 también es un extremo relativo de f en Œ0; �=2� por
lo que laderivada def debe anularse en x0. Pero el único punto del intervalo Œ0; a=2� en
el que se anula la derivada def es˛. Concluimos así que x0 D ˛.
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Con unos sencill os cálculos seobtiene

f .˛/D 1

54
.�2a3 C 3a2b C 3ab2 � 2b3 C 2.a2 � ab C b2/3=2/

Comentar io. Otra forma de razonar este ejercicio, algo más indirecta pero con la que te
ahorras trabajo, escomo sigue.

Como f .0/ D f .a=2/ D 0, podemos aplicar el teorema de Rolle, para obtener que la
derivada def tieneque anularse en algún punto de �0; a=2Œ. Además, f tiene que alcan-
zar en un punto x0 de Œ0; a=2� unmáximo absoluto y como, evidentemente, x0 2�0; a=2Œ,
deducimosquef 0 debe anularse en x0. Luego o bien esx0 D˛ o esx0 Dˇ. El criterio de
laderivada segunda nospermite sali r dedudas. Tenemosquef 00.x/D �4.a C b � 6x/.
Conello,

f 00.˛/D �4.a C b � 6˛/D �4
p

a2 C b2 � ab; f 00.ˇ/D �4.a C b � 6ˇ/D 4
p

a2 C b2 � ab

Por tanto, f 00.˛/ < 0 y f 00.ˇ/ > 0. Deducimos así que el punto ˛ está en el intervalo
�0; a=2Œ y en él la funciónf alcanzasu máximo absoluto en Œ0; a=2�.

Alternativamente, puedes estudiar el signo de la primera derivada. Escribiendof 0.x/D
12.x �˛/.x �ˇ/, sesiguequef 0.x/ < 0 si x 2�˛; ˇŒ y f 0.x/ > 0 si x < ˛ o si x > ˇ.
Deducimosquef escreciente en el intervalo �� 1; ˛�, decreciente en el intervalo Œ˛; ˇ�
y creciente en Œˇ;C1Œ. Luego en ˛ hay un máximo relativo. Ahora hay que justificar
que ˛ está en Œ0; a=2� y que es el punto donde f alcanza su máximo absoluto en dicho
intervalo. ©

Ejercicio resuelto 100 Calcular las dimensiones (radio y altura) de una lata cilíndricade un
lit ro de capacidad cuya superficie total seamínima.

Solución. Sea r el radio y h la altura medidos en decímetros. Como el volumen es

1 dcm3, tenemos que �r2h D 1, de donde h D 1

�r2
. La superficie total de la lata es

f .r/D2�r2 C2�rhD2�r2 C 2

r
. Setrata, por tanto, de calcular el máximo absoluto de

f .r/ cuandor > 0. Derivando, f 0.r/D 4�r � 2

r2
D 2

2�r3 � 1

r2
. Deducimosque lade-

rivada tiene un único cero real ˛ D 1
3
p

2�
. Como para 0 < r < ˛ esf 0.r/ < 0, sesigue

quef esdecreciente en el intervalo �0; ˛�; y como para˛ < r esf 0.r/ > 0, sesigueque
f es creciente en el intervalo Œ˛;C1Œ. En consecuencia f .˛/ 6 f .r/ para todo r > 0.

Así, lasdimensionesdela lata conmínimasuperficie lateral sonr D 1
3
p

2�
Ñ 0; 542dcm,

y h Ñ 1; 1dcm. ©

Ejercicio resuelto 101 Hallar el volumen del cili ndro circular recto más grande que puede
inscribirse en una esfera de radio (a > 0).

Solución.
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La relación entre el radio de la esfera a, el radio
de la base del cili ndro, r , y la altura del cili ndro,
h, viene dada, como se deduce de la figura, por

a2 D r2 C h2

4
. El volumen del cili ndro viene dado

por �r2h D �
4a2 � h2

4
h. El problema se reduce a

calcular el máximo absoluto def .h/D4a2h�h3 en
el intervalo Œ0; 2a�. Tenemosquef 0.h/D4a2 �3h2.
Como la función f es positiva en �0; 2aŒ y se anula
en los extremos del intervalo, deducimos, por un
razonamiento ya varias veces repetido, que el único
cero que tiene la derivada en el intervalo �0; 2aŒ,

O

a

r

h
2

esdecir, el punto, ˛ D 2a=
p

3, corresponde aun máximo absoluto def en Œ0; 2a�. ©

Ejercicio resuelto 102 Hallar el volumen del conocircular recto másgrande que puede ins-
cribirse en una esfera de radio (a > 0).

Solución.

Sean r y h el radio y la alturadel cono. Tenemosque

.h � a/2 C r2 D a2

esdecir, r2 Da2 � .h�a/2. El volumen del cili ndro

viene dado por
1

3
�r2h D 1

3
�.a2 � .h � a/2/h. El

problema se reduce a calcular el máximo absoluto
de

f .h/D 1

3
�.a2 � .h � a/2/h D �

3
h2.2a � h/

O

a

r

h � a

en el intervalo Œ0; 2a�. Tenemos que f 0.h/ D �

3
.4a � 3h/h. De donde se deduce ense-

guida que el cili ndro de mayor volumen que puede inscribirse en la esfera dada es el de

altura h D 4a=3 y radio r D 8a2

9
; y su volumen es igual a

32a3�

81
. ©

Ejercicio resuelto 103 Hallar el volumen del cili ndro circular recto más grande que puede
inscribirse en unconocircular recto de altura H y radio R conocidos.

Solución.
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Sean r y h el radio y la altura del cili ndro. Por ser
los triángulos OAB y DCB semejantes, tenemos que
r

R
D H � h

H
, de donde, h D H.1 � r=R/. El volumen

del cili ndro viene dado por �r2h D �Hr2
�

1 � r

R

�

.

El problema se reduce a calcular el máximo absoluto de

f .r/ D �Hr2
�

1 � r

R

�

en el intervalo Œ0;R�. Tenemos

quef 0.r/D H�r.2R � 3r/

R
. Dedondesededuce ense-

guida que el cili ndro de mayor volumen que puede ins-
cribirse en el cono dado esel de radio r D 2R=3 y altura

h D H=3; y su volumen es igual a
4�R2H

27
. ©

O

h

H �h

R
A

B

r C
D

Ejercicio resuelto 104 La resistencia de una viga de madera de sección rectangular es pro-
porcional a su anchura y al cuadrado de su altura. Calcular las dimensiones de la viga
más resistente que puede cortarse de un tronco de madera de radio R.

Solución.

Sean x e y las coordenadas del vérticesuperior derecho
de la viga. Será x2 C y2 D R2. Nos dicen que la resis-
tencia de la viga viene dada por una función de la forma
kxy2 donde k esuna constante. El problema consiste en
calcular el máximo absoluto def .x/D kx.R2 � x2/ en
el intervalo Œ0;R�. Tenemos que f 0.x/D k.R2 � 3x2/.
Dedondesededuce enseguida que lavigamásresistente

seobtiene para x D R=
p

3, e y D
r

2

3
R. ©

.x; y/

R

Ejercicio resuelto 105 Calcula ladistanciamínimadel punto .6; 3/ alaparábolade ecuación
y D x2.

Solución.

Ladistancia del punto .6; 3/ aun punto de laparábola .x;x2/ viene dada por

q

.x � 6/2 C .x2 � 3/2:

Como se trata de una función positiva, calcularemos el punto donde el cuadrado de la
distancia alcanzasu mínimo absoluto. Sea

f .x/D .x � 6/2 C .x2 � 3/2 D 45 � 12x � 5x2 C x4:

Se trata de calcular el mínimo absoluto de f cuando x 2 R. Observa que, en general,
una función continua en R no tiene por qué alcanzar un mínimo absoluto, pero f esuna
función polinómica de grado par con coeficiente líder positivo, por lo que la existencia
deun valor mínimo absoluto def en R estágarantizada de antemano, aunque no vamos
ausar este resultado.
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Tenemosque f 0.x/D �12� 10x C 4x3 D 2.x � 2/.3C 4x C 2x2/, que tieneunaúnica
raíz real x D 2. Como para x < 2 se tiene que f 0.x/ < 0 y para x > 2 es f 0.x/ > 0,
deducimos que en el punto x D 2 la función f alcanza un mínimo absoluto en R. Por
tanto, el punto de laparábolay D x2 cuyadistancia al punto .6; 3/ esmínima esel punto
.2; 4/. ©

Ejercicio resuelto 106 Una empresa tiene 100 casas para alquilar. Cuando la renta es de
80e al mes, todas las casas están ocupadas. Por cada 4e de incremento de la renta una
casa queda deshabitada. Cada casa alquilada supone ala empresa un coste de 8e para
reparaciones diversas. ¿Cuál es la renta mensual que permite obtener mayor beneficio?

Solución.

Todolo que hay que hacer es calcular la función de beneficio. Sea80 C x el precio del
alquiler expresado en euros. Como es evidente que no interesa bajar la renta de 80e, se
considera que x > 0. El beneficio mensual viene dado por

f .x/D
�

100 � x

4

�

.80 C x � 8/D 7200 C 82x � x2

4

Tenemos que f 0.x/D 82 � x

2
. Deducimos fácilmente que para x D 164 obtenemos al

máximo beneficio. Es decir, cobrando unalquiler de 244e, lo que supone alquilar un

total de 100 � 164

4
D 59 casas y dejar sin alquilar 41, la empresa obtiene el máximo

beneficio f .164/D 13.924e (así es la economía capitalista: : :). ©

Ejercicio resuelto 107 Seproyecta un jardín en forma desector circular de radio r y ángulo
central # . El áreadel jardín ha de ser A fija. ¿Qué valores de r y # hacen mínimo el
perímetro del jardín?

Solución.

El áreadeunsector circular de amplitud# medida en radianes

y radio r es igual a
#

2
r2, y su longitud viene dada por # r .

El perímetro del jardín es igual a # r C 2r . Como debe ser
#

2
r2 DA, esdecir, #D 2A

r2
, la funcióncuyomínimo absoluto

debemos obtener es f .r/ D 2A

r
C 2r , donde r > 0. Como

f 0.r/D �2A

r2
C 2 D 2

r2 � A

r2
, se deduce fácilmente que en

r D
p

A f alcanzaunmínimo absoluto. El valor mínimo del
perímetro es igual a4

p
A. ©

#

r

Ejercicio resuelto 108 Se corta un alambre de longitud L formando uncírculo con uno de
los trozos y uncuadrado conel otro. Calcular por dónde sedebe cortar para que lasuma
de las áreas de las dos figuras seamáximao seamínima.

Solución.

Supongamos que partimos el alambre en dos trozos de longitud x y L � x. Conel trozo
de longitud x formamos un cuadrado cuya áreaserá x2=16, con el otro trozo formamos

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios resueltos 270

uncírculo cuyo radio, r , vendrádado por 2�r D L � x, y su areaserá�r2 D .L � x/2

4�
.

El problema consiste en calcular los puntos donde la función f .x/ D x2

16
C .L � x/2

4�
alcanzasu máximo y su mínimo absolutos en el intervalo Œ0;L�. Tenemos que

f 0.x/D �4L C .4 C �/x

8�
:

Deducimos, estudiandoel signo deladerivada, que en el punto xD 4L

4 C �
hay unmínimo

absoluto.

Como laderivada tieneun único cero en �0;LŒ, deducimos que el máximo absoluto def
en Œ0;L� tieneque alcanzarse en uno de losextremosy, como f .L/D 0, concluimos que

el valor máximo def se alcanzapara x D 0 y valef .0/D L2

4�
. ©

Ejercicio resuelto 109 Dados dos puntos A y B situados en el primer cuadrante del plano,
calcula cuál es el camino más corto para ir de A a B pasando por un punto del eje de
abscisas.

Solución.

Podemos situar los puntos A y B de forma que
A D .0; r/ y B D .s; t/ con r; s; t positivos.
La longitud del camino APB viene dada por
f .x/ D

p

x2 C r2 C
p

.s � x/2 C t2. Debe-
mos calcular el mínimo absoluto def .x/ en el
intervalo Œ0; s�. Tenemos que

f 0.x/D x � s
p

t2 C .s � x/2
C x
p

r2 C x2

Resolviendof 0.x/D 0 obtenemos la solución

˛ D rs

r C t
. (Si haces los cálculos encontrarás

que
rs

r � t
es también unaposible solución, pe-

ro f 0
� rs

r � t

�

¤ 0).

A D .0; r/

B D .s; t/

P D .x; 0/

C D .0; �r/

D

Es inmediato que ˛ está en el intervalo Œ0; s�. Por tanto, los valores candidatos para ser
mínimo absoluto de f en Œ0; s� sonf .0/, f .s/ y f .˛/. Como f 0.0/ < 0 y f 0 es conti-
nua, sesigue quef 0.x/ < 0 en unintervalo abierto que contiene a0. En dicho intervalo
abierto la función f es decreciente, por lo que f .0/ no puede ser el valor mínimo de f
en Œ0; s�. Análogamente, como f 0.s/ > 0 y f 0 es continua, se sigue que f 0.x/ > 0 en
unintervalo abierto que contiene as, por lo quef .s/ tampoco puedeser el valor mínimo
def en Œ0; s�. Por exclusión, concluimosquef .˛/D

p

s2 C .r C t/2 esel valor mínimo
def en Œ0; s�.

Comentar io. No es del todo inmediato comparar directamente los valores f .0/, f .s/
y f .˛/ para ver cuál de ellos es el menor. Para salvar esta dificultad lo más cómodo es
razonar como lo hemos hecho.
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Alternativamente, puedes calcular la derivada segunda

f 00.x/D t2

�

t2 C .s � x/2
�3=2

C r2

�

r2 C x2
�3=2

Como f 00.x/ > 0, se sigue que f 0 es estrictamente creciente. Luego si x < ˛ es
f 0.x/ < 0, y si ˛ < x es f 0.x/ > 0; de donde se deduce que f tiene un mínimo
absoluto en ˛.

En la figura sugiero una elegante y sencill a solución geométricadel problema. El punto
D esel queproporciona el caminomáscorto ADCDB. Cualquier otro caminoAPCPB

esmás largo porque un lado de un triángulo CB D CD C DB D AD C DB es siempre
máspequeño que lasuma de los otros dos CP C PB D AP C PB. ©

Ejercicio resuelto 110 Sedesea construir unaventana con formaderectángulo coronado de
un semicírculo de diámetro igual a la base del rectángulo. Pondremos cristal blanco en
la parte rectangular y cristal de color en el semicírculo. Sabiendo que el cristal colo-
reado deja pasar la mitad de luz (por unidad de superficie) que el blanco, calcular las
dimensiones de la ventana para conseguir la máxima luminosidad si se ha de mantener
un perímetro constante dado.

Solución.

Seax la longitud de la base de la ventana y h su altura. El perímetro es igual a una

cantidad dada, A; es decir, 2x C h C �
x

2
D A. La luminosidad viene dada por

f .x/D 2xh C �
x2

8
D x.A � x � � x

2
/C �

x2

8
D A x � 1

8
.8 C 3�/x2

Laderivadaf 0.x/DA�1

4
.8C3�/x se anula en

4A

8 C 3�
y, comof 00.x/D�1

4
.8C3�/ <

0, concluimos quef alcanzaunmáximo absoluto en el punto
4A

8 C 3�
. Lasdimensiones

de la ventana con mayor luminosidad son por tanto x D 4A

8 C 3�
, h D A.4 C 4�/

16 C 6�
. ©

Ejercicio resuelto 111 Sedesea confeccionar una tienda de campaña cónicade un volumen
determinado. Calcular sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria seamíni-
ma.

Solución.

Para hacer la tienda nece-
sitamos cortar un sector
circular de lona como se
indica en la figura. Sea
# la medida en radianes
del ángulo central del
sector y x la medida del
radio. La cantidad de

#

x

O

h

x

r
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lona que necesitamos es igual al áreadel sector y viene dada por
#

2
x2 (si el volumen se

expresa en m3, las demás medidas se expresarán en metros). Sear el radio de la base
de la tienda y h su altura. Nos dicen que el volumen de la tienda debe ser igual a una

cantidad prefijada, V , esdecir, V D 1

3
�r2h.

Nuestro problema es calcular el mínimo absoluto de
#

2
x2 sabiendo que la cantidad

V D 1

3
�r2h es conocida. Veamos que esta condición nos permite expresar x en fun-

ción de# .

Observaquelalongitud de labasedelatienda, 2�r , debeser igual a la longitud, # x, del

arco circular que abarca el sector: # x D 2�r , de donde, r D # x

2�
. Además, es evidente

que x2 D h2 C r2, y deducimos que

h2 D x2 � r2 D x2 � #2x2

4�2
D x2

 

1 � #2

4�2

!

÷h D x
p

4�2 � #2

2�

Por tanto

V D 1

3
�r2h D 1

3
�
#2x2

4�2

x
p

4�2 � #2

2�
D x3#2

p
4�2 � #2

24�2

Despejandox, obtenemos que x D 2.3�2V /1=3

#2=3.4�2 � #2/1=6
. La función de la que tenemos

que calcular su mínimo absoluto es

f .#/D #

2
x2 D .9�4V 2/1=3

�

4�2# � #3
�1=3

.0 < # < 2�/

Tenemos quef 0.#/D .9�4V 2/1=3 3#2 � 4�2

3
�

4�2# � #3
�4=3

, que tiene un único cero positivo

#D 2�p
3

que corresponde, como sejustificafácilmente estudiandoel signo deladerivada,

aunmínimo absoluto def . El correspondiente valor del radio del sector es xD 6

s

35V 2

2�2

y el área, 3
6

s

3�2V 4

4
.

Para un volumen V D 5 m3, la cantidad de lona necesaria es Ñ 12;25 m2; el radio del
sector x Ñ 2; 6m, la altura de la tienda h Ñ 2; 12m y el radio de la tienda r Ñ 1; 5m. ©

Ejercicio resuelto 112 Se desea construir un silo, con un volumen V determinado, que ten-
ga la forma de un cili ndro rematado por una semiesfera. El costo de construcción (por
unidad de superficie) es doble para la semiesfera que para el cili ndro (la base es gratis).
Calcúlense las dimensiones óptimas para minimizar el costo de construcción.

Solución.
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Sear el radio de la base y h la altura del cili ndro. Nos dicen que el volumen del silo,

�r2h C 2

3
�r3, es un valor conocido, V , que podemos suponer expresado en m3. Si el

coste de construcción de 1m2 de superficie del cili ndro es ˛ euros, la función de coste

vienedadapor ˛.2�rh/C 2˛.2�r2/. De la condición V D�r2h C 2

3
�r3, sesigueque

h D �2r

3
C V

�r2
. Sustituyendoeste valor en la función de coste, resulta que la función

que debemos minimizar es

f .r/D 8

3
�r2˛ C 2V ˛

r
.r > 0/

Tenemos f 0.r/ D 2˛.8�r3 � 3V /

3r2
que se anula para r D 1

2

3

r

3V

�
en donde, como

se comprueba fácilmente estudiandoel signo def 0.r/, la función f alcanzaun mínimo

absoluto. La altura correspondiente eshD 3

r

3V

�
. Paraun volumen V D100 m3, tenemos

r Ñ 2; 3 m y h Ñ 4; 6 m. ©

Ejercicio resuelto 113 Demuestra que de todos los triángulos isósceles que se pueden cir-
cunscribir a una circunferencia de radio r , el de áreamínima es el equilátero de altura
3r .

Solución.

Sea ˛ la medida en radianes de los ángulos
† CABD† ABC . El triángulo 4ONC esrec-
tángulo y †CON D † ABC por ser ángulos
con lados perpendiculares. Obtenemos así que

cos.˛/ D r

OC
, esto es, OC D r

cos˛
. Consi-

derando el triángulo rectángulo 4OMB, ob-

tenemos tg.˛=2/ D OM

MB
D r

MB
, de donde

MB D r cotg.˛=2/. El áreadel triángulo vie-
ne dada por MB.OC C r/ y, sustituyendo los
valores anteriores, resulta la función

f .˛/Dr2 cotg.˛=2/
1 C cos˛

cos˛
.0 < ˛ < �=2/

O

BA

C

M

N
r

˛

Como

f 0.˛/D r2 .1 � 2 cos˛/ cos2.˛=2/

cos2.˛/ sen2.˛=2/

deducimos que laderivada tieneun único cero queseobtiene cuando1 � 2 cos˛ D 0, lo
que implicaque˛ D �=3. Se comprueba fácilmente, estudiandoel signo de la derivada,
quedicho valor corresponde aunmínimo absoluto del área. Por tanto, de todos los trián-
gulos isósceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r , el de área

mínima es el equilátero; su altura es igual a OC C r D r

cos˛
C r D 2r C r D 3r y su

áreavale 3r2
p

3. ©
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Ejercicio resuelto 114 Con una cuerda de longitud L, con un nudocorredizo en uno de sus
extremos, rodeamosuna columna circular deradio R haciendo pasar el otro extremo por
el nudo. Calcula lamáxima distancia posible del extremo libre al centro de la columna.

Solución.

Para hacer este ejercicio debes tener en cuenta
que en los puntos donde la cuerda se separa
de la columna lo hace en la dirección de la
tangente ala circunferencia. En lafigurasehan
representado los radios OC y OB que unen el
centro de la circunferencia con los puntos de
tangencia. Lo que nos piden es calcular la lon-
gitud máxima del segmento OP conociendo la

O

C

B

A
P

R
#

longitud de la cuerda y el radio de la columna. Tenemos que OP D OA C AP , como el

triángulo 4OCA es rectángulo, se verificaque OA D R

sen#
, donde # es la medida en

radianes del ángulo †OAC .

La longitud del arco de circunferencia desde C hasta B en sentido contrario a las agujas

del reloj, es igual a R.� C 2#/; además severificaque tg# D OC

AC
D R

AC
. Deducimos

así que

AP D L � 2AC � CB
_D L � 2R

cos#

sen#
� R.� C 2#/

Por tanto

f .#/D R

sen#
C L � 2R

cos#

sen#
� R.� C 2#/ 0 < # 6 �=2

es la función que nos da la longitud del segmento OP . Calculandosu derivada y simpli -
ficandoresulta

f 0.#/D R
cos#.2 cos# � 1/

sen2 #
:

Laderivadase anulasolamente cuando2 cos#�1D0, esdecir, #D�=3. Se comprueba
fácilmente, por ejemplo estudiando el signo de f 0.#/, que dicho valor corresponde a
un máximo absoluto def en �0; �=2�. La longitud máxima del segmento OP es igual a

f .�=3/D L � 5�R

3
.

Comentar io. Es claro que la longitud de la cuerda debe ser suficiente para rodear la
columna, es decir, L > 2�R. Pero observa que si L D 2�R no podemos separarnos de
la columna. Para que el ejercicio tengasentido es necesario que podamos alejarnos más
o menos de la columna, dependiendo de la posición del nudocorredizo, y para eso es
preciso que L > 2�R.

Fíjate también en que lKım
#!0
# > 0

f .#/D �1, por lo quef .#/ tomavalores negativos cuando

# es suficientemente pequeño. Esto nos diceque la funciónf .#/ no siempre representa

la longitud del segmento OP . De hecho, como sen# D R

OA
y OA 6 L C R, se sigue
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que sen# >
R

L C R
, lo que implica que # > #0 donde #0 D arcsen

�

R

L C R

�

. Estas

consideraciones no afectan a la solución obtenida porque hemos calculado el máximo
absoluto def en todoel intervalo �0; �=2�, salvo por un detalle: debemosasegurarnos de
que es posible separar el nudo de la columna hasta que # 6 �=3. Para eso es suficiente
que la longitud de la cuerdasea mayor o igual queR.�C 2�=3/C 2R=

p
3 (la longitud

del arco CB
_

más dos veces la longitud del segmento AC correspondientes a# D �=3).

Observa que R.� C 2�=3/C 2R=
p

3 D 2
p

3R C 5�R

3
> 2�R. ©

Ejercicio resuelto 115 El principio de Fermat afirma que la luz viaja de un punto A a otro
punto B siguiendo la trayectoria en la que se invierte el menor tiempo posible. Supon-
gamos que el eje de abscisas, y D 0, separa dos medios en los que la luz viaja adistinta
velocidad (por ejemplo, airey agua). Seac lavelocidad delaluz en el semiplanosuperior
y > 0 y sea 3

4
c la velocidad en el semiplano inferior y < 0. Calcula el punto del eje de

abscisas por el que pasará el rayo que viaje desde el punto A D .�4; 3/ al B D .3;�4/.

Solución.

Setratade calcular P D .x; 0/ por la condición
de que el tiempo total invertido por el rayo de
luz para recorrer el camino APB seamínimo.
Seat1 el tiempo que tarda la luz en recorrer el
segmento AP y t2 el tiempo que tarda la luz en
recorrer el segmento PB. Tenemos que:

longitud.AP /D
q

.x C 4/2 C 9 D c t1

longitud.PB/D
q

.x � 3/2 C 16 D 3

4
c t2

A D .�4; 3/

B D .3; �4/

O

P D .x; 0/

La función cuyo mínimo debemos calcular es

f .x/D t1 C t2 D
p

.x C 4/2 C 9

c
C 4

p

.x � 3/2 C 16

3c

Cuyaderivada es

f 0.x/D 1

3c

3.x C 4/
p

.x C 4/2 C 9
C 1

3c

4.x � 3/
p

.x � 3/2 C 16

Esclaro quexD0 esuncero deladerivada. Veamos si corresponde aunmínimo absoluto
def .x/. Calculandola derivada segunda y simplificando obtenemos que

f 00.x/D 1

3c

27
p

..x C 4/2 C 9/3
C 1

3c

64
p

..x � 3/2 C 16/3

Resulta así que f 00.x/ > 0 para todo x por lo que la derivada f 0 es estrictamente
creciente y, al ser f 0.0/ D 0, se sigue que f 0.x/ < 0 para x < 0 y f 0.x/ > 0 para
x > 0, luegof esdecreciente en �� 1; 0� y creciente en Œ0;C1Œ y, en consecuencia, f
tiene un mínimo absoluto en x D 0. ©
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Ejercicio resuelto 116 Calcula la posición del punto P D .x; 0/ en la figura de la derecha,
donde A D .0; 1/ y B D .2 C

p
3; 2/, para que el ángulo � seamáximo. ¿Cuál es dicho

valor máximo de�?Justifica con detalle lo que haces.

Solución.

Tenemos que � D � � �1 � �2, es decir
�D.�

2
��1/C.�

2
��2/Dˇ1 Cˇ2 y deducimos

fácilmente que

�.x/D arctgx C arctg

 

2 C
p

3 � x

2

!

Derivando, tenemos

� 0.x/D 1

1 C x2
C �1=2

1 C
 

2 C
p

3 � x

2

!2

A D .1; 0/

B D .2 C
p

3; 2/

P D .x; 0/

�
ˇ1

ˇ2

�1 �2

Simplificandoresulta

� 0.x/D 9 C 4
p

3 � .4 C 2
p

3/x � x2

.1 C x2/.4 C .2 C
p

3 � x/2/

Loscerosde laderivada son las raícesde x2 C .4 C 2
p

3/x � 4
p

3 � 9 D 0, quevienen
dadas por

˛D
�4 � 2

p
3 C

q

.4 C 2
p

3/2 C 4.4
p

3 C 9/

2
; ˇD

�4 � 2
p

3 �
q

.4 C 2
p

3/2 C 4.4
p

3 C 9/

2

Como .4 C 2
p

3/2 C 4.4
p

3 C 9/ D 32.2 �
p

3/ D 16.4 C 2
p

3/ D 16.
p

3 C 1/2.
Naturalmente, como 0 6 x 6 2 C

p
3, y ˇ < 0 se sigue que

˛ D
�4 � 2

p
3 C

q

16.
p

3 C 1/2

2
D

p
3

esel único cero de laderivada en el intervalo Œ0; 2 C
p

3�.

Estudiemos ahora el signo de laderivada. Como el denominador de � 0.x/ espositivo, el
signo de � 0.x/ es igual al de 9 C 4

p
3 � .4 C 2

p
3/x � x2. Pero

9 C 4
p

3 � .4 C 2
p

3/x � x2 D �.x � ˛/.x � ˇ/

que es positivo cuando ˇ < x < ˛ y negativo si x < ˇ o ˛ < x. Deducimos que
� 0.x/ > 0 si 0 6 x <

p
3 y � 0.x/ < 0 si

p
3 < x 6 2 C

p
3. Por tanto, la función � es

creciente en Œ0;
p

3� y decreciente en Œ
p

3; 2 C
p

3�. Concluimos que en
p

3 la función �
alcanzaunmáximo absoluto en Œ0; 2 C

p
3�. El valor máximo es�.

p
3/D arctg.

p
3/C

arctg.1/D �=3 C �=4 D 7�=12. ©
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Ejercicio resuelto 116 Calcula el límite en el punto a que en cada caso se indica de las
siguientes funciones:

f .x/D .senx C cosx/1=x; a D 0I f .x/D .1 C tgx/1=x2

; a D 0

f .x/D .cot x/sen x; a D 0; �=2I f .x/D
 

cos2x C x2

2

!1=x2

; a D 0

f .x/D .1 C senx/cotgx; a D 0; �=2I f .x/D log.senx/

.� � 2x/2
; a D �=2

f .x/D x � arctgx

sen3x
; a D 0I f .x/D .tgx/.arctgx/ � x2

x6
; a D 0

f .x/D ex � cos
p

2 x � x

tg2x
; a D 0I f .x/D

�senx

x

�1=.1�cosx/

; a D 0

Solución.

� El límite lKım
x!0

.senx C cosx/1=x esdelaforma lKım
x!a

f .x/g.x/ cuando lKım
x!a

f .x/D1

y lKım
x!a

jg.x/jDC1. Setrata, por tanto, deunaindeterminación del tipo11. Estoslímites

suelen poderse calcular haciendo uso del criterio de equivalencia logarítmica (teorema
6.11) que, en las condiciones anteriores paraf y g, nos diceque:

lKım
x!a

f .x/g.x/ D eL ” lKım
x!a

g.x/.f .x/� 1/D L

lKım
x!a

f .x/g.x/ D 0 ” lKım
x!a

g.x/.f .x/� 1/D �1
lKım

x!a
f .x/g.x/ D C1 ” lKım

x!a
g.x/.f .x/� 1/D C1

En nuestro caso:

lKım
x!0

1

x
.senx C cosx � 1/D lKım

x!0

senx C cosx � 1

x
D lKım

x!0

senx

x
C lKım

x!0

cosx � 1

x
D1:

Donde hemos usado que

lKım
x!0

senx

x
D lKım

x!0

senx � sen0

x � 0
D cos0 D 1

lKım
x!0

cosx � 1

x
D lKım

x!0

cosx � cos0

x � 0
D sen0 D 0

sin más que recordar la definición de derivada de una función en un punto. Concluimos
así que

lKım
x!0

.senx C cosx/1=x D e

� El límite lKım
x!0

.1 C tgx/1=x2

es del mismo tipo anterior. Ahora, el límite

lKım
x!0

tgx

x2
D lKım

x!0

senx

x

1

x cosx

noexiste, pues

lKım
x!0
x > 0

1

x cosx
D C1; lKım

x!0
x < 0

1

x cosx
D �1:
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Luego lKım
x!0
x > 0

.1 C tgx/1=x2 D C1 y lKım
x!0
x < 0

.1 C tgx/1=x2 D 0.

� El límite lKım
x!0

 

cos2 x C x2

2

!1=x2

es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos

ahora que:

lKım
x!0

cos2 x C x2=2 � 1

x2
D lKım

x!0

� sen2 x C x2=2

x2
D � lKım

x!0

�senx

x

�2
C 1

2
D �1

2

Luego, lKım
x!0

 

cos2 x C x2

2

!1=x2

D 1p
e

.

� El límite lKım
x!0

�senx

x

�1=.1�cosx/

es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos

ahora que

lKım
x!0

�senx

x
� 1

� 1

1 � cosx
D lKım

x!0

senx � x

x.1 � cosx/

Este último límite no tiene dificultad y puede hacerse por L’Hôpital. Pero es más fácil
usar los límites “bien conocidos” :

senx � x

x.1 � cosx/
D senx � x

x3

x2

1 � cosx
:

Deducimos que lKım
x!0

senx � x

x.1 � cosx/
D�1

3
. Luego lKım

x!0

�senx

x

�1=.1�cosx/

D 1
3
p

e
.

� El límite lKım
x!0

ex � cos
p

2 x � x

tg2x
es una indeterminación del tipo

0

0
y puede ha-

cerse por L’Hôpital, pero antes es conveniente sustituir tgx por x pues son funciones
asintóticamente equivalentes para x ! 0. Escribiendo:

ex � cos
p

2 x � x

tg2x
D x2

tg2x

ex � cos
p

2 x � x

x2

y teniendo en cuenta que lKım
x!0

�

x

tgx

�2

D 1, basta calcular lKım
x!0

ex � cos
p

2 x � x

x2
lo

que puedes hacer por L’Hôpital muy fácilmente.

� El límite lKım
x!�=2

log.senx/

.� � 2x/2
es también una indeterminación del tipo

0

0
y, en prin-

cipio, puede hacerse por L’Hôpital. Hazlo tú aplicando L’Hôpital. Yo voy a reducirlo a
límites “bien conocidos” .

Lo primero quevoy ahacer esconvertir el límiteparax ! �=2 en unlímiteparax ! 0.
Para ello basta sustituir x po�=2 � x como sigue:

lKım
x!�=2

log.senx/

.� � 2x/2
D lKım

x!0

log.sen.�=2 � x//

.� � 2.�=2 � x//2
D lKım

x!0

log.cosx/

4x2
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Ahora, lapresenciadex2 y de cosx mesugiere escribir
log.cosx/

4x2
D log.cosx/

cosx � 1

cosx � 1

x2
.

El límite lKım
x!0

cosx � 1

x2
D�1=2 porque esuno delos límites“bien conocidos” . El límite

lKım
x!0

log.cosx/

cosx � 1
D 1 porque también es uno de los límites “bien conocidos” , pues es de

la forma lKım
t!1

logt

t � 1
donde seha sustituido t por cosx.

Por tanto lKım
x!�=2

log.senx/

.� � 2x/2
D �1

2
.

Los restantes límites de este ejercicio te losdejo para que los hagas tú. ©

Ejercicio resuelto 117 Justificaque para todor 2R y para todos > 0 severificaque:

lKım
x!C1

.logx/r

xs
D 0; lKım

x!C1
xr

esx
D 0; lKım

x!0
x > 0

xsj logxjr D 0:

Solución.

Es suficiente probar que para todo n 2 N se verifica lKım
x!C1

.logx/n

xs
D 0. Podemos

hacerlo por inducción. Para n D 1, tenemos, aplicando L’Hôpital por tratarse de una
indeterminación 1

1 , que:

lKım
x!C1

logx

xs
D 1

s
lKım

x!C1
1

xs
D 0:

Supuesto demostrado que lKım
x!C1

.logx/n

xs
D 0, tenemos:

lKım
x!C1

.logx/nC1

xs
D n C 1

s
lKım

x!C1
.logx/n

xs
D 0:

Lo que concluye la demostración por inducción.

Haciendolasustitución dex por ex en el límite anterior, obtenemos:

0 D lKım
x!C1

.logx/r

xs
D Œx $ ex �D lKım

x!C1
xr

esx

Haciendolasustitución dex por 1=x en el límite primero, obtenemos:

0 D lKım
x!C1

.logx/r

xs
D Œx $ 1=x�D lKım

x!0
x > 0

xsj logxjr

©

Ejercicio resuelto 117 Calcula el límite en el punto a que en cada caso se indica de las
funciones f W R

C ! R.

f .x/D x2 sen1=x

logx
; a D C∞I f .x/D sen

p
1 C x � sen

p
x; a D C∞
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f .x/D senx sen
1

x
; a D 0; a D C∞I f .x/D

�

cos
�

x C 2

�x2

; a D C∞

Solución.

El límite lKım
x!C1

x2 sen1=x

logx
es, de hecho, una indeterminación del tipo 1

1 y puedes in-

tentar hacerlo por L’Hôpital. Prueba aver quépasa. En este caso el marquésdeL’Hôpital

no resuelve el límite. Pero es fácil ver que lKım
x!C1

x sen.1=x/
x

logx
D C1, porque

lKım
x!C1

x sen.1=x/D lKım
x!0
x > 0

senx

x
D 1 y lKım

x!C1
x

logx
D C1.

El límite lKım
x!C1

�

sen
p

1 C x � sen
p

x
�

no entra dentro de ninguna de las indetermi-

naciones usuales. De hecho, el límite lKım
x!C1

sen
p

x no existe (¿sabes probarlo?). Está

claro que el límite que nos piden calcular requiere un tratamiento particular. Después de
pensarlo un poco, a lavistade cómo es la función, semeocurreusar el teoremadel valor
medio. Dicho teorema, aplicado a la función sen

p
x en el intervalo Œx;x C 1�, me dice

que hay algún punto z 2�x;x C 1Œ tal que sen
p

x C 1 � sen
p

x D cosz

2
p

z
, y tomando

valores absolutos deducimos
ˇ

ˇ

ˇsen
p

x C 1 � sen
p

x
ˇ

ˇ

ˇD
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosz

2
p

z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
1

2
p

x

dedonde se deduceque lKım
x!C1

�

sen
p

1 C x � sen
p

x
�

D 0.

El límite lKım
x!C1

�

cos
�

x C 2

�x2

esuna indeterminación 11 y aplicaremos el criterio de

equivalencia logarítmica. Para ello, calculamos

lKım
x!C1

x2

�

cos

�

�

x C 2

�

� 1

�

D lKım
x!0
x > 0

cos

�

�x

1 C 2x

�

� 1

x2
D

D lKım
x!0
x > 0

cos

�

� x

1 C 2x

�

� 1

�

�x

1 C 2x

�2

�

� x

1 C 2x

�2

x2
D ��2

2

Luego lKım
x!C1

�

cos
�

x C 2

�x2

D e��2=2. El límitequequedapor hacer es inmediato. ©

Ejercicio resuelto 118 Sea g W R ! R derivable en R y dos veces derivable en 0 siendo,

además, g.0/D 0. Definamos f W R ! R por f .x/D g.x/

x
si x ¤ 0 y f .0/D g 0.0/.

Estudia la derivabili dad def . ¿Esf 0 continua en 0?

Solución. Por la regla de la cadena, f es derivable en todo punto x ¤ 0 y, por la regla

de derivación de un cociente, tenemos que f 0.x/ D x g 0.x/� g.x/

x2
para x ¤ 0. Para
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estudiar si f esderivable en x D0 no hay otra formadehacerlo (pero leemásabajo) que
recurriendoa ladefinición. Tenemos que

lKım
x!0

f .x/ � f .0/
x � 0

D lKım
x!0

g.x/ � g 0.0/x

x2
D g 00.0/

2

en virtud del teorema de Taylor-Young (si lo prefieres, puedes aplicar -¡una vez solo!-

L’Hôpital). Por tanto, f es derivable en x D 0 y f 0.0/D g 00.0/

2
.

Estudiemos si f 0 escontinua en x D 0. Tenemosque lKım
x!0

f 0.x/D lKım
x!0

x g 0.x/� g.x/

x2

y para calcular este límite no se puede aplicar L’Hôpital porque no sabemos si g 0 es
derivable(nosdicen queg esunavezderivable enR). Intentaremosrelacionar el cociente
con lashipótesis que nos dan sobre g. Después depensarlo un poco, parece conveniente
escribir:

x g 0.x/� g.x/

x2
Dx g 0.x/� x g 0.0/C x g 0.0/ � g.x/

x2
Dg 0.x/� g 0.0/

x
�g.x/� g 0.0/x

x2

y deducimos que lKım
x!0

f 0.x/D g 00.0/

2
, luegof 0 es continua en x D 0.

También puedes usar para hacer este ejercicio un resultado de teoría que dice que si
una función f es continua en un intervalo I , a es un punto de I , y sabemos que f es
derivable en I n fag y que lKım

x!a
f 0.x/ D L, entonces f también es derivable en a con

f 0.a/D L y, por tanto, f 0 es continua en a.

Esevidente (¿o nolo es?) que lafunciónf del ejercicio escontinua en el intervalo I DR

y es derivable en R n f0g. Como lKım
x!0

f 0.x/ D g 00.0/

2
, esto prueba de golpe que f es

derivable en x D 0, quef 0.0/D g 00.0/

2
y quef 0 es continua en x D 0. ©

Ejercicio resuelto 119 Sean f;gW� � 1;C1Œ! R las funciones definidas por

f .x/D log.1 C x/

x
; f .0/D 1I g.x/D ef .x/

Calcula las derivadas primera y segunda def y g en 0 y deduce el valor del límite

lKım
x!0

.1 C x/1=x � eC e

2
x

x2

Solución. Observa que si x > �1 y x ¤ 0 es g.x/ D .1 C x/1=x y g.0/ D e. Es claro
también quef .x/D logg.x/. El ejercicio consiste en calcular lasdosprimerasderivadas
de g en x D 0. Por la regla de la cadena es suficiente para ello calcular las dos primeras
derivadasdef enxD0. Puesentoncesg 0.x/Def .x/ f 0.x/, y g 00.x/Def .x/

�

.f 0.x//2C
f 00.x/

�

. Fíjate en que la función f es más sencill a que la g. De hecho, no es inmediato

calcular directamente g 0.0/ porque el límite lKım
x!0

.1 C x/1=x � e

x
se complicaun poco si
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tratas de hacerlo por L‘Hôpital. Las funciones como la g, esto es, las del tipo u.x/v.x/,
tienen derivadas complicadas.

Derivar f es fácil . El límite lKım
x!0

f .x/ � f .0/
x � 0

D lKım
x!0

log.1 C x/ � x

x2
D �1

2
es bien

conocido. Deducimos que f 0.0/ D �1

2
. Ahora, para x ¤ 0, se calcula fácilmente, por

la regla de derivación de un cociente, que f 0.x/ D x � log.1 C x/� x log.1 C x/

x2.1 C x/
.

Tenemos

f 0.x/� f 0.0/

x � 0
D

x � log.1 C x/� x log.1 C x/C 1

2
x2.1 C x/

x3.1 C x/

Se trata de calcular el límite para x ! 0 de este cociente. Lo primero es quitar el factor
.1 C x/ del denominador (evidentemente, .1 C x/ Ï 1 parax ! 0). Hechoesto, nosda-

mos cuenta de que se trata de comparar x � log.1 C x/ � x log.1 C x/C 1

2
x2 C 1

2
x3

con x3. Utili zandoel teorema de Taylor-Young(o, simplemente, recordando los polino-
miosde Taylor de log.1 C x/ en x D 0), tenemos que:

log.1 C x/D x � 1

2
x2 C 1

3
x3 C o.x3/:

Deducimos que:

x � log.1 C x/� x log.1 C x/C 1

2
x2 C 1

2
x3 D 2

3
x3 C o.x3/

por lo que lKım
x!0

f 0.x/� f 0.0/

x � 0
D 2

3
, es decir, f 00.0/D 2

3
.

Resulta así que g 0.0/D ef .0/ f 0.0/D � e

2
y

g 00.0/D ef .0/
�

.f 0.0//2 C f 00.0/
�

D e

�

1

4
C 2

3

�

D 11

12
e:

Finalmente, como consecuencia del teorema deTaylor-Young, tenemos que:

lKım
x!0

.1 C x/1=x � eC e

2
x

x2
D 11

24
e:

Porque dicho límite esde la forma lKım
x!0

g.x/� g.0/ � g 0.0/x

x2
D 1

2
g 00.0/. ©

Ejercicio resuelto 119 Estudia la derivabili dad de las siguientes funciones.

1. f W R
C ! R, dada por f .x/D x1=.x2�1/, y f .1/D p

e.

2. f W� � 1=2;C1Œ! R, dada por f .x/D .x C ex/1=x y f .0/D e2.

3. f W Œ0;C1Œ! R dada por f .x/D .1 C x logx/1=x, y f .0/D 0.
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4. f W R ! R, dada por f .x/D
�

1 C x2
�sen.1=x/

y f .0/D 1.

5. f W� � �=2; �=2Œ! R dada por f .x/D
�senx

x

�1=x2

y f .0/D e�1=6 :

6. f W� � �=2; �=2Œ! R dadapor f .x/D
�

2 � 2 cosx

x2

�1=x

parax ¤ 0 y f .0/D 1.

Solución. En todos los casos nos piden estudiar la derivabili dad de una función de la
forma F.x/D u.x/v.x/ en un punto “ conflictivo” en el que no puedes aplicar las reglas
de derivación. En este tipo de ejercicios la mejor forma de proceder consiste en estudiar
la derivabili dad de la función '.x/D logF.x/D v.x/ logu.x/ en el punto conflictivo.
Para ello debes recurrir a la definición de derivada. Observa que como F.x/ D e'.x/,
la derivabili dad de ' equivale ala derivabili dad de F . Como en el ejercicio anterior ya
hemos usado esta estrategia, un par de ejemplos más deben ser suficiente para que la
comprendas bien. Consideraremos las dos últimas funciones propuestas.

5)

f .x/D
�senx

x

�1=x2

; f .0/D e�1=6

Tenemosque'.x/D logf .x/D
log

�senx

x

�

x2
, '.0/D logf .0/D �1

6
. Tenemos:

lKım
x!0

'.x/� '.0/
x � 0

D lKım
x!0

log
�senx

x

�

C 1

6
x2

x3
D

Podemos aplicar L’Hôpital para quitar el logaritmo.

lKım
x!0

'.x/� '.0/
x � 0

D lKım
x!0

x

senx

�x cosx � senx

x2

�

C 1

3
x

3x2
D

D lKım
x!0

x cosx � senx C 1

3
x2 senx

3x3 senx

Sustituimos en el denominador senx por x. Usando que

senx D x � 1

6
x3 C o.x4/; cosx D 1 � 1

2
x2 C o.x3/

deducimos que x cosx � senx C 1

3
x2 senx D o.x4/, por lo que

lKım
x!0

x cosx � senx C 1

3
x2 senx

3x4
D 0

Concluimos que' es derivable en x D 0 y ' 0.0/D 0 por lo que también f es derivable
en x D 0 y f 0.0/D f .0/' 0.0/D 0.
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6)

f .x/D
�

2 � 2 cosx

x2

�1=x

; f .0/D 1

Es más fácil estudiar la derivabili dad de '.x/ D logf .x/. Nótese que al ser f .x/ D
exp.'.x//, en todo punto a en que seaderivable ' también, en virtud de la regla de la
cadena, será derivablef siendof 0.a/D ' 0.a/exp.'.a//D ' 0.a/f .a/. Tenemosque

'.x/D
log

�

2 � 2 cosx

x2

�

x

para x ¤ 0, y '.0/ D 0. Para estudiar la derivabili dad de ' en x D 0 consideremos el
cociente:

H.x/D '.x/� '.0/
x � 0

D
log

�

2 � 2 cosx

x2

�

x2

Setrata de calcular lKım
x!0

H.x/. Puesto que

lKım
x!0

2 � 2 cosx

x2
D 1 (6.25)

el límite buscado es una indeterminación de la forma 0
0

y se dan las condiciones que
permiten aplicar la regla de L’Hôpital. Tenemos entonces, supuesto que los límites en
cuestión existen:

lKım
x!0

H.x/D lKım
x!0

x2

2 � 2 cosx

2x2 senx � 2x.2 � 2 cosx/

x4

2x
D lKım

x!0

x senx C 2 cosx � 2

x4

donde hemos tenido en cuenta (6.25). Podemos volver a usar la regla de L’Hôpital para
calcular el último límite, obteniendo:

lKım
x!0

x senx C 2 cosx � 2

x4
D lKım

x!0

x cosx � senx

4x3
D lKım

x!0

�x senx

12x2
D �1

12

Hemosprobado así quef esderivable en 0 y f 0.0/D �1=12.

Comentar io. No debe calcularse la derivada de f en 0 aplicando la regla de L’Hôpital

para calcular el límite lKım
x!0

f .x/� f .0/
x � 0

, pues entonces lo que haremos será calcular

lKımx!0 f
0.x/. La existencia de este límite, junto con la continuidad def en 0, implican

que f tiene derivada continua en 0 y eso es más de lo que se pide y, por eso mismo,
suele ser máscomplicado. ©
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Ejercicio resuelto 120 Calcula los límites

1/ lKım
x!0

�

1

sen2 x
� 1

x2

�

2/ lKım
x!1

�

1

logx
� 1

x � 1

�

3/ lKım
x!0

x e2x Cx ex �2 e2x C2 ex

.ex �1/3
4/ lKım

x!C1

��

2
� arctgx

�
1

logx

5/ lKım
x!0

log
�senx

x

�

.log.1 C x//2
6/ lKım

x!0

�

tgx

x

�1=x2

7/ lKım
x!0

x log.1 C sen2x/arctg.sen3 x/

.ex �1/.1 � cos2.tg2 x//
8/ lKım

x!0

arctgx � senx

x.1 � cosx/

9/ lKım
x!0

arctg.arcsenx2/

.e2x �1/ log.1 C 2x/
10/ lKım

x!0

�

3 senx � 3 x cosx

x3

�1=x

Sugerencia. Pueden usarse las reglas de L’Hôpital pero es conveniente realizar previa-
mente alguna transformación.

Solución.

1) Recuerda: antes de calcular un límite debemos simplificar todo lo que podamos la
función. Tenemos que:

1

sen2 x
� 1

x2
D x2 � sen2 x

x2 sen2 x

Como senx � x para x ! 0, podemos sustituir senx por x en el denominador (¡no en
el numerador!). Conello:

1

sen2 x
� 1

x2
� x2 � sen2 x

x4

Ahora recordamos que x � senx � x3=6 para x ! 0, con lo cual:

x2 � sen2 x

x4
D x � senx

x3

x C senx

x
(6.26)

Finalmente, deducimos que:

lKım
x!0

�

1

sen2 x
� 1

x2

�

D 1

3

Observa que una descomposición como la hecha en (6.26) solamente se te ocurre si
recuerdas que x � senx � x3=6 para x ! 0 (que es uno de los límites que debes saber
dememoria). En general, descomponer unafunciónen producto (o en suma) deotrasdos
solamente debehacerse si sabesel comportamiento de cadaunade lasnuevas funciones.
Hay quetener cuidadoen esto porque esfácil equivocarse. Por ejemplo, podríamoshaber
puesto:

x2 � sen2 x

x4
D x � senx

x2

x C senx

x2

Con lo que introducimos una función
x C senx

x2
que no tiene límite en 0.
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2) Esmuy fácil y parecido al anterior.

3) Estelímitesehacemuy fácilmentepor L’Hôpital pero, antesdederivar, debes sustituir
ex �1 por x.

4) lKım
x!C1

��

2
� arc tgx

�
1

logx

esunaindeterminación tipo00. Seaf .x/D
��

2
� arc tgx

�
1

logx

.

Tomando logaritmos tenemos que logf .x/ D
log

��

2
� arctgx

�

logx
. Teniendo en cuenta

que para x > 0 es
�

2
� arctgx D arctg

1

x
, se sigue que

lKım
x!C1

logf .x/D lKım
x!C1

log

�

arctg
1

x

�

� log
1

x

D � lKım
t!0
t > 0

log.arctg t/

logt

Esteúltimo límite puede calcularse por L’Hôpital

lKım
x!C1

logf .x/D � lKım
t!0
t > 0

t

.1 C t2/arctg t
D �1

Deducimos que lKım
x!C1

f .x/D 1

e
.

5) También puedehacersepor L’Hôpital pero, antesdederivar, debes sustituir log.1Cx/

por x. Terecuerdo quepuedes sustituir funcionesasintóticamente equivalentesen un pro-
ducto oen uncociente, nunca en unasuma. Tampoco sepueden hacer estas sustituciones
en una función, es decir, si g.x/ � h.x/ para x ! a, y F es una función, no es cierto
en general que F.g.x// sea asintóticamente equivalente aF.h.x// para x ! a. En este
límite, la función senx

x
� 1 para x ! 0, pero noescierto que log

� senx
x

�

� log.1/D 0.

6) Esuna indeterminación 11. Yadebes saberlo hacer.

7) Este esel típico límite en el quesi aplicasdirectamenteL’Hôpital, sin antes simplificar
sustituyendo funciones por otras asintóticamente equivalentes, lo más probable es que
acabes por equivocarte al derivar. Apliquemos la primera regla: simplificar todo lo que
sepueda la función.

Tenemosque:

1 � cos2.tg2 x//D sen2.tg2 x/D
 

sen.tg2 x/

tg2 x

!2

tg4 x � tg4 x � x4

También esex �1 � x, log.1Csen2x/ � sen2x � 2x y arctg.sen3 x/ � sen3 x � x3.
Todasestasequivalencias asintóticas son parax ! 0 y todasellas sededucen de la tabla
de los límites que debes saberte dememoria. En consecuencia el límite quenos piden se
reduce a calcular el siguiente límite:

lKım
x!0

2x5

x5
D lKım

x!0
2 D 2

Losdemás límites de este ejercicio te los dejo para que los hagas tú. ©
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Ejercicio resuelto 121 Explica si es correcto usar las reglas de L’Hôpital para calcular los
límites:

lKım
x!C1

x � senx

x C senx
I lKım

x!0

x2 sen.1=x/

senx

Solución. Las reglas de L’Hôpital dicen que, bajo ciertas hipótesis, la existencia de

lKım
x!a

f 0.x/

g 0.x/
implica la existencia de lKım

x!a

f .x/

g.x/
en cuyo caso ambos límites coinciden.

Una hipótesis de las reglas de L’Hôpital es que la derivada del denominador no se anu-

le en un intervalo que tenga al punto a por extremo y que el límite lKım
x!a

f .x/

g.x/
seauna

indeterminación.

Esto no ocurre en el caso del cociente
x � senx

x C senx
para x ! C1 pues, aunque puede

verse como una indeterminación del tipo
1
1 , la derivada del denominador es 1 C cosx

que se anula en todos los puntos de la forma� C 2k� , k D 1; 2; : : : por lo que no tiene

sentido considerar el límite del cociente de las derivadas, lKım
x!C1

1 � cosx

1 C cosx
, pues dicho

cocientenoestádefinidoen ningúnintervalo de la forma �c;C1Œ. Esclaro, sin embargo,
que:

lKım
x!C1

x � senx

x C senx
D lKım

x!C1

1 � senx

x

1 C senx

x

D 1

En el caso del límite lKım
x!0

x2 sen.1=x/

senx
, que puede verse como una indeterminación del

tipo
0

0
, si formamos el cociente de las derivadas obtenemos la función

2x sen.1=x/ � cos.1=x/

cosx

la cual no tiene límite en 0 (el denominador tiene límite 1, pero el numerador no tiene
límite), luego noes posible aplicar L’Hôpital para calcular este límite el cual, por otra
parte, esevidentemente igual a0, pues:

lKım
x!0

x2 sen.1=x/

senx
D lKım

x!0

x

senx
x sen.1=x/D 0

©

Ejercicio resuelto 122 Prueba que una función polinómicade grado n coincide con su poli -
nomio deTaylor de orden n centrado en un punto cualquiera a.

Solución. Las funciones polinómicas son indefinidamente derivables, por lo que, dados
x; a 2 R, podemos aplicar el teorema de Taylor con resto de Lagrange para obtener que
hay algún punto c comprendido entre a y x tal que:

P .x/DP .a/CP 0.a/.x�a/C P 00.a/

2
.x�a/2C� � �C P .n/.a/

n!
.x�a/nC P .nC1/.c/

.n C 1/!
.x�a/nC1
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Como P es una función polinómica de grado n su derivada de orden n C 1 es nula en
todo punto. LuegoP .nC1/.c/D 0, por lo que resulta:

P .x/D P .a/C P 0.a/.x � a/C P 00.a/

2
.x � a/2 C � � � C P .n/.a/

n!
.x � a/n

Por tanto P .x/ coincide con su polinomio de Taylor deorden n centrado en a. ©

Ejercicio resuelto 123 Prueba que una función polinómica P tiene un cero de orden k en
a si, y sólo si, puede escribirse de la forma P .x/D .x � a/kQ.x/, donde Q.x/ es una
función polinómicaque no se anula en a.

Solución. Supongamos que P .x/ tiene un cero deorden k en a, esdecir el valor de P y
el de todas susderivadas hasta lade orden k � 1 son nulos en a y laderivada deorden k

deP nose anula en a. Entonces, como consecuencia del ejercicio anterior, tenemosque:

P .x/D
n
X

jD0

P .j/.a/

j !
.x �a/j D

n
X

jDk

P .j/.a/

j !
.x �a/j D.x �a/k

n
X

jDk

P .j/.a/

j !
.x �a/j�k

PoniendoQ.x/D
Pn

jDk
P .j/.a/

j!
.x � a/j�k , tenemos que Q es un polinomio, Q.a/D

P .k/.a/
k!

¤ 0 y P .x/D .x � a/kQ.x/. El recíproco es inmediato. ©

Ejercicio resuelto 124 Calcular el número de ceros y la imagen de la función f W R ! R

dada por f .x/D x6 � 3x2 C 2.

Solución. Setrata deun polinomio degrado par concoeficiente líder positivo, por tanto,
alcanza un mínimo absoluto en R, si éste es igual a m, se tiene que f .R/ D Œm;C1Œ.
El punto (o los puntos) en donde f alcanza su mínimo absoluto debe ser un cero de la
derivada. Como

f 0.x/D 6x5 � 6x D 6x.x4 � 1/D 6x.x2 � 1/.x2 C 1/D 6x.x � 1/.x C 1/.x2 C 1/

se anula en �1, 0 y 1, se sigue que el mínimo absoluto de f debe alcanzarse en alguno
de estos puntos y, como f .1/D f .�1/D 0 < f .0/, deducimos quef .�1/D f .1/D 0

es el mínimo absoluto de f en R. Luego f .R/ D Œ0;C1Œ. Hemos determinado así la
imagen def y también hemosencontrado que�1 y 1 soncerosdef (cosa fácil sin más
que ver cómo es f ). Observa que �1 y 1 son ceros de orden 2 de f (porque son ceros
simples def 0). Esclaro quef no puede tener másceros, porque si f .x0/D 0 entonces
en x0 la funciónf alcanzaun mínimo absoluto y, por tanto, f 0 debe anularse en x0. En
conclusión, f tiene 4 ceros reales (2 ceros reales dobles). ©

Ejercicio resuelto 125 Calcula el número de soluciones de la ecuación 3 logx � x D 0.

Solución. Seaf .x/ D 3 logx � x. Observa que lKım
x!0
x > 0

f .x/ D lKım
x!C1

f .x/ D �1 y

f .e/D 3 � e> 0. Deducimos, por el teorema de Bolzano, que f tiene por lo menos

un cero en cada intervalo �0;eŒ y �e;C1Œ. Como la derivada f 0.x/ D 3

x
� 1 tiene un

único cero en x D 3, concluimos, por el teorema de Rolle, que f no puede tener más
dedos ceros distintos. En conclusión, la ecuación 3 logx � x D 0 tiene una solución en
el intervalo �0;eŒ y otra en �e;C1Œ. Si quieres, puedes precisar más. Como f .1/ < 0 y
f .e2/D 6 � e2 < 0, se sigue que los dos ceros def están en el intervalo �1;e2Œ. ©
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Ejercicio resuelto 126 Estudia, según los valores de ˛, el número de ceros, contando mul-
tiplicidades cuando proceda, de la función polinómicaf .x/ D 3x5 C 5x3 � 30x � ˛.
Explica con detalle lo que haces.

Solución. Como consecuencia del teorema de Rolle, si la derivada de una función tiene
k ceros (reales) distintos entonces la función no puede tener másdek C 1 ceros (reales)
distintos (¡pero puedequenotenganinguno!). Sabemostambién, como consecuencia del
teorema de los ceros deBolzano, que todo polinomio degrado impar tiene por lo menos
un cero real. Como las raíces complejas, cuando las hay, de polinomios con coeficien-
tes reales, vienen por parejas de raíces complejas conjugadas, deducimos que contando
cadacero tantas veces como indica su multiplicidad, todo polinomio de grado impar y
coeficientes reales tiene un número impar de ceros reales. Por las mismas razones, con-
tandocadacero tantasvecescomo indica su multiplicidad, todo polinomio degrado par
y coeficientes reales tiene un número par de ceros reales y también puede que no tenga
ninguno.

En nuestro caso:

f 0.x/D 15x4 C 15x2 � 30 D 15.x2 C 2/.x2 � 1/D 15.x2 C 2/.x C 1/.x � 1/

resulta que f 0 tiene dos ceros reales , 1 y �1, por lo que f no puede tener más de tres
ceros reales distintos (pero todavía no sabemos si los tiene). Lo que es seguro es que
f , por ser un polinomio de grado impar, tiene por lo menos un cero real, y en el caso
de que tenga más de un cero real debe tener tres (que pueden ser simples o unosimple
y otro doble). Veamos cuándo ocurre una cosa u otra. Tenemos que f es inyectiva en
los intervalos � � 1;�1�, Œ�1; 1� y Œ1;C1Œ (porque su derivada no se anula en ningún
punto de dichos intervalos excepto en los extremos). Además lKımx!�1 f .x/D �1 y
lKımx!C1 f .x/D C1.

Deducimos que para que f tenga tres ceros reales simples, uno en cada intervalo
� � 1;�1Œ, � � 1; 1Œ y �1;C1Œ, es necesario y suficiente que f .�1/ D 22 � ˛ > 0 y
f .1/D �22 � ˛ < 0. Condiciones que equivalen a�22 < ˛ < 22.

Cuando ˛ D 22 entonces f .�1/ D 0 y f .1/ < 0, por lo que f tiene también tres
ceros reales: unosimple en el intervalo �1;C1Œ y otro doble (porque también anula ala
derivada) en �1.

Cuando˛D �22 entoncesf .�1/ > 0 y f .1/D 0, por lo quef tiene también tresceros
reales: uno simple en el intervalo � � 1;�1Œ y otro doble (porque también anula a la
derivada) en 1.

Cuando˛ > 22 o ˛ < �22, f sólo tiene un cero real (porque no puede tener tres ceros
reales simples ni tampoco uncero real doble).

Ladiscusión anterior puedehacerse también representando gráficamente la función poli -
nómicah.x/D 3x5 C 5x3 � 30x y viendocuántos cortes tienedicha gráfica con la recta
horizontal y D ˛. Para ello observemos que h y f tienen lamismaderivada, por lo que:

x < �1÷h 0.x/ > 0; �1 < x < 1÷h 0.x/ < 0; x > 1÷h 0.x/ > 0:

Por tanto h esestrictamente creciente en �� 1;�1�, estrictamente decreciente en Œ�1; 1�

y estrictamente creciente en Œ1;C1Œ. Deducimos que h tiene en �1 un máximo relativo
y en 1 unmínimo relativo. Además, laderivada segunda h 00.x/D 30x.x2 C 1/ se anula
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solamente en x D0, siendoh 00.x/ < 0 parax < 0 y h 00.x/ > 0 parax > 0, esdecir, h es
cóncava en ��1; 0Œ y convexa en �0;C1Œ. Conestainformación yapodemosrepresentar
su gráfica.

�22

22

1�1

y D ˛˛

De estagráficasededucen fácilmente losmismosresultadosantesobtenidos. Nóteseque
como f .x/D h.x/ C ˛, la gráficade f se obtiene trasladando la de h hacia arriba (si
˛ > 0) o hacia abajo (si ˛ < 0). Seve así claramente, que cuando˛ D �22 o ˛ D 22, la
gráficade f es tangente al eje de abscisas en el punto �1 o en el 1 donde hay un cero
doble. ©

Ejercicio resuelto 127 Justifica que la ecuación x2 D x senx C cosx tiene exactamente
dos soluciones reales.

Solución. Seaf .x/D x2 � x senx � cosx. Setratadeprobar quef se anula en exacta-
mentedospuntos. Lafunciónf escontinua y f .0/D �1, f .�/D f .��/D�2 C 1. El
teoremadeBolzano nosdicequef se anula en algún punto del intervalo ���; 0Œ y en al-
gún punto del intervalo �0; �Œ. Luegof se anula al menosen dospuntos. Veamosqueno
puede anularse enmásdedospuntos. Enefecto, laderivadadef es f 0.x/Dx.2�cosx/.
Como 2 � cosx > 0 para todox 2R, se sigue que la derivadaf 0 solamente se anula en
x D 0. Si la función f se anulara en tres o más puntos, en virtud del teorema de Rolle,
su derivada debería anularse al menos en dos puntos, lo cual, segúnacabamos dever, no
ocurre. Concluimos quef se anula exactamente en dos puntos.

Alternativamente, podemos razonar como sigue. Al ser f 0.x/ < 0 para todox < 0, la
función f es estrictamente decreciente en R

�, luego solamente puede anularse una vez
en R

�. Análogamente, como f 0.x/ > 0 para todox > 0, la función f es estrictamente
creciente en R

C, luego solamente puede anularse una vez en R
C. ©

Ejercicio resuelto 128 Sean a0; a1; : : : ; an números reales. Pruebaquepara algúnx 2 Œ0; 1�
severificaque

n
X

kD0

akxk D
n
X

kD0

ak

k C 1
:

Solución. Setratadel típico ejercicio queunavezquesabescómo sehaceteparecemuy

fácil . Pero se te tiene que ocurrir cómo hacerlo. La pista la dan los números
ak

k C 1
y el

“para algún x 2 Œ0; 1�” . El ejercicio recuerda al teorema del valor medio. Después de
pensarlo un poco, se nos ocurre considerar la función

f .x/D
n
X

kD0

ak

k C 1
xkC1:
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El teoremadel valor medio aplicado a esta funciónen el intervalo Œ0; 1�, nosdicequehay
un punto x 2�0; 1Œ tal que

f .1/ � f .0/
1 � 0

D f .1/D f 0.x/D
n
X

kD0

akxk :

Eso es justamente lo que había que probar. ©

Ejercicio resuelto 129 Seaf una función polinómica y seaa < b. Justificaque, contando
cadacero tantasvecescomo su orden, si f .a/f .b/ < 0 el número de cerosdef en �a; bŒ
es impar; y si f .a/f .b/ > 0 dicho número (caso dequehaya algúncero) espar. Deduce
que si f tiene grado n, es condición necesaria y suficiente para que f tenga n raíces
reales distintas que su derivada tenga n � 1 raíces reales distintas c1 < c2 < � � � < cn�1

y quepara˛ < c1 suficientemente pequeño y paraˇ > cn�1 suficientemente grande, los
signos de los númerosf .˛/; f .c1/; f .c2/; : : : ; f .cn�1/; f .ˇ/ vayan alternando.

Solución. Si f es un polinomio de grado n y c es un cero de orden k de f , entonces
tenemos que f .x/ D .x � c/kh.x/ donde h.x/ es un polinomio de grado n � k con
h.c/¤ 0. Podemos suponer, por comodidad, que h.c/ > 0. Por la continuidad de h, hay
un intervalo abierto I que contiene ac tal que para todox 2I severificaque h.x/ > 0.

� Si k es par, tenemos que .x � c/k > 0 para todox ¤ c y deducimos quef .x/ > 0

para todox 2I n fcg. Por tanto, lagráficadef no atraviesa al ejede abscisas en x D c.

� Si k es impar, tenemos que .x � c/k > 0 para x > c y .x � c/k < 0 para x < c.
Deducimos quef .x/ > 0 para x > c y f .x/ < 0 para x < c. Por tanto, lagráficadef
atraviesa al eje de abscisas en x D c.

En otros términos, en uncero deorden par la funciónf nocambiadesigno yen uncero
deorden impar sí cambia.

Esclaro que si f .a/f .b/ < 0 el número de cambios designo def entre a y b tiene que
ser impar. Deducimos, por lo antes visto, quef tiene en �a; bŒ un número impar de ceros
de orden impar, por lo que el número total de ceros de f en �a; bŒ, contando cada cero
tantas veces como su orden, es impar.

Análogamente, si f .a/f .b/ > 0 el número de cambios de signo de f entre a y b tiene
que ser par (o ninguno) y deducimos que el número total de ceros def en �a; bŒ espar.

Si f tienen ceros(reales) distintos, ˛1 < ˛2 < � � � < ˛n�1 < ˛n, estoscerosdeterminan
n � 1 intervalos � j̨ ; j̨C1Œ y, por el teorema de Rolle, en cada uno de esos intervalos la
derivada tiene que tener algúncero cj 2� j̨ ; j̨C1Œ. Deducimos así que la derivada tiene
n�1 raíces(reales) distintasc1 < c2 < � � � < cn�1. Como en cadaintervalo � j̨ ; j̨C1Œ la
gráficade f atraviesa una vez el eje de abscisas, deducimos que f .cj/f .cjC1/ < 0, es
decir, losnúmerosf .c1/; f .c2/; : : : ; f .cn�1/ van alternandosu signo. Ahora, si ˛ < ˛1,
enel intervalo �˛; c1Œ lafunciónf tieneuncerosimple˛1 y, por tanto, su gráfica atraviesa
una vez al eje de abscisas, luego f .˛/f .c1/ < 0. Análogamente, si ˛n < ˇ debe ser
f .cn�1/f .ˇ/ < 0. Hemosprobado así que la condición del enunciado es necesaria.

Recíprocamente, la condición del enunciado implicaquef tienenC1 cambiosdesigno,
luego tiene n raíces distintas. ©
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Ejercicio resuelto 130 Determina para qué valores de˛ la función polinómica

3x4 � 8x3 � 6x2 C 24x C ˛

tiene cuatro raíces reales distintas.

Solución. Seaf .x/D 3x4 � 8x3 � 6x2 C 24x C ˛. Como

f 0.x/D 12x3 � 24x2 � 12x C 24 D 12.x C 1/.x � 1/.x � 2/

y lKım
x!�1

f .x/ D lKım
x!C1

f .x/ D C1, se sigue, en virtud del ejercicio anterior, que f

tiene 4 raíces reales distintas si, y sólo si, f .�1/D �19 C ˛ < 0, f .1/D 13 C ˛ > 0 y
f .2/D 8 C ˛ < 0. Estascondiciones equivalen a�13 < ˛ < �8. ©

Ejercicio resuelto 131 Dado n2N, sea f .x/D .x2 � 1/n. Prueba que la derivada k-ésima
(1 6 k 6 n) def tiene exactamente k raíces reales distintas en el intervalo � � 1; 1Œ.

Solución. Observa que f es un polinomio de grado 2n que tiene un cero de orden n en
x D �1 y otro cero deorden n en x D 1. Laderivada deorden k def será un polinomio
de grado 2n � k que tendrá un cero de orden n � k en x D �1 y otro cero de orden
n � k en x D 1, luego debe ser de la formaf .k/.x/D .x2 � 1/n�kPk.x/ donde Pk.x/

esun polinomio degradok. Lo quenospiden esprobar quepara16 k 6 n el polinomio
Pk.x/ tiene k raíces reales distintas en el intervalo � � 1; 1Œ. Lo haremos por inducción
(finita). Parak D 1, f 0.x/D .x2 � 1/n�12n x que tieneuncero en �� 1; 1Œ. Supongamos
que 1 < k < n � 1 y que Pk.x/ tiene k raíces reales distintas, a1 < a2 < � � � < ak en
el intervalo � � 1; 1Œ. Tenemos que

f .kC1/.x/ D.x2 � 1/n�k�12.n � k/xPk.x/C .x2 � 1/n�kPk
0.x/

D.x2 � 1/n�k�1
�

2.n � k/xPk.x/C .x2 � 1/Pk
0.x/

�

:

Por tanto
PkC1.x/D 2.n � k/xPk.x/C .x2 � 1/Pk

0.x/:

El polinomio Pk
0.x/ tiene un cero en cada uno de los intervalos �aj ; ajC1Œ y, como hay

en total k � 1 de ellos, deducimos que Pk
0.x/ tiene k � 1 ceros simples cj 2�aj ; ajC1Œ.

En cada uno de dichos ceros Pk
0.x/ cambia de signo, es decir, Pk

0.aj /Pk
0.ajC1/ < 0.

Supongamos, por comodidad, que Pk
0.a1/ < 0. Entonces .�1/j Pk

0.aj / > 0 para
1 6 j 6 k. Como

PkC1.aj /D 2.n � k/aj Pk.aj /C .a2
j � 1/Pk

0.aj /D .a2
j � 1/Pk

0.aj /

y a2
j � 1 < 0, deducimos que

.�1/j PkC1.aj /D .a2
j � 1/.�1/j Pk

0.aj / < 0; 1 6 j 6 k:

Por tanto PkC1.x/ tiene una raíz en cada uno de los k � 1 intervalos �aj ; ajC1Œ.

Probaremos ahora que PkC1.x/ tiene una raíz en � � 1; a1Œ y otra en �ak ; 1Œ. Como
.�1/j PkC1.aj / < 0, se sigue que PkC1.a1/ > 0. Tenemos también que PkC1.�1/D
�2.n � k/Pk.�1/ por lo que, al ser n � k > 0, será suficiente probar que Pk.�1/ > 0.
Para ello basta observar que como Pk

0.x/ ¤ 0 para x < c1 y como Pk
0.a1/ < 0, se
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sigue que Pk
0.x/ < 0 para todox < c1. Luego Pk.x/ es estrictamente decreciente en

el intervalo � � 1; c1� y como se anula en a1 < c1, concluimos que Pk.x/ > 0 para
x < a1 y, por tanto, Pk.�1/ > 0. Análogamente se prueba que Pk.x/ tiene una raíz en
�ak ; 1Œ. ©

Ejercicio resuelto 132 Prueba que �a elogx 6 x�a para todox > 0 y todoa2R.

Solución. La desigualdad propuesta, aparentemente, depende de dos variables a 2 R y
x > 0. Debemosescribirla en función deunasolavariable. Para ello basta escribir dicha
desigualdad en la forma:

log
�

x�a
�

x�a
6

1

e
:

Teniendoen cuentaquex�aDexp.�a logx/ puedeser cualquier número positivo, vemos

que realmente se trata deprobar la desigualdad
logt

t
6

1

e
para todo t > 0.

Sea, pues, f .t/ D logt

t
donde t > 0. Tenemos que f 0.t/ D 1 � logt

t2
y, por tanto,

f 0.t/ > 0 si 0 < t < e por lo que f es estrictamente creciente en �0;e� y f 0.t/ < 0 si
t > e por lo que f es estrictamente decreciente en Œe;C1Œ. Deducimos que f alcanza
en t D eunmáximo absoluto en R

C. Luegof .t/6 f .e/D 1=e.

Hemosprobado que
logt

t
6

1

e
.t > 0/ (6.27)

Además, esta desigualdad es estricta para t ¤ e.

Haciendo en (6.27) t D x�a, donde x > 0 y a 2 R, deducimos que la desigualdad
�a elogx 6 x�a esválida para todox > 0 y para todoa2R. ©

Ejercicio resuelto 133 Dado˛ 2�0; 1Œ demuestra que x˛ < ˛x C 1 � ˛ para todox 2 R
C,

x ¤ 1.

Solución. Seaf .x/D ˛x C 1 � ˛ � x˛. Esclaro quef .1/D 0, por tanto, todoconsiste
en probar que la función f alcanza en x D 1 un mínimo absoluto estricto. Tenemos que
f 0.x/D ˛ � ˛x˛�1 D ˛.1 � x˛�1/. Para 0 < x < 1 es .˛ � 1/ logx > 0 y, por tanto,
x˛�1 D exp

�

.˛� 1/ logx
�

> 1, lo que implica, por ser ˛ > 0, quef 0.x/ < 0. Análoga-
mente se justificaque f 0.x/ > 0 si x > 1. Por tanto f es estrictamente decreciente en
�0; 1� y estrictamente creciente en Œ1;C1Œ. Concluimos así que f .x/ > f .1/ D 0 para
todox > 0, x ¤ 1.

Tenemosque:

ab 6
ap

p
C bq

q
” ab1�q 6

apb�q

p
C 1

q
D apb�q

p
C 1 � 1

p

Poniendo ˛ D 1
p

y x D ab1�q , con lo que x˛ D apb�q , esta desigualdad es un caso
particular dela antesprobada. Laigualdad ocurresi, y sólo si, x D1, esdecir, ap Dbq .©

Ejercicio resuelto 134 Prueba que para todox 2�0; �=2Œ se verificaque:

i) 1 � x2

2
< cosx I ii )

2x

�
< senx < x < tgx
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Solución.

i) Seaf .x/D cosx � 1 C x2

2
. Tenemosquef 0.x/D � senx C x y f 00.x/D 1 � cosx.

Como f 00.x/ > 0 para todo x 2�0; �=2Œ, se sigue que f 0 es estrictamente creciente en
Œ0; �=2� y, como f 0.0/D 0, obtenemos quef 0.x/ > 0 para todox 2�0; �=2Œ. Por tanto
f es estrictamente creciente en Œ0; �=2�. Puesto que f .0/ D 0, concluimos finalmente
quef .x/ > 0 para todox 2�0; �=2�.

ii ) Seaf .x/D senx � 2x

�
. Tenemosquef 0.x/D cosx � 2

�
y f 00.x/D � senx. Como

f 00.x/ < 0 para todo x 2�0; �=2Œ, se sigue que f 0 es estrictamente decreciente en
Œ0; �=2�. Como f 0.0/ > 0, y f 0.�=2/ < 0, deducimos que hay un único punto x0 2
�0; �=2Œ tal quef 0.x0/D 0, y en dicho punto la función f alcanzaun máximo absoluto
en Œ0; �=2�. Sabemos, por el teorema de valores máximos y mínimos de Weierstrass,
quef tiene que alcanzar un valor mínimo absoluto en Œ0; �=2�. Dicho mínimo absoluto
necesariamente tiene que alcanzarse en los extremos del intervalo ya que si se alcanzara
en un punto interior, en dicho punto habría de anularse la derivada y hemos visto que
ésta sólo se anula en un punto que es de máximo absoluto. Como f .0/ D f .�=2/ D 0

concluimos quef .x/ > 0 para todox 2�0; �=2Œ.
Observa que en ambos casos interesa trabajar en el intervalo cerrado Œ0; �=2�. ©

Ejercicio resuelto 135 Desigualdad de Jensen. Seaf W I ! R una función convexa en el
intervalo I , y sean2N, n > 2. Dados números˛k > 0, xk 2I tales que

Pn
kD1 ˛k D 1,

prueba que:

f

 

n
X

kD1

˛kxk

!

6

n
X

kD1

˛kf .xk/: (6.28)

Además, si f es estrictamente convexa, la desigualdad anterior es estricta siempre que
al menos dos de los puntos xk sean distintos.

Solución. Paran D 2 la desigualdad del enunciado es

f .˛1x1 C ˛2x2/6 ˛1f .x1/C ˛2f .x2/

donde˛1 y ˛2 son números positivos con˛1 C ˛2 D 1. Pero esta es justamente la defi-
nición de función convexa (si no lo vesclaro, pon t D ˛1, 1 � t D 1 � ˛1 D ˛2, x1 D x,
x2 D y con lo que dicha desigualdad es exactamente igual que ladesigualdad (6.24).)

Supongamos que la desigualdad (6.28) sea cierta para un número natural n > 2 y probe-
mosque, en tal caso, también escierta para n C 1. Sean ˛k > 0 tales que

PnC1
kD1 ˛k D 1

y sean xk 2I para k D 1; 2; : : : ;n C 1. Tenemosque:

nC1
X

kD1

˛kxk D .1 � ˛nC1/

n
X

kD1

˛k

1 � ˛nC1

xk C ˛nC1xnC1 (6.29)

Pongamos�k D ˛k

1 � ˛nC1

> 0. Tenemos que:

n
X

kD1

�k D 1

1 � ˛nC1

n
X

kD1

˛k D 1 � ˛nC1

1 � ˛nC1

D 1
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Por tanto, el número x D
n
X

kD1

�kxk está en I porque está comprendido entre el mínimo

y el máximo de losxk , 1 6 k 6 n. Escribiendola igualdad (6.29) en la forma:

nC1
X

kD1

˛kxk D .1 � ˛nC1/x C ˛nC1xnC1

Y usando quef esconvexa, tenemos que

f

 

nC1
X

kD1

˛kxk

!

6 .1 � ˛nC1/f .x/C ˛nC1f .xnC1/

Por la hipótesis de inducción aplicada ax D
n
X

kD1

�kxk con �k > 0 y
Pn

kD1 �k D 1,

tenemos que

f .x/6

n
X

kD1

�kf .xk/D
n
X

kD1

˛k

1 � ˛nC1

f .xk/

Delas dos últimas desigualdades se deduceque:

f

 

nC1
X

kD1

˛kxk

!

6

nC1
X

kD1

˛kf .xk/:

Lo que completa la demostración por inducción.

Finalmente, si la función f es estrictamente convexa, entonces las desigualdades son
estrictas salvo en el caso trivial de que todos los puntos xk coincidan. ©

Ejercicio resuelto 136 Sean xk , ˛k , donde 1 6 k 6 n, números positivos verificando que
Pn

kD1 ˛k D 1. Usando de la convexidad de la función x 7! � logx demuestra la de-
sigualdad:

x
˛1

1
x

˛2

2
� � � x˛n

n 6

n
X

kD1

˛kxk (6.30)

¿Cuándoseda la igualdad?

Solución. Lafunciónf .x/D� logx esestrictamente convexa en R
C porquesu derivada

segunda espositiva en R
C. Usandoladesigualdad de Jensen, tenemos que

� log

 

n
X

kD1

˛kxk

!

6 �
n
X

kD1

log.˛kxk/D �
n
X

kD1

log
�

x
˛k

k

�

D � log
�

x
˛1

1
x

˛2

2
� � � x˛n

n

�

Teniendo en cuenta que la función logaritmo es estrictamente creciente, la desigualdad
anterior es equivalente alaque se pide probar.

La igualdad solamente ocurre cuandotodos los xk coinciden. ©
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Ejercicio resuelto 137 Sean p; q números reales positivos tales que 1=p C 1=q D 1.

a) Prueba que ab 6
ap

p
C bq

q
y la igualdad ocurre si, y sólo si, ap D bq .

b) Dado z D .z1; z2; : : : ; zn/ 2 R
n y s > 0, definamos kzks D

 

n
X

iD1

jzi js
!1=s

. Prueba

que para todo x D .x1;x2; : : : ;xn/ y todo y D .y1;y2; : : : ;yn/ en R
n se verifica la

desigualdad deHölder:
n
X

iD1

jxiyi j 6 kxkp kykq :

¿Cuándoseda la igualdad?

Sugerencias. El punto a) puede hacerse como consecuencia del ejercicio anterior. Para

b) hágase a D jxij
kxkp

; b D jyi j
kykq

en la desigualdad del punto a).

Solución.

a) Haciendoen ladesigualdad (6.30) x1 Dap, x2 Dbq , ˛1 D1=p y ˛2 D1=q, obtenemos
ladesigualdad:

ab 6
1

p
ap C 1

q
bq :

La igualdad ocurre si, y sólo si, ap D bq .

b) Tenemos que:
jxij

kxkp

jyij
kykq

6
1

p

jxijp
kxkp

p

C 1

q

jyi jq
kykq

q

Sumandoestas desigualdades:

n
X

iD1

jxij
kxkp

jyij
kykq

6
1

p

n
X

1D1

jxijp
kxkp

p

C 1

q

n
X

iD1

jyijq
kykq

q

D 1

p
C 1

q
D 1

Lo que prueba la desigualdad de Hölder. La igualdad ocurre si, y solamente si, jxijp D

� jyi jq para todoi D 1; 2; : : : ;n, donde� D
kxkp

p

kykq
q

Para s D 2, el número kxk2 D

p

n
X

jD1

x2
j se llama norma euclídea del vector x. La

desigualdad deHölder para p D q D 2 se llama desigualdad deCauchy-Schwarz:

n
X

jD1

ˇ

ˇxj yj

ˇ

ˇ6 kxk2 kyk2 (6.31)

La igualdad ocurre si, y sólo si,
ˇ

ˇxj

ˇ

ˇD �
ˇ

ˇyj

ˇ

ˇ para j D 1; 2; : : : ;n donde�2R
C.

Ladesigualdad (6.31) suele escribirse de la forma:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

jD1

xj yj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 kxk2 kyk2 (6.32)
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Teniendoen cuenta que:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

jD1

xj yj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

n
X

jD1

ˇ

ˇxj yj

ˇ

ˇ ; (6.33)

es claro que la desigualdad (6.32) es consecuencia de la (6.31). Pero basta sustituir en
(6.32) xj e yj por jxj j y jyj j, lo que no afecta para nada alas respectivas normas euclí-
deas, para convertir (6.32) en (6.31).

Veamos cuándo se da la igualdad en (6.32). Es claro que para ello tiene que darse la
igualdad en (6.33) y en (6.31). La igualdad en (6.33) equivale aque los números xjyj

(16j 6n) sean todosmayoreso igualesque cero otodosmenoreso igualesque cero. La
igualdad en (6.31) sabemos que equivale aque

ˇ

ˇxj

ˇ

ˇD �
ˇ

ˇyj

ˇ

ˇ para j D 1; 2; : : : ;n donde
�2 R

C. Estas dos condiciones juntas equivalen a que xj D �yj para 1 6 j 6 n, donde
�2R, esdecir, los vectores x, y son linealmente dependientes. ©

Ejercicio resuelto 138 Seaf es una función derivable en un intervalo I . Prueba que f es
convexa en I si, y sólo si, la gráfica de f queda siempre por encima de la recta tan-
gente en cualquier punto, es decir, para todo par de puntos x; a 2 I se verifica que
f .x/> f .a/C f 0.a/.x � a/.

Solución. Supongamos quef esconvexas y seax < a. De la desigualdad:

f .tx C .1 � t/a/6 tf .x/C .1 � t/f .a/D t.f .x/� f .a//C f .a/ 0 < t < 1

sededuceque
f .x/� f .a/

x � a
6
f .a C t.x � a// � f .a/

t.x � a/
:

Como esta desigualdad es cierta para todo t 2�0; 1Œ, tomando límites en la derecha para
t ! 0 se deduceque

f .x/� f .a/
x � a

6 f 0.a/ ÷ f .x/� f .a/> f 0.a/.x � a/

Para el caso en que x > a seobtiene lamismadesigualdad.

Supongamos ahora quef esderivable en I y para todo par depuntos x; a2I severifica
que:

f .x/> f .a/C f 0.a/.x � a/ (6.34)

Supongamos que a < b. Sustituyendoen ladesigualdad anterior x por b resulta:

f 0.a/6
f .b/ � f .a/

b � a

Sustituyendoahora en (6.34) a por b y x por a, obtenemos:

f .a/> f .b/C f 0.b/.a � b/ ÷
f .b/ � f .a/

b � a
6 f 0.b/

De esta desigualdad y de la anterior, deducimos que f 0.a/ 6 f 0.b/, lo que prueba que
laderivada def es creciente en I . ©
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Ejercicio resuelto 139 Prueba que las únicas funciones n veces derivables con derivada de
orden n constante son las funciones polinómicas degrado menor o igual que n.

Solución. Sea f una función n veces derivables con derivada de orden n constante.
Naturalmente, dicha función tiene derivada de orden n C 1 idénticamente nula. Dado,
x 2 R, aplicamos el teorema de Taylor con resto de Lagrange af en el punto a D 0, y
deducimos que existe un punto c comprendido entre 0 y x tal que:

f .x/D f .0/C f 0.0/x C f 00.0/

2
x2 C � � � C f .n/.0/

n!
xn C f .nC1/.c/

.n C 1/!
xnC1

y como f .nC1/.t/D 0 para todo t 2R, concluimos quef coincide con su polinomio de
Taylor deorden n en a D 0 y, por tanto, es una función polinómicadegrado 6n.

Fíjate que no cabe esperar que este resultado pueda probarse sin usar algún resultado
teórico profundo. Recuerda que se necesita el teorema del valor medio para probar que
una función con primera derivada nula es constante. ©

Ejercicio resuelto 140 Pruebaque el polinomio deTaylor deorden n deuna funciónf esel
único polinomio P .x/ degrado menor o igual quen tal quef .x/D P .x/C o.x � a/n.

Solución. Supongamos que P .x/ y Q.x/ son funciones polinómicas de grado menor o
igual que n tales que:

lKım
x!a

f .x/� P .x/

.x � a/n
D lKım

x!a

f .x/� Q.x/

.x � a/n
D 0

Entonces, se tiene que

lKım
x!a

P .x/� Q.x/

.x � a/n
D 0

Pongamos H.x/ D P .x/ � Q.x/ que es una función polinómica de grado 6n. Sea
Tn.H; a/.x/ el polinomio de Taylor de orden n de H en a. Por el teorema de Taylor–
Youngsabemos que:

lKım
x!a

H.x/� Tn.H; a/.x/

.x � a/n
D 0:

Como:
Tn.H; a/.x/

.x � a/n
D H.x/

.x � a/n
� H.x/� Tn.H; a/.x/

.x � a/n
C

Deducimos que:

lKım
x!a

Tn.H; a/.x/

.x � a/n
D 0

Evidentemente, laúnicaposibili dad deque esto ocurra esque el polinomio Tn.H; a/.x/

seaidénticamente nulo. Pero, como H esuna función polinómicadegrado6n, sabemos
que Tn.H; a/.x/ D H.x/, por tanto, H es idénticamente nulo, es decir, P .x/D Q.x/

para todox 2R. ©

Ejercicio resuelto 141 Sea f W�� �=2; �=2Œ! R la función dada por:

f .x/D log.1 C senx/� senx

sen2 x
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para x 2� � �=2; �=2Œ, x ¤ 0, y f .0/D �1=2. Calcula el polinomio deTaylor deorden
3 def en 0.

Solución. La forma de la funciónf sugiere considerar la siguiente función:

g.x/D log.1 C x/� x

x2
; g.0/D �1

2
:

Pues se tiene que f .x/ D g.senx/, por lo que si sabemos derivar g también sabemos
derivar f . En principio, debemos calcular las derivadas f 0.0/, f 00.0/ y f 000.0/. Pero
también podemos intentar calcular directamente un polinomio P .x/ degrado63 tal que
f .x/D P .x/C o.x3/ pues, por el ejercicio anterior, P .x/ será el polinomio de Taylor
deorden 3 def en 0. Laventajadeproceder así esquenosahorramosbastante trabajo y,
además, podemos aprovecharnos de que los polinomios de Taylor de g en 0 se deducen
fácilmentedelospolinomiosdeTaylor delog.1Cx/ en0 y éstos sonconocidos. Sabemos
que

log.1 C x/D x � x2

2
C x3

3
� x4

4
C x5

5
C � � � C .�1/nC1

n
xn C o.xn/

Deducimos que

g.x/D �1

2
C x

3
� x2

4
C x3

5
C � � � C .�1/nC1

n
xn�2 C o.xn�2/

Acabamos de calcular el polinomio de Taylor de orden n � 2 de g en 0. En particular

T3.g; 0/.x/D �1

2
C x

3
� x2

4
C x3

5

Tenemosque

lKım
x!0

g.x/ � T3.g; 0/.x/

x3
D 0 ÷ lKım

x!0

x3

sen3 x

g.senx/� T3.g; 0/.senx/

x3
D 0

÷ lKım
x!0

g.senx/� T3.g; 0/.senx/

x3
D 0

La idea ahora es obtener un polinomio, P .x/, degrado 63 tal que:

lKım
x!0

T3.g; 0/.senx/� P .x/

x3
D 0;

pues entonces como:

f .x/� P .x/

x3
D g.senx/� T3.g; 0/.senx/

x3
C T3.g; 0/.senx/ � P .x/

x3

tendremos que

lKım
x!0

f .x/� P .x/

x3
D 0

y, por tanto, P .x/ será el polinomio de Taylor deorden 3 def en 0.

Teniendoen cuenta que

senx D x � x3

6
C o.x4/
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esmuy fácil calcular P .x/. Dehecho, tenemos que:

T3.g; 0/.senx/D T3.g; 0/

 

x � x3

6
C o.x4/

!

D �1

2
C 1

3
x � 1

4
x2 C 13

90
x3 C o.x3/

Donde deben hacerse los cálculos sabiendo lo que se busca para no hacer trabajo in-
necesario. Alternativamente, puedes calcular directamente P .x/ porque es el polinomio
de Taylor de orden 3 de T3.g; 0/.senx/ en 0. De una forma u otra, concluimos que el
polinomio pedido es:

P .x/D �1

2
C 1

3
x � 1

4
x2 C 13

90
x3

Observa que no hemos necesitado calcular las tres primeras derivadas de f en 0, pero
ahora las conocemos:

f 0.0/D 1

3
; f 00.0/D �1

2
; f 000.0/D 13

15

©

Ejercicio resuelto 142 Calcula, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor apro-
ximado del número real ˛ con unerror menor que " en cada uno de loscasos siguientes:

a/ ˛D 3
p

7; "D10�3 b/ ˛D
p

e; "D10�3 c/ ˛Dsen
1

2
; "D10�4 d/ ˛Dsen.61ı/; "D10�8

Solución. a) Elegimosun punto a próximo ax D 7 en el quepodamos calcular de forma
exacta el valor def .x/D 3

p
x y de sus derivadas. El punto a D 8 es un buen candidato,

pues está próximo a x D 7 y 3
p

8 D 2. El error que se comete al aproximar 3
p

7 por el
correspondiente valor del polinomio deTaylor Tn.f; a/.x/ viene dado por

ˇ

ˇf .nC1/.c/
ˇ

ˇ

.n C 1/!
jx � ajnC1 D Œa D 8; x D 7�D

ˇ

ˇf .nC1/.c/
ˇ

ˇ

.n C 1/!

donde 7 < c < 8. Como

f .n/.x/D 1

3

�

1

3
� 1

��

1

3
� 2

�

� � �
�

1

3
� n C 1

�

x1=3�n D 1 � 2 � 5 � 8 � � � .3.n � 1/ � 1/

3n

3
p

x

xn

deducimos que
ˇ

ˇf .nC1/.c/
ˇ

ˇ

.n C 1/!
<

1 � 2 � 5 � 8 � � � .3n � 1/

.n C 1/!3nC1

3
p

8

7nC1
<

2

7nC1

y bastatomar nD4 paraque el error cometidoal aproximar 3
p

7 por el valor del polinomio
deTaylor T3.f; 8/.7/ seamenor que 10�3.

Si hubiéramos tomado a D 1;93 D 6;859 la aproximación obtenida hubiera sido mucho
mejor porque 7 � 6;859 D 0;141. Y aún mejor tomando a D 1;913 D 6;96787, pues
7 � 6;96787 < 0;05. En ambos casos el valor de f .x/D 3

p
x y de sus derivadas puede

calcularse de forma exacta en a.
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d) Lo primero que hay que hacer esexpresar el seno en radianes. Tenemos que

sen.61ı/D sen

�

61�

180

�

D sen
��

3
C �

180

�

Claramente, debemoselegir aD�=3. El error quese comete al aproximar sen
�

61�
180

�

por

el correspondiente valor del polinomio de Taylor Tn.sen; a/.x/ viene dado por
ˇ

ˇ sen.nC1/.c/
ˇ

ˇ

.n C 1/!
jx � ajnC1 D

�

a D �

3
; x D 61�

180

�

6
1

.n C 1/!

�

2

100

�nC1

donde hemos tenido en cuenta que las derivadas del seno están acotadas por 1 y que
�

180
< 3;5

180
< 2

100
. Deducimos que basta tomar n D 3 para que el error cometido al

aproximar sen
�

61�
180

�

por el valor del polinomio deTaylor T3

�

sen; �
3

�

�

61�
180

�

seamenor

que 10�8. ©

Ejercicio resuelto 143 Calcula los valores máximo y mínimo de las siguientes funciones en
los intervalos que se indican:

1. f .x/D x3 � x2 � 8x C 1 en el intervalo Œ�2; 2�.

2.
x C 1

x2 C 1
en el intervalo Œ�1; 2�.

3. f .x/D 1

2
.sen2 x C cosx/C 2 senx � x en el intervalo Œ0; �=2�.

4. f .x/D 3
p

x2.5 � 2x/ en el intervalo Œ�1; 2�.

5. f .x/D �x3 C 12x C 5 en el intervalo Œ�3; 3�.

Solución.

3) La funciónf .x/D 1

2
.sen2 x C cosx/C 2 senx � x, tiene como derivada

f 0.x/D cosx senx � 1

2
senx C 2 cosx � 1 D 1

2
.�1 C 2 cosx/.2 C senx/

Por tanto, el único cero de la derivada en el intervalo Œ0; �=2� es x D �=3. Como para
0 6 x < �=3 es f 0.x/ > 0 y para �=3 < x 6 �=2 es f 0.x/ < 0, se sigue que el
valor máximo absoluto de la función f en Œ0; �=2� se alcanza un en x D �=3 y vale

f .�=3/ D 5

8
C

p
3 � �

3
. El valor mínimo absoluto debe alcanzarse en alguno de los

extremos del intervalo. Como f .0/ D 1

2
y f .�=2/ D 5

2
� �

2
, se sigue que el valor

mínimo absoluto def en Œ0; �=2� se alcanza en x D 0.

4) La funciónf .x/D 3
p

x2.5 � 2x/, tiene como derivada

f 0.x/D 2

3
x2=3�1.5 � 2x/� 2 x2=3 D x 2=3

�

10 � 4x

3x
� 2

�

D 3
p

x2
10.1 � x/

3x
x ¤ 0

Claramente, f noesderivable en x D0. El único cero de laderivada esx D1, puesto que
f 0.x/ < 0, para �1 6 x < 0, f 0.x/ > 0 para 0 < x < 1 y f 0.x/ < 0 para 1 < x 6 3,
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sesigue quef esestrictamente decreciente en Œ�1; 0�, estrictamente creciente en Œ0; 1� y
estrictamente decreciente en Œ1; 3�. Por tanto x D 0 es un mínimo relativo y x D 1 es un
máximo relativo. Como f .�1/D 7, f .0/D 0, f .1/D 3 y f .3/D � 3

p
9, sesigueque, en

el intervalo Œ�1; 3�, el mínimo absoluto de f se alcanza en el punto x D 3 y el máximo
absoluto se alcanza en x D �1. ©

Ejercicio resuelto 144 Para cadanúmero real t seaf .x/D �1
3
x3 C t2x. Calcula, para cada

valor de t 2 Œ�1; 1�, el mínimo valor def .x/ en el intervalo Œ0; 1�.

Solución. Tenemosque:

f 0.x/D �x2 C t2 D .t C x/.t � x/D 0 ÷x D t o x D �t

Solamente nos interesa el cero def 0 en Œ0; 1�. Distinguiremos dos casos.

a) �16 t 60. En este caso el único punto de Œ0; 1� donde laderivadase anula esx0 D�t .
Además, se tiene que para 0 6 x 6 x0 es f 0.x/ > 0 y para x0 6 x 6 1 es f 0.x/ 6 0.
Por tanto en x0 hay un máximo absoluto. El mínimo absoluto de f debe alcanzarse en
alguno de losextremos del intervalo. Tenemosquef .0/D 0 y f .1/D t2 � 1

3
. Por tanto,

si �1 6 t < � 1p
3

se tiene que f .0/ < f .1/ y el mínimo absoluto se alcanza en x D 0.

Si � 1p
3

6 t 6 0 se tiene quef .1/6 f .0/ y el mínimo absoluto se alcanza en x D 1.

b) 0 6 t 6 1. Sehacede lamisma forma. ©

Ejercicio resuelto 145 Definamos f .x/ D 5x2 C ˛x�5, donde ˛ > 0 es una constante.
Calcula el valor máspequeño de˛ tal quef .x/> 21 para todox > 0.

Solución. Calcularemosel mínimo def .x/ en R
C, quedependerá de˛, e impondremos

que dicho mínimo sea>21. Tenemosque:

f 0.x/D 10x � 5˛x�6 D 5x�6.2x7 � ˛/

El único cero de f 0 en R
C es x0 D 7

q

˛
2

. Para 0 < x < x0 se tiene que f 0.x/ < 0 y

para x > x0 es f 0.x/ > 0. Deducimos que f alcanza en x0 su valor mínimo absoluto
en R

C. Imponemos la condición de que dicho valor mínimo sea>21:

f .x0/D 5x2
0 C ˛x�5

0 D 5
˛

2
7

2
2
7

C ˛
2

5
7

˛
5
7

D ˛
2
7

7

2
2
7

> 21 ” ˛ > 2

�

21

7

�
7
2

D 54
p

3

El valor mínimo pedido de˛ es 54
p

3. ©

Ejercicio resuelto 146 Calcula el mínimo valor de
Pn

kD1.x � ak/
2 donde a1; a2; : : : ; an

son números reales dados.

Solución. Se trata de calcular el mínimo absoluto de la función f .x/ D
n
X

kD1

.x � ak/
2

cuando x 2 R. Cuando una función no está definida en un intervalo cerrado hay que
estudiar el signo de laderivada si queremos calcular máximoso mínimosabsolutos cuya
existencia habrá que justificar. Tenemos

f 0.x/D 2

n
X

kD1

.x � ak/D 2n x � 2

n
X

kD1

ak
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que se anula solamente en

x D 1

n

n
X

kD1

ak :

Comof 00.x/D2n > 0, sesiguequef 0.x/ escrecientey, por tanto, f 0.x/ < 0 si x < x

y f 0.x/ > 0 si x > x. Luego f .x/ 6 f .x/ para todox 2 R. Es decir, el valor mínimo
buscadoseobtiene cuandox sesustituyepor lamedia aritmética, x, dea1; a2; : : : ; an.©

Ejercicio resuelto 147 Calcula la imagen de f W R
C ! R dada por f .x/D x1=x.

Solución. Como se trata de una función continua, definida en un intervalo, su imagen

tiene que ser un intervalo. Escribamos f .x/ D exp

�

logx

x

�

. Tenemos que f 0.x/ D
1 � logx

x2
f .x/. Es evidente que f .x/ > 0 para todox > 0. La derivada se anula sola-

mente para x D e, y f 0.x/ > 0 para 0 < x < e, f 0.x/ < 0 para x > e. Deducimos
que en x D e la función alcanza un máximo absoluto. Es claro que f no alcanza nin-
gún mínimo absoluto aunque toma valores arbitrariamente próximos a 0, pues como

lKım
x!0
x > 0

logx

x
D �1, se sigue que lKım

x!0
x > 0

f .x/ D 0. Concluimos que la imagen de f es el

intervalo �0;e1= e�. ©

Ejercicio resuelto 148 Sea f W R ! R la función definida por f .x/D e�1=x2

para x ¤ 0,
y f .0/D 0. Estudia la continuidad y derivabili dad def y calcula su imagen.

Solución. Consideremos la función g W R
C
o ! R definida para todox > 0 por g.x/D

e�1=x D 1

e1=x
, y g.0/D 0. Recuerda que para todo número r 2R se verificaque

lKım
x!C1

xr

ex
D lKım

x!0
x > 0

1

xr e1=x
D 0

Como lKım
x!0
x > 0

g.x/D 0, la función g es continua en R
C
o . Parax > 0 es

g 0.x/D 1

x2
e�1=x D 1

x2 e1=x
;

por lo que lKım
x!0
x > 0

g 0.x/ D 0 y, por un resultado de teoría usado ya en varias ocasiones,

concluimos que g es derivable en 0 con g 0.0/ D 0 siendo, además, g 0 continua en 0 y,
por tanto, en R

C
o . Como para x > 0 es g 00.x/D

�

� 2x�3 C x�4
�

e�1=x, se sigue que
lKım

x!0
x > 0

g 00.x/D 0, luego g es dos veces derivable en 0 siendo g 00.0/ D 0. De esta forma

puedes demostrar por inducción queg tiene derivadas de todos órdenes en x D 0 siendo
g.n/.0/D 0 para todon2N.

Como f .x/D g.x2/ para todox 2 R, se sigue que también f tiene derivadas de todos
órdenes en x D 0 siendof .n/.0/ D 0 para todon 2 N. Por tanto, f tiene derivadas de
todos órdenes en R, es decir, es una función de clase C 1 en R.

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios resueltos 304

Sabemos que la imagen de f es un intervalo. El mínimo absoluto de f se alcanza en

x D 0. Como f 0.x/D 2

x3
e�1=x2

.x ¤ 0/, se tienequef 0.x/ < 0 si x < 0 y f 0.x/ > 0

si x > 0. Luego f es estrictamente decreciente en � � 1; 0� y estrictamente crecien-
te en Œ0;C1Œ. Además como f .�x/ D f .x/, tenemos que f .R/ D f .Œ0;C1Œ/ D
Œf .0/; lKım

x!C1
f .x/ŒDŒ0; 1Œ. ©

Ejercicio resuelto 149 Sea f W Œa; b� ! R continua en Œa; b� y derivable dosveces en �a; bŒ.
Supongamos que el segmento de extremos .a; f .a// y .b; f .b// corta ala gráficade f
en un punto .c; f .c// con a < c < b: Demuestra que existe algún punto d 2�a; bŒ tal
quef 00.d/D 0:

Sugerencia. Interpreta gráficamente el enunciado.

Solución.

Basta aplicar el teoremadel valor medio af en
los intervalos Œa; c� y Œc; b� paraobtener quehay
puntos u 2�a; cŒ, v2�c; bŒ tales que

f 0.u/D f .c/ � f .a/
c � a

; f 0.v/D f .b/ � f .c/
b � c

Como los puntos .a; f .a//, .c; f .c// y
.b; f .b// están alineados es:

f .c/ � f .a/
c � a

D f .b/ � f .c/
b � c

:

Por tanto f 0.u/D f 0.v/.
Aplicamos ahora el teorema de Rolle af 0 en
Œu; v�, para concluir que hay algún z 2�u; vŒ tal
quef 00.z/D 0. ©

.a; f .a//

.b; f .b//

ca bu v

Ejercicio resuelto 150 Sea f W Œa; b� ! R derivable y f 0 creciente. Prueba que la función

gW�a; b� ! R dada para todox 2�a; b� por g.x/D f .x/� f .a/
x � a

es creciente.

Solución.

Podemos derivar g.x/ como se deriva un cociente. Tenemos

g 0.x/D f 0.x/.x � a/ � .f .x/� f .a//
.x � a/2

; .a < x 6 b/

Aplicandoel teorema del valor medio af en el intervalo Œa;x�, tenemosf .x/� f .a/D
f 0.c/.x � a/ para algúnc 2�a;xŒ. Por tanto

f 0.x/.x � a/ � .f .x/� f .a//D .f 0.x/� f 0.c//.x � a/> 0

por ser f 0 creciente. Concluimos queg 0.x/> 0 para todox 2�a; b�, lo que implicaqueg

escreciente en dicho intervalo. ©
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Ejercicio resuelto 151 Justificaque existe una función g W R ! R derivable y que verifica

que g.x/C eg.x/ Dx para todox 2R. Calcula g 0.1/ y g 0.1 C e/.

Solución.

Se trata de probar que la función f W R ! R definida por f .x/D ex Cx es una biyec-
ción de R sobre R, pues entonces llamando g a la función inversa de f , se tendrá que
f .g.x//D x, esdecir, g.x/C eg.x/ Dx para todox 2R.

Naturalmente, seríaunaingenuidad intentar calcular deforma explícita lafunción inversa
de f , pues la igualdad x C ex Dy no permite expresar de forma elemental x como
función de y. Hemosde contentarnos con demostrar que la función g existe.

Desde luego, como f 0.x/D 1 C ex > 0, sesigue quef es inyectiva, dehecho, estricta-
mente creciente en R. Ademáscomo lKım

x!�1
f .x/D�1 y lKım

x!C1
f .x/DC1, sesigue

que la imagen def es todoR (porque debe ser un intervalo nominorado ni mayorado).
Luegof esuna biyección ysu función inversa, g D f �1 verificaqueg.x/C eg.x/ Dx,
para todox 2R.

En virtud del teorema de la función inversa, sabemos que g es derivable y la relación

entre lasrespectivasderivadasvienedadapor g 0.x/D 1

f 0.g.x//
. Como g.1/D0 (porque

f .0/D 1) y g.1 C e/D 1 (porque f .1/D 1 C e), deducimos que

g 0.1/D 1

f 0.0/
D 1

2
; g 0.1 C e/D 1

f 0.1/
D 1

1 C e
:

©

6.8. Or ígenes y desarr ollo del concepto dederivada

El concepto dederivadapresupone losdefunción y delímite funcional, loscuales, como ya
hemos visto en capítulos anteriores, tuvieron una larga evolución hasta alcanzar su significado
actual, por eso ladefinición de derivada 6.1 es relativamente reciente. No obstante, técnicas en
las que podemos reconocer el uso, más o menos explícito, de derivadas, se han venido usando
desde el siglo XVII , incluso antes de queNewton yLeibniz, en el último tercio dedicho siglo,
las formularan en términos de fluxiones y de cocientes diferenciales respectivamente. Durante
los siglos XVIII y XIX las derivadas fueron ampliamente desarrolladas y aplicadas a campos
muy diversos y no fueron definidas en los términos actuales hasta el último tercio del siglo
XIX. Todoesteproceso lo resume lahistoriadora de lasmatemáticas Judith V. Grabiner en una
frase feliz [8]: “ Primero, la derivadafueusada, despuésdescubierta, exploraday desarrollada
y, finalmente, definida” .

En lo que sigue vamos a repasar muy someramente este proceso. Además de la referencia
antes citada, he seguido de cerca los trabajos de Kirsti Andersen [1], Israel Kleiner [10] y
GonzálezUrbaneja [7].
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6.8.1. Las matemáticas en Europa en el siglo XVII

Es conocido que la carencia de una teoría aritméticasatisfactoria de las cantidades incon-
mensurables, hizo que los matemáticos griegos consideraran la Geometría como una ciencia
más general que la Aritmética, lo que condujo al desarrollo de un álgebra geométrica que fue
usadapor Euclides, Arquímedesy Apolonio pararealizar suscálculos. La consecuencia de esta
actitud fuequedurante casi 2000años, en Europa, casi todorazonamiento matemático riguroso
se expresó en lenguaje geométrico.

Yahemoscomentadoen capítulosanteriorescómo laherenciamatemáticagriegapasó alos
árabes dedonde regresó aEuropaya en el siglo XII . En estos siglos sedesarrolló sobre todola
aritmética y los comienzos del álgebra. Pero hay que esperar hasta el siglo XVII para que en
Europa empiecen a notarse cambios significativos en la forma de hacer matemáticas y a lograr
avances que abren nuevasperspectivas. Lascaracterísticas principales de lasmatemáticas en el
siglo XVII en Europa son las siguientes.

� Asimilación ysíntesis de la tradición clásicagriega y del legado árabe.
� Sesigue admirandoel rigor demostrativo euclidiano pero sebuscan procedimientos heu-

rísticos. Se impone la ideade “primero descubrir y luego demostrar” .
� Progresos decisivos en el simbolismo algebraico (Viéte, Stevin). Concepto de cantidad

abstracta.
� Invención de lageometría analíticapor Fermat y Descartes.
� Multitud de nuevas curvas, muchas de ellas curvas mecánicas, como la cicloide, que

llevan consigo problemas de tangentes, cuadraturas, centros de gravedad, máximos y
mínimos, rectificaciones.

� Invención de métodos infinitesimales para tratar problemas de cuadraturas, tangentes,
máximos y mínimos. Libreuso del infinito.

� Inicios del estudio matemático del movimiento. Concepto de cantidad variable.
� LaRevolución Científicaprotagonizada por Copérnico, Galil eo y Kepler. Mecanicismo.
� Invención de los logaritmos por Neper. Progresosde la astronomía y de la trigonometría.

Desarrollo de laóptica.
� Creación de instituciones científicas como laRoyal Society (1660) en Londres y laAca-

démie des Sciences (1666) en París y comienzo de las publicaciones científicas periódi-
cas.

En el periodo de 1630a 1660empiezan a usarse técnicas en las que podemos apreciar el
uso de derivadas. Suelen ser técnicas específicas para resolver problemas concretos de forma
empírica, con frecuencia dichas técnicas no se justifican sino que, simplemente, se comprueba
que proporcionan soluciones correctas. Los matemáticos de la época se interesaban por pro-
blemas de óptica, por ejemplo, determinar la forma de una lente que haceque todos los rayos
luminosos paralelos entre sí o los que parten de un único foco, después de atravesar la lente,
converjan en un único punto. Problemas físicos, como la determinación de la trayectoria de
un cuerpo que se mueve alrededor de un centro y que cae al mismo tiempo hacia ese centro
con aceleración constante. Otros problemas consistían en el cálculo de tangentes y de valores
máximoso mínimos. Estaban, además, losproblemasrelacionados conla integral (cuadraturas,
áreas desuperficies, centros degravedad, rectificaciones de curvas,: : : ) que consideraremos en
el capítulo correspondiente.
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6.8.2. Cálculo de tangentes y devalores extremos

Losmatemáticos de la antigüedad sabían cómo trazar tangentes adiversos tipos de curvas.
El concepto detangenciadelosgriegosesestático y, naturalmente, geométrico. Inicialmente, la
tangente se considera como una recta que toca ala curva sin cortarla. Esta definición resultaba
apropiada para la circunferencia pero nolo erapara otras curvas. En el siglo III a.C., Apolonio
definió la tangente auna sección cónicay procedió a determinarla en cada caso. Las técnicas
para el cálculo de tangentes eran, por supuesto, geométricas. Para curvas como la espiral de
Arquímedes o la concoide de Nicomedes estas técnicas no eran de gran utili dad.

Con la invención de la geometría analítica, había una enorme variedad de nuevas curvas
para cuyo estudio no servían los métodos tradicionales. Los matemáticos del siglo XVII se
vieron en lanecesidad de inventar nuevas técnicas para calcular tangentes. Vamosa considerar
algunas de las aportaciones más significativas.

6.8.2.1. El método demáximos y mínimosdeFermat

En 1637Fermat escribió una memoria titulada Methodus ad disquirendam maximan et
minimam (“Método para la investigación de máximos y mínimos”). En ella se establecía el
primer procedimiento general conocido para calcular máximos y mínimos. Fermat se expresa
como sigue.

Toda la teoría de la investigación de máximos y mínimos supone la consideración de dos
incógnitasy la únicareglasiguiente:

1. Seaa una incógnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o tres dimensiones,
segúnconvenga al enunciado).
2. Se expresará la cantidad máximao mínimapor medio de a en términosquepueden ser
de cualquier grado.
3. Sesustituirá a continuaciónla incógnitaoriginal a por a C e, y se expresarála cantidad
máximao mínimapor medio de a y e, en términosquepueden ser de cualquier grado.
4. Se “adigualará” parahablar como Diofanto, lasdosexpresionesde la cantidad máxima
o mínima.
5. Se eliminarán los términoscomunesde ambos lados, tras lo cual resultaráque a ambos
ladoshabrá términosafectadosde e o deunadesuspotencias.
6. Sedividirán todos los términospor e, o por algunapotenciasuperior dee, demodo que
desaparecerálae, de al menosuno delostérminosdeunocualquieradelosdosmiembros.
7. Se suprimirán, a continuación, todos los términos donde todavía aparecela e o una de
sus potencias, y se iguala lo que queda, o bien si en uno de los miembrosno quedanada,
se igualará, lo que viene aser lo mismo, los términos afectados con signo positivo a los
afectadosconsigno negativo.
8. La resolución de esta última ecuación dará el valor de a, que conducirá al máximo o
mínimo, utili zandola expresión original.

Fermat ilustraba su método hallandoel punto E deun segmento AC que hacemáxima el área
del rectángulo AE:EC .

Pongamos AC D b.

1. Seaa uno de los segmentos, el otro será b � a.
2. El producto del que sedebe encontrar el máximo esba � a2.
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3. Sea ahora a C e el primer segmento de b, el segundosegmento será b � a � e, y el
producto de segmentos: ba � a2 C be � 2ae � e2.
4. Sedebe “adigualar” al precedente: ba � a2 C be � 2ae � e2 � ba � a2.
5. Suprimiendotérminos comunes: be � 2ae C e2.
6. Dividiendotodos los términos por e: b � 2a C e.
7. Sesuprime la e: b D 2a.
8. Para resolver el problema sedebe tomar por tanto lamitad de b.

El recurso de hacer e D 0 es equivalente alo indicado en la instrucción 7 de Fermat. Esto
eraprecisamente lo quesehacía al aplicar el método, apesar deque anteseranecesario dividir
por e, lo que resultaba algo contradictorio.

Debemos observar que el método de Fermat da una condición necesaria para los máximos
y mínimos, pero esa condición noes suficiente y tampoco distingue máximos de mínimos. Es
un método puramente algebraico y algorítmico, no geométrico.

Es tentador reproducir este razonamiento en términos actuales. Hagamosa D x, eD Mx, y
pongamosf .x/D x.b � x/.

1 – 5 f .xC Mx/� f .x/ � 0.

6
f .xC Mx/� f .x/

Mx
� 0.

7, 8
�

f .xC Mx/� f .x/
Mx

�

MxD0

D 0

Para funciones derivables podemos interpretar todo esto como que el valor de x que hace
máximo omínimo af .x/ es la solución de resolver la ecuación

f 0.x/D lKım
Mx!0

f .xC Mx/� f .x/
Mx

D 0

Sin embargo, esto significa extrapolar demasiado el contenido estricto del método. Lo que
estamos haciendo es interpretar con nuestra mirado de hoy lo que hizo Fermat. En primer
lugar, Fermat no pensaba en una cantidad como una función, y por eso habla de “cantidad
máxima o mínima”, no de una función que alcanceun máximo o unmínimo. Fermat no tiene
clara la noción de variable independiente. Él está pensando en una ecuación algebraica con
dos incógnitas que interpreta como segmentos, es decir, magnitudes lineales dadas. Fermat no
decía nada acercade que e fuese un infinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequeña, y el
método noimplica ningúnconcepto de límite, sino que es puramente algebraico. Además, la
condición 6 notiene sentido en esta interpretación. Los problemas a los que Fermat aplicó su
métodoson problemas de construcciones geométricas másque de optimización de cantidades.

6.8.2.2. El método de las tangentes deFermat

En la misma memoria antes referida, Fermat, determina la subtangente a una parábola
haciendo uso de su método para máximos y mínimos. Su razonamiento es como sigue.

En la figura (6.12), el segmento TQ es la subtangente ala parábola en un punto dado P .
El vértice de la parábola es V . Teniendo en cuenta que los triángulos TQP y TQ1P1 son
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Q Q1

e

R

T V

P

T1

P1

Figura6.11. Cálculo de la subtangente

semejantes, resulta
T1Q1

PQ
D TQ1

TQ
(6.35)

Teniendoen cuenta ahora la propiedad de laparábola

VQ1

VQ
D

P1Q2
1

PQ2

y que P1Q1 < T1Q1, deducimos que:

VQ1

VQ
<

TQ2
1

TQ2
(6.36)

Pongamos ahora VQ D a, que es la abscisa de la parábola en P , conocida porque se conoce
P . Hagamos también TQ D x que es la subtangente que queremos calcular, y QQ1 D e. La
igualdad (6.36) se expresa por:

a C e

a
<
.x C e/2

x2
” ax2 C ex2 < ax2 C 2aex C ae2

Fermat aplicasu método demáximosy mínimosy sustituye estadesigualdad por laadigualdad

ax2 C ex2 � ax2 C 2aex C ae2

Cancelandotérminos y dividiendo por e obtenemos

x2 � 2ax C ae

Eliminandoahora el término que queda en e, igualando ysimplificando por x, se obtienes que
x D 2a, resultado ya conocido de la Antigüedad y que expresa que la subtangente es el doble
de la abscisa.

Realmente no se entiende bien la razón de por qué Fermat usa su método de máximos y
mínimos para calcular tangentes y Descartes hizo una dura crítica de esta forma de proceder.
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Para responder a estas críticas, Fermat desarrolló, en una memoria de 1638, un procedimiento
bastantegeneral para calcular tangentesque, con notaciónactual, podemosresumir como sigue.
SeaP D.x;y/ un punto deuna curvaf .x;y/D0 y seaP1 D.x Ce;y1/ otro punto de la curva
próximo a P como en la figura (6.11). Llamemos b D TQ, la subtangente en P . Teniendoen
cuenta que PQ D y, la igualdad (6.35) se escribe como

T1Q1 D y.b C e/

b

Como T1Q1 es casi igual a y1 D P1Q1, Fermat escribe

f

�

x C e;
y.b C e/

b

�

� 0

y a esta adigualdad le aplicasu método para máximos y mínimos. Es fácil ver que ello condu-
cirá auna expresión para b dada por

b D �
y
@f

@y
.x;y/

@f

@x
.x;y/

Que, usando que la tangente viene dada por y=b, podemos escribir, viendo y como función
(implícita) de x, en la forma famili ar

y 0 D �
@f

@x
.x;y/

@f

@y
.x;y/

Laideade “adigualdad” en Fermat puedeinterpretarse algoasí como “cantidades infinitamente
próximas” . De alguna forma Fermat está considerandocantidades infinitesimales.

Estentador expresar en términosactuales las ideasdeFermat para calcular tangentes. Esen-
cialmente, dado un punto P D.a; f .a// en una curvayDf .x/, setratade calcular lapendiente
de la curva en P . SeaQQ1 un incremento de TQ en una cantidad E. Ya que los triángulos
TQP y PRT1 son semejantes, se tiene

PQ

TQ
D T1R

E

Pero, diceFermat, T1R escasi igual aP1R; por tanto tenemos laadigualdad

PQ

TQ
� P1Q1 � QP

E

PoniendoPQ D f .a/, la igualdad anterior puede escribirse como:

f .a/

TQ
� f .a C E/ � f .a/

E

Ahora, dice Fermat, se cancelan términos iguales en f .a C E/ � f .a/, se divide por E y
finalmente, se ignoran los términos que aún contengan E (lo que equivale ahacer E D 0), y
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Q Q1

E

E
R

T V

P

T1

P1

Figura6.12. Cálculo de la tangente

el resultado es la pendiente de la tangente en P . Está claro que el procedimiento que indica
Fermat esequivalente a calcular

lKım
E!0

f .a C E/ � f .a/
E

Naturalmente, a esta interpretación se le pueden hacer las mismas observaciones que hicimos
a la interpretación análoga del método para máximos y mínimos.

6.48 Ejemplo. Seaf .x/D x2 � 2x C 3 y a D 2. Entonces f .2/ D 3. Pongamos c D TQ la
longitud de lasubtangente. Tenemos laadigualdad:

3

c
D f .2 C E/ � f .2/

E
D 2E C E2

E
D 2 C E

Haciendo E D 0 se obtiene 3=c D 2, por la que la subtangente es c D 3=2 y el valor de la
pendiente de la tangente es3=c D 2 que, efectivamente es igual a laderivada def en x D 2. �

6.8.2.3. El método deRoberval y deTorr icelli para las tangentes

En 1630Roberval y Torricelli descubrieron independientemente un método para calcular
tangentes por medio de consideraciones cinemáticas. Este método se apoya en dos ideas bá-
sicas: la primera es la de considerar una curva como la trayectoria de un punto móvil que
obedece ados movimientos simultáneamente, y la segunda es la de considerar la tangente en
un punto de la curva como la dirección del movimiento en ese mismo punto. Si la razón entre
las velocidades de los dos movimientos es conocida, ladirección del movimiento resultante se
puede hallar mediante la ley del paralelogramo. Ya en la antigüedad, Arquímedes había usado
un métodoanálogo para trazar la tangente asu espiral.

Consideremos una cicloide, esto es la curva que describe un punto de una circunferencia
que rueda sin deslizar. El punto que genera la cicloide tiene una velocidad angular igual a la
velocidad de avance horizontal, por tanto, su tangente en un punto P se obtiene sumando el
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P

Figura6.13. Tangente ala cicloide

vector tangente a la circunferencia generadora en P y un vector horizontal en P , y ambos
vectores tienen igual módulo.

Naturalmente, esta idea de la tangente solamente podía aplicarse a curvas mecánicas, si
bien tenía la virtud de relacionar geometría y dinámicasiguiendolas ideas de Galil eo.

6.8.2.4. El tr iángulo diferencial deBarr ow

IsaacBarrow (1630- 1677) también dio unmétodo para calcular tangentes. Barrow era un
admirador de losgeómetrasantiguos y editó lasobrasdeEuclides, Apolonio y deArquímedes,
a la vez que publicaba sus propias obras Lectiones Opticae (1669) y Lectiones Geometricae
(1670) en la edición de las cuales colaboró Newton. El tratado Lectiones Geometricae se con-
sidera una de las principales aportaciones al Cálculo. En él Barrow quiso hacer una puesta al
día de todos los últimos descubrimientos, principalmente de problemas de tangentes y cuadra-
turas. Barrow haceun tratamiento detallado de todos estos problemas incluyendo conceptos
como tiempo y movimiento y usandométodos infinitesimales y métodos de indivisibles.

Unadelasherramientasa lasquesacagran partidoesal triángulo característico otriángulo
diferencial.

Partiendo del triángulo PRQ, que resulta de un incremento PR, como este triángulo es
semejante al PNM , resulta que la pendiente de la tangente PM=MN es igual a QR=PR.
Barrow afirmaque cuandoel arco PP1 esmuy pequeño podemos identificarlo conel segmento
PQ de la tangente en P . El triángulo PRP1 de la figura de la derecha, en el cual PP1 es
considerado a la vez como un arco de la curva y como parte de la tangente, es el triángulo
característico o diferencial. Yahabía sido usado mucho antes por Pascal y otros en problemas
de cuadraturas.

En la Lección X de Lectiones, Barrow calcula la tangente auna curva, dada por una ecua-
ción polinómica f .x;y/ D 0, en un punto de la misma P D .x;y/ de la forma siguiente.
Pongamos P1 D .x C e;y C a/ un punto de la curva próximo a P y sustituyamos estas coor-
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M
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N

P

Q
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R

N

P

e

a

P1

Figura6.14. Triángulo diferencial

denadas en la ecuación f .x;y/D 0. En palabras de Barrow:

Rechacemos todos los términos en los que no hay a o e (porque se anulan unos a otros
por la naturalezade la curva); rechacemos todos los términos en los que a o e están por
encimade laprimerapotencia, o están multiplicadosambos(porque, siendoinfinitamente
pequeños, no tienen valor en comparaciónconel resto).

Después de estas operaciones se puede calcular el cociente a=e que es lapendiente de la curva
en el punto P .

6.49 Ejemplo. Consideremos la curva x3 C y3 D r3 y sigamos el método de Barrow para
calcular su pendiente en un punto P D .x;y/ de lamisma. Como el punto P1 D .x C e;y C a/

está en la curva se tiene:
.x C e/3 C .y C a/3 D r3

Esto es
x3 C 3x2e C 3xe2 C e3 C y3 C y3 C 3y2a C 3ya2 C a3 D r3

Simplificamos usando que x3 C y3 D r3 y eliminando las potencias de a y e de grado mayor
que uno, y obtenemos

3x2e C 3y2a D 0

de donde resulta lapendiente:
a

e
D �x2

y2

�

Observa que este procedimiento equivale aquedarse con la aproximación lineal de la fun-
ción en el punto P y eso es como reemplazar el triángulo PRP1 en la figura de la izquierda
por el triángulo diferencial.

El método de Barrow es parecido al de Fermat, la diferencia es que Barrow considera
incrementos independientes de las dos variables con el propósito de calcular el cociente a=e.
Pareceque Barrow no conocía directamente laobra de Fermat.
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6.8.3. Los inventores del Cálculo

El método de Fermat para el cálculo de valores máximos o mínimos y la técnica para el
cálculo de tangentes que, esencialmente, consistía en calcular el cociente:

f .x C h/ � f .x/
h

;

realizando las operaciones algebraicas necesarias para desarrollar y simplificar el numerador
y después dividir por h para, finalmente, hacer h D 0, fueron aplicados en una gran variedad
de situaciones. La relación entre ambos tipos de problemas acabó siendo bien entendida: los
valores extremos se obtenían en los puntos donde la pendiente de la tangente se anulaba. Así
mismo, de la multitud de casos particulares estudiados, emergieron ciertas regularidades que
llevaron a reformular las citadas técnicas de forma más general. De esta forma, aunque en el
1660 nose disponía de un concepto general de derivada ni se conocía la relación crucial entre
problemas de tangentes y de áreas, se habían desarrollado bastantes métodos eficaces, aunque
norigurosos, para resolver muchos tiposdeproblemasde cálculo. Solamente faltaba realizar la
gran síntesis de todoel trabajo realizado desde1630. Eso es lo quehicieron Newton yLeibniz.

La invención del Cálculo es uno de los grandes logros de la humanidad. El Cálculo se ha
convertido en la linguafranca de todas las ciencias. Ha sido, y sigue siendo, una herramienta
fundamental para la comprensión científicade laNaturaleza.

En el último tercio del siglo XVII , Newton(en 1664- 1666) y Leibniz (en 1675), de forma
independiente cada uno, inventaron el Cálculo. Esto quiere decir que:

� Unificaron y resumieron en dos conceptos generales, el de integral y derivada, la gran
variedad detécnicasdiversasy deproblemasquese abordaban conmétodosparticulares.

� Desarrollaron unsimbolismo y unas reglas formales de “cálculo” que podían aplicarse
a funciones algebraicas y trascendentes, independientes de cualquier significado geomé-
trico, que hacía fácil , casi automático, el uso de dichos conceptos generales.

� Reconocieron la relación inversa fundamental entre la derivación y la integración.

Newton llamó a nuestra derivada una fluxión – una razón de cambio o flujo; Leibniz vio la
derivada como unarazón dediferencias infinitesimales y la llamó el cociente diferencial. New-
ton hizo sus primeros descubrimientos diez años antes que Leibniz quien, sin embargo, fue el
primero en publicar sus resultados.

6.8.4. Newton y el cálculo defluxiones

Figura6.15. Newton

Los principales descubrimientos matemáticos de Newton en el
campo del cálculo infinitesimal datan delosllamadosAnni Mirabi-
les 1665 y 1666. LaUniversidad deCambridge, en la que Newton
se había graduado como bachelor of arts en 1664, estuvo cerrada
por la peste esos dos años. Newton pasó ese tiempo en su casa de
Woolsthorpe y, como él mismo reconoció cincuenta años después,
ése fue el períodomáscreativo de su vida.
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A principios de 1665 descubre el teorema del binomio y el cálculo con las series infinitas.
A finales de ese mismo año, el método de fluxiones, es decir, el cálculo de derivadas. En 1666
el método inverso de fluxiones y la relación entre cuadraturas y fluxiones. En esos dos años
también inició las teorías de los colores y de la gravitación universal. Newton tenía 24 años,
había nacido el díade Navidad de1642.

Newton desarrolló tres versiones de su cálculo. En la obra De Analysi per aequationes
numero terminorum infinitas, que Newton entregó a su maestro Barrow en 1669, y que pue-
de considerarse el escrito fundacional del Cálculo, Newton usa conceptos infinitesimales de
manera similar a como hacía el propio Barrow.

Una segunda presentación del Cálculo es la que realiza Newton en el li bro Methodus flu-
xionum et serierum infinitorum, escrito hacia 1671 y que se publicó mucho después en 1736.
Newton considera cantidades variables que van fluyendocon el tiempo, a las que llama fluen-
tes. Después se introducen las razones de cambio instantáneas de las fluentes, a las que llama
fluxiones, que son las derivadas respecto al tiempo de las fluentes. Newton representaba alas
primeraspor letrasx;y; z; : : : y a las segundas por letraspunteadas Tx; Ty; Tz; : : : . Los incremen-
tos de lasfluentes x;y; z; : : : , los representa por medio de lascorrespondientes fluxiones en la
forma Txo; Tyo; Tzo; : : : , y los llama momentos, donde o esentendido como unincremento infini-
tesimal detiempo. Newton desarrolló unaseriede algoritmosy redujo muchosproblemascomo
determinación de tangentes, máximosy mínimos, áreasy superficies, curvaturas, longitudes de
arcos, centros de gravedad etc., a dos problemas fundamentales que pueden formularse tanto
en términos mecánicos como en términos matemáticos:

Problema 1 Determinación de la velocidad de movimiento en un momento de tiempo dado
según uncamino dado. De otro modo: dada la relación entre las cantidades fluentes,
determinar la relación de lasfluxiones.

Problema 2 Dada la velocidad de movimiento determinar el camino recorrido en un tiempo
dado. Matemáticamente: determinar la relación entre las fluentes dada la relación entre
lasfluxiones.

Hay que notar que Newton no piensa en términos de funciones con el significado actual de
ese término, sino que imagina curvas o superficies descritas por las variables, o sea, conside-
ra relaciones entre las fluentes del tipo f .x;y; z; : : : / D 0, donde f para él es una expresión
analíticafinitao infinita. Por tanto, el primer problema planteado puede verse como un proble-
madederivación implícita: supuesta conocida la expresión analíticaque satisfacen lasfluentes
f .x;y; z; : : : /D 0, obtener la expresión analíticaF.x;y; z; Tx; Ty; Tz; : : : /D 0 quesatisfacen las
fluxiones. Para este problema, Newton introdujo un algoritmo que sistematizaba los cálculos
necesarios. Por ejemplo, seala curva de ecuación

x3 � ax2 C axy � y3 D 0

Sustituyendox ey por x C Txo ey C Tyo respectivamente, tenemos:

.x3 C 3 Txox2 C 3 Tx2o2x C Tx3o3/ � a.x2 C 2 Txox C Tx2o2/C
C a.xy C Txoy C Tyox C Tx Uyo2/ � .y3 C 3 Tyox2 C 3 Ty2o2y C Ty3o3/D 0
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Teniendoen cuenta ahora que x3 � ax2 C axy � y3 D 0, dividiendo por o y despreciando los
demás términos que contengan ao, resulta

3 Txx2 � 2a Txx C a Txy C ax Ty � 3 Tyy2 D 0

Esta es la relación quesatisfacen lasfluxiones. A partir de ellapuede obtenerse la tangente ala
curva x3 � ax2 C axy � y3 D 0 en cualquier punto .x;y/ de lamisma, que viene dada por:

Ty
Tx D 3x2 � 2ax C ay

3y2 � ax

Como ya hemos indicado, Newton aplica los resultados sobre fluentes y fluxiones a la reso-
lución de multitud de problemas. Por ejemplo, con respecto a los problemas de máximos y
mínimos, escribe:

Cuando una cantidad es lamásgrandeo lamáspequeña, en ese momento su fluir ni crece
ni decrece: si creciera, eso probaríaque eramenor y quelo quesigueseríamásgrandeque
lo que ahora es, y recíprocamentepasaría si decreciera. Así, calcúlese su fluxióncomo se
ha explicadoen el problema1 e iguálese a cero.

Denuevo, Newton usa el teorema fundamental del cálculo para realizar cuadraturas. Escribe:

Problema9: Determinar el áreade cualquier curvapropuesta.

La resolución del problema está basada en el establecimiento de la relaciónentre la canti-
dad fluentey su fluxión(problema2).

Newton reducela integración al proceso inverso del cálculo defluxiones, esto es, al cálculo de
primitivas.

El problema 2, es mucho másdifícil que el problema 1, pues se trata de resolver una ecua-
ción diferencial quepuedeser muy general. Newtonconsideró variasposibili dades resolviendo
algunos casos particulares. Para ello utili zó técnicas de cálculo de primitivas y de desarrollos
en serie.

En De Quadratura Curvarum, escrita en 1676 y publicada en 1704, Newton propone fun-
damentar su cálculo de fluxiones en lo que llama razones primera y última de incrementos
evanescentes. De esa forma se refiere Newton a los cocientes de los incrementos infinitesima-
les de las cantidades variables, y su objetivo es determinarlos en el momento en que dichas
cantidades nacen desde cero (“ razón primera”) o se anulan (“razón última”). Un ejemplo ayu-
dará a entender el significado de estas ideas. En la introducción de la citada obra, Newton
calcula la fluxión de xn. Para ello, considera un incremento o de forma que x pasa ax C o.
Entonces xn se convierte en

.x C o/n D xn C noxn�1 C n.n � 1/

2
o2xn�2 C � � �

Los incrementos dex y xn, asaber,

o y noxn�1 C n.n � 1/

2
o2xn�2 C � � �
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están entre sí en la mismarazón que

1 a nxn�1 C n.n � 1/

2
oxn�2 C � � �

Dice Newton “dejemos ahora que los incrementos se anulen y su última proporción será 1 a
nxn�1: por tanto, lafluxión de la cantidad x esa lafluxión de la cantidad xn como 1 W nxn�1” .

Hay distintas interpretaciones de las razones que llevaron a Newton a exponer su cálculo
de una u otra forma. La más extendida es que su intención era conseguir una fundamentación
rigurosa del mismo. La primera exposición, basada en el concepto de cantidad infinitesimal,
entendida como una cantidad menor que cualquier cantidad positiva pero no nula, presentaba
problemasde coherencia lógicadelosqueNewtoneramuy consciente. Ensuspropiaspalabras,
su cálculo estaba “ concisamente explicadomásque exactamente demostrado” .

En Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum (1671), el concepto básico es el de canti-
dad en movimiento o que fluye continuamente en el tiempo. Las magnitudes están generadas
por el movimiento continuo y no por agregación de cantidades infinitesimales; la idea bási-
ca es la de continuidad tal como se observa en los procesos de la Naturaleza. Quizás Newton
pretendía de esta forma evitar el uso de “infinitesimales estáticos o geométricos” , pero lo que
realmentehizo fuesustituirlospor los infinitesimalesdetiempo usadosparadefinir losmomen-
tosdelasfluentes. Conviene advertir quelo queNewtonconsidera esla abstracciónmatemática
análoga al tiempo, esdecir, una magnitud independiente imaginaria abstracta quefluye unifor-
memente y con la que se relacionan todas las fluentes. Puede verse aquí un intento de Newton
por evitar los problemas matemáticos del continuo(infinitesimales, indivisibles) y trasladarlos
al mundo físico, a la continuidad de los procesos naturales y al movimiento. Por otra parte,
Newton aceptaba como algo dado la ideaintuitiva de velocidad instantáneade las fluentes, no
le pareció preciso definirla.

En Quadrature of Curves (1676), Newtonexpresa su propósito de abandonar por completo
el uso de cantidades infinitesimales. Manifiesta en este sentido que “ errores quam minimi in
rebus mathematicis nonsunt contemnendi” , esto es, que en matemáticas ni siquiera loserrores
más pequeños pueden ser admitidos. Y eso es justamente lo que se hacía cuandose desprecia-
ban en loscálculoscantidades infinitesimales. Seguidamente, enunciasu teoríade las “ razones
primera y última de cantidades evanescentes” . Estas ideas señalan claramente al concepto ma-
temático de límite. Lo que expresa, a su manera, Newton es, en términos actuales, el límite de
un cociente de funciones que se anulan. Pero estamos en el siglo XVII y se necesitarán casi
200añosparaprecisar matemáticamente el concepto de límite. Debemosnotar queNewton usa
dicho concepto apartir de la intuición mecánicadel movimiento.

Por velocidad últimase entiende aquella conlaque el cuerposemueve, noantesde alcan-
zar el punto final y cesa, por consiguiente, el movimiento, ni tampoco despuésde haberlo
alcanzado, sinoaquella con la quese mueve cuandolo alcanza, esto es, aquellavelocidad
con la que el cuerpo alcanza el punto final y aquella con la que cesa el movimiento. De
igual manera, ha de entenderse por razón última de cantidades evanescentes, la razón de
cantidades, no antes de que desaparezcan, ni después de desaparecidas, sino aquella con
laquedesaparecen.

Newton tenía su particular ideade “límite”.

Las razones últimas con las que tales cantidades desaparecen en realidad noson razones
de cantidades últimas, sino límites a los que tiende a acercarse siempre las razones de
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cantidades continuamente decrecientes, límites a los que pueden acercarse más que una
diferenciadada, pero nuncatraspasarlo, ni tampoco alcanzarlo antesdeque lascantidades
disminuyan in infinitum.

La teoría de las razones últimas puede verse como una teoría cinemática de límites. Con esta
teoría, Newton pretendía recuperar el rigor de la geometría de laAntigüedad.

[. . .] investigar las razonesprimera y última de cantidadesfinitas, nacienteso evanescen-
tes, está en armonía con lageometríade losantiguos; y mehe esforzadoen probar que, en
el método defluxiones, noesnecesario introducir en lageometría cantidadesinfinitamente
pequeñas.

Otros autores opinan que estos tres métodos empleados por Newton responden, más que a
fundamentar conrigor su cálculo, adistintospropósitos. Así, la teoríadefluxionesproporciona
métodosheurísticos dedescubrimiento y algoritmosútilespara el calculo; la teoríade “razones
primera y última” serviría al propósito de proporcionar demostraciones convincentes y el uso
de los infinitésimos serviría para proporcionar atajos a las pruebas más rigurosas. Newton usó
simultáneamente estastresaproximacionesen laresolución deunagran variedad deproblemas.

Newton realizó también contribuciones importantes en la teoría de ecuaciones, donde po-
demos destacar las “ identidades deNewton” para lasuma de laspotencias de las raíces de una
ecuación polinómica, y a la teoría de curvas, siendo notable su clasificación de las curvas de
tercer grado.

Considerandola matemática desde el comienzo del mundo hasta la época deNew-
ton, lo que él ha hecho es, con mucho, la mitad mejor. Leibniz

Las tresobrasconsideradas, escritas entre1666 y 1676, sepublicaron ya en el siglo XVIII ,
por eso la primera noticia impresa de la teoría de fluxiones apareció, de forma bastante cir-
cunstancial, en laobramagnadeNewtonPhilosophiae NaturalisPrincipia Mathematica, cuya
primera edición se hizo en 1687. Los Principia consta de tres libros escritos en el estilo tra-
dicional a la manera de los Elementos de Euclides, y su lenguaje es principalmente el de la
geometría sintética.

LosPrincipia están considerados como laobra científicamásimportantedetodos los tiem-
pos y una hazaña intelectual incomparable por sus logros y sus consecuencias. En dicha obra
Newton estable los fundamentos de la mecánica y enuncia las tres célebres leyes del movi-
miento, así como la ley de la gravitación universal. En los dos primeros libros, se estudia el
movimiento de los cuerpos en el vacío y en unmedio resistente. Newton deducematemática-
mente las tres leyes que Kepler había obtenido empíricamente. En el li bro III , titulado Sobre
el Sistema del Mundo, Newton desarrolla la mecánica celeste. Haceun detallado estudio de
los movimientos de la Luna, explicando las causas de las mareas. Calcula la masa del Sol con
respecto a lade laTierra, estudia laprecesión delosequinoccios, predice el achatamiento de la
Tierra por los polos . . . .

En los Principia el mundoaparece como unsistema ordenado yarmonioso en el que todo,
los cielos, la tierra y el mar, obedecen unas pocas leyes matemáticas fundamentales. A partir
de Newton quedará claro que no hay diferencias entre un mundosublunar y otro supralunar,
ni entre la Tierra y el Cielo; las leyes de la Naturalezano hacen estas distinciones y en todas
partes del Universo los procesos obedecen a las mismas leyes naturales inexorables.
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El Universo newtoniano es un Cosmos diáfano y sereno ofrecido a la exploración racio-
nal del hombre. La gran obra de Newton proporcionará ala Ilustración, en el siglo XVIII , la
base científicanecesaria para acabar con una concepción conservadora y absolutista del poder
político apoyada en dogmáticas concepciones religiosas.

El prestigio y admiración que gozó Newton en vida queda reflejado en las palabras de
Alexander Pope:

Nature, andNature’s Laws lay hid in Night:
Godsaid, Let Newton be – andAll was light.

Y ¿quépensaba el propio Newton desí mismo?Escuchemos suspalabras, ya casi al final desu
vida.

No sé cómo puedoser visto por el mundo, pero amí meparecehaber sidosolamente como
un niño que juega al borde del mar, y que se divierte al encontrar de vez en cuando una
piedra más pulida o una concha más bonita de lo normal, mientras que el gran océano de
laverdad yace antemí completamentedesconocido.

Newtonmurió en lanoche del 20 demarzo de1727, y fue enterrado con grandes honores en la
abadía de Westminster entre los grandes hombres de Inglaterra.

6.8.5. Leibniz y el cálculo dediferencias

Figura6.16. Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716) nació en Leipzig (Ale-
mania) en el seno de una piadosa famili a luterana. A los quince
años entró en la Universidad desu ciudad natal donde estudió una
gran variedad de materias incluyendo derecho, teología, filosofía
y matemáticas. Se doctoró a la edad de 21 años en la Universi-
dad de Altdorf, en Nuremberg, donde le fue ofrecido un puesto de
profesor que él rechazó.
A lo largo desu vida, Leibniz realizó múltiples actividades. Como
abogado y diplomático trabajó para el Príncipe elector arzobispo
de Maguncia y, desde 1676 hasta su muerte, para los Duques de
Brunswick-Luneburgo (conocidos como príncipes electores de
Hanover desde1692), lo que le llevó aviajar por gran partedeEu-
ropa. Inventó unamáquinade calcular, laprimeramáquina de este

tipocapazderealizar lasoperaciones demultiplicación, división yextracción deraícescuadra-
das. Como ingeniero trabajó en prensas hidráulicas, molinos de viento y desarrolló proyectos
para drenar el agua de las minas de plata de las montañas de Harz en la Baja Sajonia. Co-
mo historiador escribió lahistoria de la casa deBrunswick, realizandomuchas investigaciones
genealógicas. Trabajó también como bibliotecario en la ciudad de Hanover.

Leibniz fue un pensador profundo. Como filósofo se propuso la creación de un álgebra
del pensamiento humano, algo así como un lenguaje simbólico universal para escribir los ra-
zonamientos con símbolos y fórmulas, cuyas reglas de combinación permitieran reducir todo
discurso racional a cálculos rutinarios. Esto explica el gran interés de Leibniz en desarrollar
una notación matemática apropiada para su cálculo; de hecho, su notación, muy superior a la
de Newton, es la que usamos actualmente. Leibniz fundóla Academia de Ciencias de Berlín
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en 1700 yfue su primer presidente; también fue uno de los fundadores de la primera revista
científica alemana, el Acta Eruditorum.

Aunque Leibniz publicó poco, mantuvo correspondencia con más de 600 eruditos y se
han conservado sus manuscritos que están en el archivo que lleva su nombre en la ciudad de
Hannover. Lascontribuciones deLeibniz al álgebra (determinantes, resolución de ecuaciones),
la historia natural, la geología y la lingüísticason también importantes.

En 1672, estandoen Parísen misión diplomática, Leibniz sededicó intensamente al estudio
de lamatemáticasuperior teniendocomo guía al matemático y físico Christian Huygens (1629
- 1695). En los años1673 y 1676realizó, también en misión diplomática, dosviajes aLondres
donde tuvo acceso al manuscrito de Newton De Analysi, circunstancia que se usó para acusar,
hoysabemosquesin motivo alguno, aLeibniz deplagio cuandoseprodujo la agria controversia
sobre laprioridad en el descubrimiento del Cálculo. Losprogresos matemáticos realizados por
Leibniz en estos cuatro años fueron extraordinarios.

En las matemáticas de Leibniz son importantes los estudios sobre sucesiones numéricas y
sus sucesiones dediferencias consecutivas asociadas. Dada una sucesión denúmeros:

a1; a2; a3; a4; : : : ; an�1; an; : : :

Podemos formar lasucesión desus diferencias primeras:

b1 D a1; b2 D a2 � a1; b3 D a3 � a2; b4 D a4 � a3; : : : ; bn D an � an�1; : : :

Leibniz sehabía dado cuenta de la relación:

b1 C b2 C b3 C � � � C bn D an

lo que indicaque las sucesiones dediferencias pueden sumarse fácilmente, y que el proceso de
formar la sucesión de diferencias y después sumarla recupera la sucesión inicial, es decir, que
se trata de operaciones inversas una de la otra. Esta sencill a idea, cuandose lleva al campo de
la geometría, conduce al concepto central del cálculo de Leibniz que es el de “diferencial” , el
cual tuvo para él diferentes significados en distintas épocas.

Leibniz consideraba una curva como un polígono de infinitos lados de longitud infinitesi-
mal. Con una tal curva se asocia una sucesión de abscisas x1;x2;x3;x4; : : : y unasucesión de
ordenadas y1;y2;y3;y4; : : : donde los puntos .xi ;yi/ están todos ellos en la curva y son algo
así como los“vértices” delapoligonal deinfinitos ladosqueformala curva. Ladiferencia entre
dos valores sucesivos de x es llamada la diferencial de x y se representa por dx , significado
análogo tiene dy . El diferencial dx es una cantidad fija, no nula, infinitamente pequeña en
comparación con x, dehecho esuna cantidad infinitesimal. Los lados del polígono que consti-
tuye la curva son representados por ds . Resulta así el triángulo característico de Leibniz que
es el mismo que yahabía sido considerado por Barrow.

Curiosamente, los términos “abscisa”, “ordenada” y “coordenadas” , tan propios de la geo-
metría analítica, nofueron usadosnuncapor Descartes sino queson debidosaLeibniz; y mien-
tras que nosotros hablamos de “diferenciales” , Leibniz siempre hablaba de “diferencias” .

El triángulo característico tiene lados infinitesimales dx , dy , ds y se verificala relación
.ds /2D.dx /2C.dy /2. El lado ds sobre la curvao polígonosehace coincidir conlatangente
a la curva en el punto .x;y/. La pendiente de dicha tangente viene dada por dy

dx
, que es un
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x

y

ds

dx

dy

Figura6.17. Triángulo característico

cociente dediferenciales al queLeibniz llamó cociente diferencial. Leibniz nunca consideró la
derivada como unlímite.

Leibniz investigó durante algúntiempo hasta encontrar las reglascorrectas paradiferenciar
productos y cocientes. Dichas reglas se expresan fácilmente con su notación diferencial:

d.xy/ D y dx C x dy ; d

�

x

y

�

D y dx � x dy

y2

Lamanera en que Leibniz llegó a estas fórmulas pudoser como sigue. Consideremos
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Entonces

znC1 � zn D xnC1

nC1
X

jD1

yj C ynC1

n
X

jD1

xj (6.37)

Si interpretamos, al estilo de Leibniz, que xj e yj son diferencias de valores consecutivos
de las cantidades x e y respectivamente, entonces los valores de dichas cantidades vendrán
dados por las sumas respectivas x D

Pn
jD1 xj e y D

PnC1
jD1 yj , mientras que dx D xnC1 y

dy D ynC1 por ser diferencias de valores consecutivos. De la misma forma, znC1 � zn sería
la diferencial de z D xy. Por tanto, la igualdad 6.37 es interpretada por Leibniz en la forma
d.xy/ D x dy C y dx , lo que lleva ala regla para ladiferencial deun producto.

A partir de la regla para la diferencial de un producto, Leibniz obtuvo la regla correspon-
dientepara ladiferencial deuncocientezD x

y
. PoniendoxDzy setieneque dx Dy dz Cz dy ,

de donde despejando dz , resulta:

dz D dx � z dy

y
D

dx � x
y

dy

y
D y dx � x dy

y2

Además, dicha notación tiene una gran potencialidad heurística, como ya hemos visto al estu-
diar laderivada de una función compuesta.

Consideremos ahora una curva como la de la figura 6.18 con una sucesión de ordenadas
trazadas a intervalos de longitud unidad. La suma de las ordenadas es una aproximación de la
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Figura6.18. Aproximación deuna cuadratura

cuadratura de la curva (del áreabajo la curva), y la diferencia entre dos ordenadas sucesivas
es aproximadamente igual a la pendiente de la correspondiente tangente. Cuanto más pequeña
se elij a launidad 1, tanto mejor serán estas aproximaciones. Leibniz razonaba que si la unidad
pudiera ser tomada infinitamente pequeña, estas aproximaciones se harían exactas, esto es, la
cuadratura sería igual a la suma de las ordenadas, y la pendiente de la tangente sería igual a la
diferencia dedosordenadas sucesivas. Como lasoperaciones de tomar diferencias y sumar son
recíprocas entre sí, dedujo Leibniz que el cálculo de cuadraturas y de tangentes también eran
operaciones inversas una de otra.

Las investigaciones de Leibniz sobre la integración y el origen de sus notaciones para la
integral y los diferenciales, pueden seguirse con todo detalle en una serie de manuscritos del
25 deoctubre al 11 denoviembre de1675. Nosocuparemos de ello en el capítulo dedicado ala
integración. En 1676Leibniz yahabíaobtenido prácticamente todos losresultadosdescubiertos
por Newton un poco antes.

Laprimera publicación sobre cálculo diferencial fue el artículo deLeibniz Nova methodus
pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractals nec irrationales quantitates
moratur, et singulare pro illi s calculi genus, que fue publicado en Acta Eruditorum haceya
más de tres siglos, en 1684. En este trabajo, Leibniz definía el diferencial dy de forma que
evitaba el uso de las sospechosas cantidades infinitesimales. Poco después, en 1686, Leibniz
publicó untrabajo con sus estudios sobre la integración.

Reconocido hoy día como un genio universal, Leibniz vivió sus últimos años en Hannover
en unaislamiento cadavezmayor y murió el 14 denoviembrede1716. A su entierro solamente
asistió su secretario.

6.8.6. Desarr ollo del cálculo diferencial

Aunque las publicaciones de Leibniz eran breves y difíciles de leer, su cálculo, más sen-
cill o de entender que el de Newton y provisto de una excelente notación, triunfó pronto en el
continente europeo logrando grandes éxitos, mientras que en Inglaterra la fidelidad a la teoría
de fluxiones y a la notación newtoniana condujo a un cierto aislamiento, agravado por senti-
mientos nacionales y ladisputa sobre laprioridad, y no consiguió éxitos comparables a los del
continente.

Los hermanos Jakob y Johann Bernouilli , matemáticos y profesores de la universidad de
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Basilea, estudiaron lostrabajosdeLeibniz con quien iniciaron unaproductiva correspondencia.
A partir de 1690 publicaron una serie de trabajos en el Acta Eruditorum y en otras revistas,
poniendo demanifiesto que el cálculo deLeibniz eraunaherramientapoderosa conlaquehabía
que contar. Paradivulgar dichaherramienta erapreciso un buen libro detexto que explicara con
detalle lospormenores del nuevo cálculo. Dicho libro apareció bien pronto, en 1696, y su autor
fue el matemático y noble francés Guill aume François, marqués de L’Hôpital. El título del
libro, del que ya hemos dado noticia en anteriores capítulos, era Analyse des infiniment petits
pour l’ intelli gencedes lignescourbes. Hoy sabemosquelosresultados originales que aparecen
en dicho libro son debidos noaL’Hôpital sino asu profesor Johann Bernouilli .

En su libro, L’Hôpital desarrollaba el cálculo diferencial tal como habíasidoconcebido por
Leibniz, esdecir, usandocantidades infinitesimales para lasquese establecían ciertas reglasde
cálculo. La definición de diferencial es como sigue: “L a parte infinitamente pequeña en que
unacantidadvariable esaumentada o disminuida demanera continua, se llama la diferencial
de esta cantidad” . Para trabajar con infinitésimos se establecela siguiente regla: “ Dos canti-
dades cuya diferencia es otra cantidad infinitamente pequeña pueden intercambiarse una por
la otra” .

Los escritos de los Bernouilli , Leibniz y L’Hôpital popularizaron el cálculo leibniziano y
ya en la primera década del siglo XVIII otros matemáticos se interesaron por él. La potencia-
lidad del concepto de derivada se puso de manifiesto en las aplicaciones del cálculo a la física
newtoniana.

Para no hacer excesivamente larga esta exposición, voy a resumir muy esquemáticamente
los puntos clave en el desarrollo del cálculo diferencial.

� El descubrimiento en 1715 por Brook Taylor de las llamadas series de Taylor, que se
convirtieron en una herramienta básica para el desarrollo del cálculo y la resolución de
ecuaciones diferenciales.

� El extraordinario trabajo, tanto por su asombrosa amplitudcomo por susnotables descu-
brimientos, de Leonhard Euler (1707- 1783) que, sin duda, es la figura principal de las
matemáticas en el siglo XVIII . En sus tresgrandes tratados, escritos en latín, Introductio
in analysin infinitorum (1748), Institutiones calculi differentiales (1755) e Institutiones
calculi i ntegralis (1768), Euler dio al cálculo la forma que conservó hasta el primer ter-
cio del siglo XIX. El cálculo, que inicialmente erauncálculo devariables o, másexacta-
mente, de cantidades geométricas variables, y de ecuaciones, se fue transformando, por
influencia de Euler, en uncálculo de funciones.

� La propuesta de Joseph Louis Lagrange (1736- 1813) de fundamentar el cálculo sobre
un álgebra formal de series de potencias. Si bien la ideade Lagrange de evitar el uso de
límitesnoera acertada, su propuesta, concretada en su obraThéorie des fonctions analy-
tiques (1797), tuvo el efecto de liberar el concepto de derivada de sus significaciones
más tradicionales. De hecho, la terminología “función derivada”, así como la notación
f 0.x/ para representar la derivada de una función f , fueron introducidas por Lagrange
en dicho texto. A partir de este momento la derivada deja de ser algo de naturalezaim-
precisa (fluxión ocociente diferencial) y empieza aser considerada simplemente como
una función.

� Los problemas planteados por las series de Fourier. Dichas series hacen sus primeras
apariciones a mitad del siglo XVIII en relación con el problema de la cuerda vibrante,
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y nacen oficialmente en el trabajo de Joseph Fourier (1768- 1830) Théorie analytique
de la chaleur (1822). Tales series plantean problemas relacionados con las ideas centra-
les del análisis: el concepto de función, el significado de la integral y los procesos de
convergencia.

� El proceso de “algebraización del análisis” que tiene lugar en losdos últimos tercios del
siglo XIX y que culmina con la fundamentación del análisis sobre el concepto de límite
(Bolzano, Cauchy, Weierstrass) y la teoría de losnúmeros reales (Dedekind, Cantor). Lo
esencial de este proceso ya hasido considerado en el capítulo anterior.

Si el tema te interesa, puedes encontrar mucha más información en las referencias citadas
al principio.
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