Capitulo

Derivadas

El arte de nombrar y de medir con exactitud aqtello
delo queni siquiera puede concebirse su exstencia.

Voltaire

6.1. Introducdon

Los origenes del Célculo estuvieron motivados por € deseo de resolver diversos problemas
vinculados a movimiento de los cuerpos, asi como problemas de tipo geométrico de impor-
tancia en Opticay problemas de cdculo de valores méximos y minimos de una funciéon dada.
Simplificando, podemos destaca das problemas principal es:

e Determinar latangente auna aurva en un purto (el problema de las tangentes).

e Determinar el &rea ecerada por una aurva (el problemade las cuadraturas).

Son los conceptos de derivada e integral, respedivamente, 1os que permiten resolver satis-
fadoriamente dichos problemas. Mientras que d concepto de integral tiene sus raices en la
antigiiedad clésica la otra ideafundamenta del Céculo, la derivada, no se formulé hesta d
siglo XVII. Fue d descubrimiento efecduado pa Sir IsaacNewton (1642- 1727) y Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646- 1716 delareladdn entre estas dos idess, tan dispares en apariencia,
lo gueinicié el magnifico desarrollo del Célculo. Si bien los trabajos de Newton y Leibniz son
dedsivos por sus aportadones e influencia, no hay que olvidar que dlos on el purto culmi-
nante de un largo proceso en € que han participado cientificos de la talla de Johannes Kepler
(1571 - 1630, René Descartes (1596 - 1650, Pierre de Fermat (1601 - 1665, John Wallis
(1616-1703 elsaacBarrow (1630- 1677) entre otros.
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Concepto dederivada. Interpretacion fisica y geométrica 202

6.2. Concepto de derivada. I nterpretacion fisica 'y geométrica

Para entender los resultados del Célculo diferencia es necesario, antes que nada, com-
prender laideabéasica del mismo: € concepto de derivada. La derivada de una funcion puede
interpretarse geométricamente como la pendiente de una aurva, y fisicamente como urarazon
“instantanea” de cambio.

6.2.1. Tangenteaunacurva

En la primera mitad del siglo XVIl no se cnacian métodos generales para cdcular la
tangente auna aurva en un purto de la misma. Este problema se presentaba cn freauencia
en mecdaiica, en opticay en geometria, y generalmente se resolvia, de forma geométrica, con
témicas adaptadas a cala cao particular. La dificultad esta en que, siendo la tangente una
reda, se predsa conace dos purtos de lamisma, o bien un purio y su pendiente, para pocerla
determinar.

Supongmos que queremos hallar latangente auna aurvade eaiadon catesiana y = f(x)
en e purto (¢, f(a)). La estrategia, usada primero pa Pierre de Fermat y més tarde por New-
ton, consiste en aproximar latangente por redas fcantes cuyas pendientes § pueden cdcularse
diredamente. En particular, consideremos lareda que une d punto (a, f(a)) con un puro ce-
cano, (x, f(x)), delagréficade f. Estareda se llama una secate (reda que crta ala arva,
pero noestangente ala aurva). La pendiente de esta secante es:

J(x) = f(a)

X —d
dicho nimero suele llamarse cociente incremental de f ena.

Observa gque una secante es una buena

/ aproximadoén ck la tangente, siempre que

e purto (x, f(x)) estéproximoa(a, f(a)).

Estas consideradones llevan adefinir latan

genteala gréafica de f ene purto (a, f(a))

fx) = f@ como la reda que pasa pa dicho purto y
cuya pendiente esigud al limite:

x—a lim PAC P AC))

xX—a X —a

(a, f(a))

supuesto, claro esta, que dicho limite eis
Figura6.1. Secaite ta

6.2.2. Razdn de cambio puntual y velocidad instantanea

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia 0 la Econamia, son funciones que rela-
cionan ura variable “dependiente” y con dra variable “independiente” x, 1o que suele escri-
birse enlaforma y = f(x). Si lavariable independiente canbia de un vaor inicial a aotro x,
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Raz6n de cambio puntual y velocidad instantanea 203

lavariable y lo hacede f(a) a f(x). Larazon de cambio promedio de y = f(x) conrespedo
axendintervalo[a, x] es:

_ S~ [

X —d

Razdn ce canbio promedio

Con freauencia interesa considerar la razdn de canbio en intervalos cada vez mas pequefics.
Esto lleva adefinir lo que podemos llamar “razén de cambio purtual de y = f(x) conrespedo

ax ene purto a” como:
i L) = f(@)

X—a X —d
El ggemplo més conacido e esto que dedmos es el de un movil que se mueve alo largo deuna
reda sobre la aual hemos elegido un aigen. Seas(¢) laposicion dgl moévil en el tiempo ¢, es
dedr, ladistancia con signo cel mavil a origen en €l tiempo ¢. Larazdn de canbio promedio
tiene en este caso urainterpretadon fisicanatural;

s(a+h)—s(a)
h

Eslavdocidad media del movil en el intervalo de tiempo comprendido entrea y a + 4. Parece
intuitivo que, en cada instante, el movil se mueve mn ura determinada ve ocidad instantanea.
Pero no hay manera de medir diredamente una velocidad instantaneg un instante quiere dedr
unaposicion en lareda: lavelocidad instantaneadel mévil parat = a eslaveocidad gue tiene
cuandoesta enlapaosicidons(a). Lavelocidad instantanea esuna ebstracdén de un caaderistica
fisicadel movimiento, pero noes una magnitud que podamos observar diredamente. La Unica
definicion razonable de velocidad instantédnea e como larazdn de canbio purtual:

lim s(a + h) —s(a)
h—0 h

Notacién. En lo que sigue usaremos las letras I, J para representar intervalos no vados de
ndmeros redes.

6.1 Definicién. Sedicequeunafuncion f: I — R esderivable en un puntoae/, s existe

e limite: .
im L&) = f@)
x—>a X —da

Explicitamente, f* esderivable en a si hay un nimero L € R verificando que para cala nimero
¢ > 0 existe dgun nimero 6 > 0 tal queparatodox € 7 conx #ay| x —a |< § setiene que

SO = f@

X —d

L|<e.

Dicho nimero L sellamaderivadade f en a y lo representaremos por f”/(«) (notadén debida
aLagrange).

La notaddn de Lagrange tiene la gran ventgja de porer de manifiesto que d aplicar la
operadon e derivadon a una funcion oltenemos una nueva funcion, que esta definida en
todcs los purtos donce la funcion dada seaderivable. Es usual considerar funciones derivadas
definidas en interval os.
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6.2 Definicion. Dadaunafuncion f:1 — R derivable entodo purto de 7, lafuncion derivada
de f eslafuncién /' : I — R que a calapunto x € I hace orresponcer laderivadade f en
dicho purio.

6.3 Observaciones. i) El limite lim Sx) = f(@)

x—a X —a

i L@t~ f@)

h—0 h

ii) La derivabilidad de /" en un purtio ¢ € I es una propiedad local, depende solamente del
comportamiento de f enlospurtosde I préximosa purto a. Concretamente, si J escualquier
intervalo akierto que contiene d purto a, se verificagque f es derivable ena s, y sdlo g, la
funcionrestricdon f|;n s esderivable ena y, por supuesto, en tal caso ambas funciones tienen
lamisma derivada en a.

se puede escribir también de la forma

L anotacion diferencial deL eibniz. Lanctadén
x esdebida aLeibniz.

pararepresentar laderivadade f en

df(x)
dx

Leibniz interpretaba ese simbolo como un “cociente diferencial” pues é o entendia asi:
como uncociente de cattidades infinitesimales, y lo manejaba como uncociente; por ejemplo,
se puede multiplicar o dividir, seglinconvenga, por dx o df(x) . Enel capitulo 5 hemos visto
los problemas que planteaba d uso de cantidades infinitesimales, y cdmo, finalmente, a partir
del Ultimo tercio del siglo XIX, fueron totalmente ebandoredas. Por eso, la interpretadon de
Leibniz de la derivada, aunque intuitiva, no es la que se sigue en lagran mayoria de los cursos
de cdculo®.

A pesar de lo dicho, es freauente, sobre todo en libros de ingenieria, usar la notadén de
Leibniz y mangjarla como é |o hada. Creo que esto es Util porque la natadén de Leibniz
tiene una gran fuerza heuristica, y no debe presentar ninglin poblema, siempre que no acaes
creyendo que una derivada, tal como la hemos definido, es un cociente de infinitésimos. Y
siempre que dicha notadon se use cwmo unmero simbalismo y no se hagan demostradones
apoyadas en su suplesta significadoén.

Unadificultad de lanotad6n de Leibniz es que no es comoda para representar |la derivada

d/f(x)

en un purto concreto. Podemos entender que ————— eslafuncion derivada /7 (x), pero ¢ @mo

dx
d d
indicamos la derivada en purto concreto a? Las notadones ](;(a) y J(;(x)
X X

Lo que suele hacese es escribir:

(a) son confusas.

df(x)
dx

xX=a
d
gue, redmente, es una notadén incomoda. Una posible mejora seria escribir d—f(x) para
X
representar f/(x), en cuyo caso (;—f(a) indicaria f”/(a).
X

Laverdad es que lamayoria de los libros de ingenieria que usan estas natadones |o hacen
sin preocuparse mucho pa su significado, y esa es una causa importante de que muchas veces
no se eitienda bhien lo que escriben. Las natadones n importantes y hay que mangarlas

1AunqLe si en los cursos de Andlisis No Estandar basados en los hiperredes de A. Robinson.
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cuidadosamente. Y todavia mas, cuando ura notadén se supore que tiene un significado casi
magico, y que por su fuerza simbdica dla sola, por si misma, propaciona demostradones.
Volveremos a mnsiderar este asunto méas adel ante.

6.4 Definicion. Supuesto que 1 es derivable en ¢, lareda de eaiaddn catesiana

y=f@)+ fl@)(x—a)

se llamarecta tangente alagraficade f en e purnto (a, f(a)), y también reca tangente a f°
enx =a.
Cuando f”/(a) # 0, lareda de ewadon:
(@ = ——(x—a)
=fla)——F—x—a
g /(@)

eslarectanormal alagréficade f ene purto (a, f(a)),y tambiénredanorma a f enx =a

6.2.2.1. Elementosdeuna curva relacionados con la derivada

En lafigura 6.2 se han representado alguncs elementos de una aurva que se expresan pa
medio de la derivada.

U
H X\ /p

9

v

o
9

) N
Vv

Figura6.2. Elementos de una aurvareladonados con la derivada

Lapendiente de latangente estg(f) = y’.

Lapendiente delanormal estg(a) = tg(z/2 + 60) =—1/y’.

El segmento T M eslasubtangente. Sulongtud viene dadapor 7M =y cotg(6)=y/y’.

El segmento M N eslasubnormal. Sulongtud viene dadapor M N = ytg(f) = yy’.
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= Los ssgmentos interceptados en losgjes OX y OY por latangente son

OT =0M —TM =x—y/y’
OV =PM -PQO=y—xtg®)=y—xy’

= Los sgmentos interceptados en los gfes OX y OY por lanormal son

ON = OM + MN =x + ytg(d) =x + yy’
OU=0OH+ HU =y +xtg(¢) =y +xtg(n/2—-0)=y +x/y’

6.2.3. Derivadaslaterales

6.5 Definicion. Sediceque f esderivable por laizquierdaen a i existe d limite:

i ) = S(@
xX—a X —da
x<a
El valor de dicho limite se llamala derivada por laizquierdade f ena.
Andogamente sediceque f esderivable por laderechaen a, s existe d limite;
i ) = (@
X—>a X —da

x>a

El valor de dicho limite se llamaladerivada por la derechade f ena.

Teniendo en cuenta la reladén gue hay entre d limite de una funcion en un puro y los
limites laterales, es claro gqLe:

i) Sia =max I, entonces la derivabilidad de f en a eslo mismo que la derivabilidad par
laizquierdade f ena.

i) Sia =minI, entonces laderivabilidad de " en a eslo mismo que la derivabili dad par
laderechade f ena.

iii) Si a noesunextremo de I, entonces equivalen las afirmadones:

a) [ esderivable ena.
b) Lasderivadas por laizquierday por laderechade f en a existen y coinciden.

6.2.4. Propiedades de lasfunciones derivables. Reglas de derivacion

El siguiente resultado ncs dice que la derivabilidad es una propiedad més fuerte que la
continuidad.

6.6 Proposicion. Todafuncidn derivable en un purto es cortinuaen dicho purto.
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Demostracion. En efedo, s f: I — R esderivable en a, de laigualdad:

r0 = f@+ -0 (ep 0

sesigueque Iim f(x) = f(a), esdedr, f escorntinua ena. O
xX—>a

6.7 Teorema (Reglas de derivacion). Sean f,g:I — R dos funciones. Se veifican las
siguientes afirmaciones:

i) Lafunciones suma, f + g, y producto, fg, son derivables entodo puto a € I en e que
1y g sean cerivables, y las derivadas respedivas vienen dadas por:

(f+&)(@=f+g'@:; (f2)(a)=/["@g)+ f(a)g'(a)
i) S g(x)#0paatodox € I, lafuncion cociente /g esderivable entodo putto a € 1
ene gue /'y g sean derivables, en cuyo caso se veifica que

(1)’ @ = L @e@ ~ f@g'@
g (g(a))?

Demostracion. Lasreglas de derivadon se prueban muy fadl mente hadendo wso delas propie-
dades algebraicas de los limites y la definicion de derivada. Es auficiente que tengas en cuenta
las dguientes igualdades:

U+ -(f+9@ _ J&)=[@  gx) =g

X —da X—a X—a
(fo)x) - (fe)l@) _ f(X)—f(a)g(x)+f(a)g(X)—g(a)
X —a X —a X —a
{0 -7@ g -g@ 1
X —a N x—a g(x)g(a)

De la primera'y segunda igualdades s deduce tomando limites parax — « , las reglas para
la derivada de una sumay de un produwcto. Igualmente, de la tercera igualdad, se deduce la
derivada de é, de dondk, se ohtiene la derivada de f = fé hadendo ws0 de laregla para
derivar un producto. O

Como las funciones constantes tienen derivada nula en todo purto y la funcién identidad,
f(x) = x, tiene derivadaigual a 1 en todo puro, aplicandolas reglas de derivaddn anteriores
se obtiene d siguiente corolario.

6.8 Corolario. Lasfunciones pdindmicas son dcerivables en todo purto y las funciones racio-
nales on cerivables entodo purio de su conjunto naural de definicion. Ademéasla derivada ce
la funcién pdindmica f(x) = ag + a;x + asx? + --- + a,x™ en cada purno x € R viene
dada po:

F(x) =aj + 2a2x + 3a3x? + -« + na,x""!
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6.9 Teorema (Derivacion deunafuncion compuesta oregladelacadena). Sean f: I — R
yg:J—>Rconf(I) Cc J,ysea h=gof:I — R lafuncion compuesta. Supongaos
gue f esderivable ena € I y que g es derivable en f(«). Entonces / es derivable ena y
h'(a) =g'(f(a) [ (a).

En paticular, s g esderivable en J, la funcién compuesta 2 = go f esderivable en todo purio
de 7 donce f sea derivable.

Demostracion. Pongamos b= f'(«). Tenemos que probar que)!ima M =g'(b) f(a).
g X —d
Por hip&tesis £ aumple que::
fim D =8®) | SO =L@ o
y=b y—b x—a x-—a

Laideade la demostradén es hacea en esta igualdad la sustitucion y = f(x). Como no esta
garantizado pa las hipdtesis hechas que para x # a se tenga f(x) # b, no esta justificado
hace diredamente la sustitucion indicada (dividir por cero estd prohibido). Podemos evitar
esta dificultad como sigue. Definamoslafuncién ¢ : J — R por:

— g
o) = E=ECL (2 b), o) = ' 0)

Conédlo lafuncién ¢ escortinua en b. Esinmediato ahora comprobar que paratodox € I con
h(x) —h(a)

x # a severificaque
X)— a
— o(fxy) = S@
X —d X —d
Ahora, como f es continua en a (porque es derivable ena) y ¢ escontinua en b = f(a), se
sigueque ¢ o f escontinua en a, por 1o que:

Iim ¢(f(x)) = ¢(f(@)) = ¢(b) = g"(D).

(6.1)

Laigualdad (6.1) nos dice dora que:

lim ) =@ _
X —d

X—a

g'(b)f'(a)

como queriamos probar. 0

Regla de la cadena a estilo Leibniz. Una demostraddn de la regla de la calena d “estilo
Leibniz” podia ser como sigue. Por una parte, tenemos que y esfuncion de x atravésde g, es
dedr, y = g(x). También tenemos que x esfuncion cer atravésde f, x = f(¢). Entoncesla
variadon ce y respedo at se hacepor intermedio de x:

dy dy dx
dt dx dr

Hemos acédado. Todolo que hemos hecho hasido multiplicar y dividir por dx .

(6.2)

No sélo gue pensara tl de esto, pero ami me pareceia una broma que dguien pretendiera
gue lo gue hemos hecho es una demostradon. Primero: ¢qué es dx ? Porque s es un simbalo,
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no tiene sentido multiplicar y dividir por é (salvo que a eta operadon se le hukiera asignado
previamente un significado predso) y s es un nimero ¢@mo esta definido? gjué reladon
tiene ese nimero con la derivada? Pregurtas sn respuesta. A esto me referia d dedr que una
notadon, por si sola, no sirve para demostrar nada.

Ademas, e simbadlismo empleado en laiguadad (6.2) noindicadénck se evallia cala una
de las derivadas, y eso es fundamenta para entender laregla de la calena. Fijate que laregla
de la calena nos dice que la derivada de una funcion compuesta de das funciones derivables,
h(x) = (g o f)(x), viene dada por

h'(x) =g'(f(x) f'(x)=(g"o /H(x)f'(x) (6.3)

gue esun producto de dos funciones, g/(f(x)) y f/(x), perolaprimerade dlas g’(f(x)) =
(g'0 /) (x) esunafuncién compuesta. Por eso si queremos volver aderivar en laigualdad (6.3),
debemos aplicar la regla para derivar un producto y, para derivar € primer fador, debemos
aplicar laregla de la cadena. Es por eso que, en laregla de la cadena, es fundamental indicar
los purtos donck se evallian las derivadas.

Lancotaddn en laigualdad (6.2) es mala porque noindicadonck se evalla cada una de las
derivadas. Pero también es mala por las razones sguientes.

e Una misma letra representa dos funciones distintas. En (6.2) la letra y aparece ala
izquierda y ala derecha. A laizquierda representa la funcion compuesta y = g(f (7)), ala
derecha representa lafuncion y = g(x).

e Unamisma letra representa una funcion y ura variable. Laletra x en la parte derecha
representa lavariable en y = g(x), y también representalafuncion x = £(¢).

Demasiado confuso ¢verdad? A pesar de lo dicho, laigualdad (6.2) aparece @ muchaos
textos de mateméticas paraingenieros y en textos de fisica, sin ninglncomentario, sin explicar
lo quesignificay pretendiendo que constituye por si mismaunademostradon. Lo peor detoda
esque s te la ensefian asi puedes crea que la entiendes, y entonces una de dos: o la entiendes
de verdad, como acdo dce explicarlo, o te engafias y redmente no sabes |0 que aees sber.
Lamentablemente, de estas dos paosibili dades la més freauente es la segunda

Y...sinembargo, laigualdad (6.2) es muy simpley fadl derecordar, y permite conjeturar
laregladela calenasin necesidad de demostrarla (por eso dedmos que lanatadédn de Leibniz
tiene un gan vaor heuristico). Mi consgjo es € siguiente: puedes usar lanctaddn ce Leibniz
siempre que te ayude en lo cdculos, pero no cebes dejarte llevar por lanatadon sino que debes
entender 1o que estas hadendo en cada momento.

6.10 Ejemplo. Sabiendo qle y = senx y x = cost, se pide cdcular la derivada de y con
respedo at.

Lo gue nos piden es cdcular la derivada de la funcién compuesta /1(¢) = sen(cost). Aqui
g(x) =senx, f(t) = cost. Tenemos que

h'(t) =g'(f () f'(t) = —cos(cost) sent

Al estilo Leibniz:

dy dy dx

FTEr TR CoSx(—sent) = — Cosx sent
Pero esta igualdad debe ser funcién de ¢ por lo que hay que sustituir x = cost y se vuelve a
ohtener €l resultado anterior. ¢
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6.2.5. Ejercicios propuestos
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Empezaremos con dgunas de las aplicaciones mas encill as y atractivas del calculo
diferencial. En esquema, se trata de lo siguiente; calcular la tasa de variadon de una
magnitud cuandose conacelatasa de variacion de otra magritud relacionadacon ella.
En este tipo e gercicios la “ tasa de variacion” seinterpreta como una derivaday, en
la mayoria de los casos, basta usar la regla de la cadena paa oltener 1o que se pide.
Hay que degir las unidades de acuerdo con los datos del problema; por gemplo, s un
volumen se mide en litros tendremos que medir longtudes con dedmetros.

¢Con qué rapidez baja d nivel del agua contenida en un depdsito cilindrico s estamos
vadanddo arazdn de 3000litros por minuto?

Se esté llenando un dobo & forma esférica @n gas a razdn de 50cm3/s. Calcula la
velocidad alaque estd auimentandoel radio, r, del globocuandosu vaor esr = 5.

Un purto P se mueve sobre laparte de lapardbdax = y? situada en el primer cuadrante
de forma que su coordenada x esta aumentando arazdn de 5cm/sg. Calculalavelocidad
alaque d purto P se dejade origen cuandox = 9.

Se estallenando un apdsito cénico apoyado en su vértice arazdn de 9 litros por segunda
Sabiendo que la dtura del depdsito esde 10 metrosy €l radio de latapadera de 5 metros,
¢ @nN qLé rapidez se deva d nivel del agua auando ha dcanzado ure profunddad de 6
metros?

El volumen de un cuboesta aumentandoarazon de 70cm? por minuto. ¢Con qué rapidez
estd aumentando el area wiandolalongtud ddl lado es de 12cm?

Un barco A4 se desplazahada d oeste con ura velocidad de 20 mill as por hora 'y otro
barco B avanza hada d norte a15 mill as por hora. Ambos < dirigen hada un purio
O dd océao en € cual sus rutas £ auzan. Sabiendo que las distancias iniciales de los
barcos A y B a purto O son, respedivamente, de 15 y de 60 mill as, se pregurta: ¢A qué
velocidad se acecan (0 se degjan) los barcos entre si cuando ha transcurrido ure hora?
¢Y cuando hen transcurrido 2 haas? ¢En qué momento estdn més proximos uno e otro?

Una bda esféricade hielo se esta derritiendo ce forma uniforme en toda la superficie, a
razon de 50cm3 por minuto. ¢Con qué velocidad esta disminuyendo e radio de la bda
cuando este mide 15cm?

Un hambre se deja de una farola arazdn de 1,5m/sg. Sabiendo qe la dtura del hom-
bre es de 1,8 metros y la de la farola de 15 metros, cdcula la velocidad a la que et4
aumentandola sombra del hombre proyedada por laluz.

Unfaro, cuyalinterna gira a8 revoluciones por minuto, se encuentra situado a 3 kilbme-
tros de una msta redilinea Calculalavelocidad con que d rayo de luz recorre la orilla
cuandoe anguo deincidencia del rayo de luz conlalineade la wsta es de 45 grados.
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Los sguientes gercicios on de clculo de derivadas y de tangentes y normales a distin-
tas curvas. Cuandoen unegjercicio intervienen parametros, debes expresar las luciones
de la forma méas sncill a pasible.

185 Calcula(f o g)’(x) end vaor indicado ce x en los dguientes casos:
2
1 f(x)= Tfrl gx)=10x2+x+1, x=0
x—1)\? 1
2 f(x)—(—x+l) , g(x)—;—l, x=-1
186 Calcula en cada caso €l valor dea y b en funcion de ¢, para que exista la derivada en e
purto ¢ de cala una de las gguientes funciones:
1
x2, x<c — |x] > ¢ { cosx, x<c
X)= X )= X)=
J &) {ax+b, xX>c J ) {ltx-!—bxz, x| <c J &) ax+b, x>c
187. Supon@mos que f esderivable ena, gescontinuaenay f(a) = 0. Pruebaque fg es
derivable en a.
. . t)— f(a— -
188 ¢Esciertalaiguadad /' (a) = tll’m Jat )2t/(a l)?\]ustlflcatu respuesta.
—a
189 Supongmos que las funciones 'y g y sus derivadas tienen los sguientes valores en
x=2yx=3.
x | f(x) | g(x) | [(x) | g'(x)
2 8 2 13 -3
3 3 -4 2w 5
Calcular las derivadas de las sguientes funciones en los valores dados de x:
a f(x)g(x), x=3 b) f(x)/g(x), x=3
0 f(gkx). x=2 d) (/)2 + (gx)? x=2
190 Supongmos que las funciones [y g y sus derivadas tienen los valores que se indican
en latabla
x | f(x) | g(x) | [(x) | g'(x)
0 1 5 2 -5
1 3 -2 0 1
2 0 2 3 1
3 2 4 1 -6
Calculaunatabla andloga paralas funciones fogy go f.
191 Calcula diredamente, aplicando la definicion, la derivada de f(x) = x* en un puro
genérico a.
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192 Caculadirecdamente, aplicandoladefinicion, laderivadade f'(x) =+/x + 7 en€e purto
a=-—1.

193 Supongmos que f es una funcion ge verificauna desigualdad del tipo | f(x)| < |x|”
en algunintervalo abierto que cortiene a ceo, donck r > 1. Prueba que f es derivable
eno0.

194. Sea f unafuncionta que f(x + h) = f(x) + 3xh + h?> — 2h paratodas x, / € R.
Cacula f/(0)y 17(2).

195 Caculaladerivada en todo purio de lafuncion definida por

2 1 0
fy={ T X7
0, x=0
196 Desarrolla (1 + x)" por el binomio de Newton y derivalaigualdad resultante para probar
las igualdades sguientes:
" n " n
> k(k) =n2"" 1, > k(k - 1)(k) =n(n—1)2"2
k=1 k=2

197. Calcula los purtos en que la dibica de ewadon y = ax3 + bx? + cx + d, donce
a,b,c,d son constantes redes, tiene tangente horizontal. Debes estudiar los distintos
casos pasibles.

198 Calculaun purto ¢ por la condcion de que latangente alapardbda f(x) =x2+ax+ B
en e purto (¢, f(c)), seaparaela ala aserda que une dos purtos dados 4 = (a, f(a)) y
B = (b, f(b)).

199, Calculalaseaiadones delasredastangentey normal aunapardbda f(x)=ax?+bx+c
en un puro genérico (1, v) delamisma.

200 Caculalas easadones de las redas tangente y normal a una hipérbola de eaiadon ca-
tesanax? — y2 = 1, en un purto genérico (u, v) delamisma

201 Calculalas eauadones de las redas tangente y normal auna dipse de eaiadén

2 2
XY
a? b2
en un purio (1, v) delamisma.
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6.2.6. Ejerciciosresueltos

iAntes de ver lasolucidn de un gercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto ¢Con qué rapidez baja d nivel del agua contenida en un depdsito ci-
lindrico si estamos vadanddo arazon de 3000litros por minuto?

Solucion. Sear €l radio del cilindro y 4 la dtura medidos en dedmetros. Sea V() €
volumen de agua, medido en litros (dem?), que hay en @ cilindro en € tiempo t medido
en minutos. Lainformadon que nos dan es unatasa de variadén

V(t+1)— V() =—-3000 litros por minuto

En este tipo de gercicios la tasa de variadén se interpreta como ura derivada: V' (1) =
—3000. Fijateque V(r +1to) — V(tg) &= V'(to)t, por lo quelainterpretaddn esrazonable.
El signo regativo de laderivada es obligado ya que d volumen disminuye mnel tiempo.
Como €l radio es constante pero la dtura del agua depende del tiempo, tenemos

V(t) = nr?h(r)

y deducimos
V'(t) = —3000 = 7r2h'(t)
Por tanto 3000
h'(@) = ——— dedmetros por minuto
Tr

. , 3 .
Si expresamos las medidas en metros, entonces 4'(r) = ——— Metros por minuto.
nr
Observa que lo que redmente hemos cd culado es:

Ve +1)= V() 3000
wr? o2

V+)=V(O)=ar2(h(t+1)—h(t)) = h@t+1)—h(t)=

gue eslatasade variadon ce la dtura en unintervalo de 1 minuto. Pero, como yate he
dicho, en estos gjercicios s identificalatasa de variad6n con ura derivada, lo cud es,
claro esta, una groximadon. ©

Ejercicio resuelto Un purto P se mueve sobre la parte de lapardbda x = y? situada en
el primer cuadrante de forma que su coordenada x estd aumentando arazdn de 5cm/sg.
Calcular lavelocidad alaque d purto P se dgjadel origen cuandox = 9.

Solucion. Sean (x(z), y(¢)) las coordenadas, medidas en centimetros, del purto P en €
instante r medido en segundes. Nos dicen que y(¢) = 0y que x(¢) = y(¢)%. Ladistancia
del purto P d origen viene dadapor /(1) = /x (1) + y(¢)?, por lo que

x(O)x'(0) + y(0)y'(0)

Vx()? + y(1)?

Lo gue nos piden es 1 (¢y) sabiendo gie x(fp) = 9. En tal caso ha de ser y(¢y) = 3.
También conccemos x/(7) = 5 (cm/sg). Con éllo es fadl deducir € valor de y'(z9) =

/)=
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(¢ 5
X (to) = —. Finamente,

2y(t) 6

x(t0)x'(to) + y(to) ' (1) _ 45+ 3(5/6) _ 95

X +rw? 819 6VI0

cm/sg

f(to) =

©

Ejercicio resuelto Se est4 llenando un a@pdsito conico apoyado en su vértice arazon de
9 litros por segunda Sabiendo que la dtura del depdésito esde 10 metrosy €l radio dela
tapadera de 5 metros, ¢@n qLé rapidez se deva d nivel del agua auiando ha dcanzado
una profunddad de 6 metros?

Solucioén. Expresaremos todas las medidas en metros. Si V(¢) esd volumen de agua que

hay en el depésito en el tiempo s medido en segundcs, nosdicen que V/(r) = % m3/sg.
Sabemos que V(1) = %n r(¢)%h(t) donck h(t) es
la dtura, medida desde d vértice, alcanzada por €
agua en € tiempo ¢ y r(z) es @ radio de la sec
cion transversal del cono a la distancia /(¢) desde
d vértice Por semeanza de trianguos deducimos

r h R 1
que RoH edonde, r =r(¢) I (t) 3 (t)

1
Luego V(¢) = i h(t)3,y

Figura6.3. Depdsito cénico
9 b4
V(1) = — = =h(t)®h'(1).
Voo
Luego, cuando/(z)=6, deducimos que m:%%h/(to), estoes, i/ (tg)=

1,146 m/h.

m/sg &
1037 M =

Ejercicio resuelto El volumen de uncuboesta aumentandoarazon de 70cm? por minuto.
¢Con qlé rapidez estda auamentando €l drea wandolalongtud cel lado esde 12cm?

Solucion. SeaV(¢) el volumen del cubo, medido en centimetros clbicos, en e tiempoz,
medidoen minutos. Si L(¢) eslalongtud en centimetros del lado en € tiempo ¢, tenemos

!/
que V(t) = L(1)3,dedond, L'(t) = 3‘2(?;2 . Como nos dicen que V'/(¢) = 70 cm/min,
deducimos que auando L(zy) = 12, L'(ty) = 3(1—2)2 El dreadd cubo viene dada por
S(t) = 6L(t)?, deducimos que S’(ty) = 12L(to) L' (ty) = ? cm?/min. ©

Ejercicio resueito[83] Un barco 4 se desplazahada € oeste con ura velocidad de 20 mill as
por horay otro barco B avanza hada d norte al5 millas por hora. Ambos < dirigen
hada un purto O del océao en € cua susrutas € auzan. Sabiendo gie las distancias
iniciales de los barcos A y B a purto O son, respedivamente, de 15 y de 60 mill as,
Se pregurta: ¢A qué velocidad se acecan (0 se dejan) los barcos entre si cuando ra
transcurrido ure hora? ¢ cuando han transcurrido 2 haas? J4&n qué momento estan
mas proximos uno ck otro?
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Solucién. Tomamos € purto O como origen de mordenadas, tal como se indica en la
figura. Llamemos x (¢) aladistancia, medida en mill as, que separa d barco 4 de O. Nos
dicen gue x(0) = 15y x’'(¢r) = —20 mill as por hora. Observa que como lafuncién x (¢)
es deaedente su derivada debe ser negativa. Andlogamente, sea y(¢) la distancia que
separa d barco B de O.

Nos dicen que y(0) = 60y y’(t) = —15 mill as por
hora. La distancia entre los dos barcos viene dada

<4 por f(t) = v/x(¢)* + y(¢)2. Tenemos
// / /
x(0)? + y(0)?
Cuando ha pasado urahora x(1) = 15 — 20 = -5,
y(1) = 60 — 15 = 45. Deducimos que
B/ (1) = (—=5)(—=20) + 45(—15) __ 115 mill ah

(=5)% + (45) V82

Donde d sigo regativo indicaque se estan acecan-

do gladistancia entre dlos esta disminuyendo)..
Cuando han pasado das horas x(2) = 15 — 40 = —25, y(2) = 60 — 30 = 30."Deducimos

que

Figura6.4. Cruce de barcos

(—25)(=20) +30(—15) _ 10

V252 + (302 Vel

Donde d sigo pdasitivo indicaque se estén agando (la distancia entre dlos estd aumen-
tando).

/)= mill as’h

La distancia entre los dos barcos es minima auando la derivada es nula (fijate que la

derivada pasa de negativa apasitiva). La condcion f/(zy) = 0 equivale alaiguadad

—20 x(to) — 15y(t9) = 0. Sustituyendoen ella x(#9) = 15 — 20¢y, y(to) = 60 — 15¢,
_ 117 48 1

obtenemos 7o = 35. x(£2) = 1, () = 136, Ladistancia minima aque se quzan

los barcos es f(33) = 39 miill as. ©

Ejercicio resuelto Una bda esférica de hielo se esta derritiendo e forma uniforme en
toda la superficie, arazon de 50cm?® por minuto. ¢Con qué velocidad esta disminuyendo
el radio delabda aiandoeste mide 15¢cm?

4
Solucion. El volumen delabda en € instante r minutos viene dado pa V(¢) = 57‘[ r(t)3

centimetros cubicos. Nosdicen que V' (¢) = —50. Deducimos que —50 =4 7 1 (¢)%r'(2).
Si r(ty) = 15, sesigue que
—50

1
(o) = =— cm/min
rlo) = s T T8

Laderivada es negativa, como debe ser, ya que d radio esta disminuyenda ©
Ejercicio resuelto Cacula(f o g)'(x) end valor indicado ce x enlos sguientes casos:

. 2x
a fx)= 3 . g(x)=10x24+x4+1, x=0
x“+1
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1\?2 1
b) f(x)= (+1), gw=b-1 x=o1

Solucion. Este gercicio lo puedes hace de dos formas: cdculando en caso la funcion
compuesta (f o g)(x) y derivandda, o aplicandolaregla de la calena sin necesidad de
cdcular previamente la funcion compuesta. Esta segunda forma es mucho mas rapida.
L as derivadas que nos piden son las dguientes.

2

a) f'(x )—( 2+x1)2, g'(x)=20x+1=(f0g)"(0)=f"(g(0)g"(0)=f"(1)g'(0)=
i. El otro apartado se haceigual. ©

Ejercicio resuelto Calcula en cada caso € valor dea y b enfuncion de ¢, paraque exista
laderivada en e purto ¢ de cala unade las dguientes funciones:

2 - 1 <
F)= { x<c f(x):{ e x| > ¢ f(x):{ cosx, x<c

ax+b, x>c ax+b, x>c
T a+bx? |x|<c

Solucién. Consideremos la segunda de las funciones anteriores. Tenemosque f(x) =t El

parax < —c 0x > ¢,y f(x) =a + bx? paa—c < x < c. Imporemos primero la
condcion ce que f sea orntinua en c. Tenemos que f(c) = a + bc? = )ll_rpc f(x),y
x<c
1 _ 1 . s 2_ 1 s
I|m f(x)_T_E.Debem05|mporerla<x)nd(:|ona+bc = ~. Impondemos también
X>C‘
la condcidn de que los limites laterales en ¢ de laderivada de f coincidan. Parax > ¢

e f(x)= L, porloque
1 1

I|m fx)=I1m-—=——.
2 2
x>c x:g X ¢

Andogamente
[im f/(x) = lim 2bx = 2bc.
X—>C xX—>C
x<c x<c

Debemosimporer la ondcion 2be=—%. Deducimos queb=—515 y a=—bc? + 1 =55,

Observa que las condciones que hemos obtenido son recesarias para que f seaderi-
vable en ¢. Pero dichas condciones también son suficientes como conseauencia de la
propasicion 6.19. No es necesario, por ello, que comprobemos que, conlos valores de a
y de b oltenidos antes, efedivamente f es derivable en c.

Las otras dos funciones = estudian de la mismaforma. ©

f( +t)—f(a 1)

EjerC|C|oresueIto- ¢Esciertalaigualdad f/(a) = ? Judtificatu
respuesta.
Solucién. Tenemos que
Sla+t)—fla—-1) fla+1)—f(a) n fla)—jfla—1t)
2t N 2t 2t N
_Jetn—f@ 1f@-0-f@
2 t 2 —t
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Y basta tener en cuenta que:

n LerD=S@ _  Sa=0= /@
—t

t—>a t—a

= /(@)
©

Ejercicio resuelto Supongmos que las funciones 1y g y sus derivadas tienen los g-
guientesvaloresenx =2y x = 3.

A ACIN R {CORIACIN N C))
2] 8 2 | 13 -3
3/ 3 | 4| 2 5

Calcular las derivadas de las sguientes funciones en los valores dados de x:
a f(x)gx), x=3 b) f(x)/g(x), x=3
0 f(gx)), x=2 d V(/(x)? + (g(x)2, x=2
Solucién. a) (fg)'(3) = f'(3)g(3) + f(3)g’(3) = —8x + 15.
b) (f)’ 3) = S'3)gB3) - /(3)e'B) _ 87— 15
2(3)2 16
Q) (fog)(2)=/"(g2)g'@D=/f"(2g'(D=-
/') fQ2) +¢'(2)g(2) 5

d) h(x) = (/)2 + (g(x)2 '(2) = e - ©

Ejercicio resuelto Supongmos que f es una funcién que verifica una desigualdad del
tipo| f(x)| < |x|” en dgunintervalo abierto que mntiene a ceo, donck r > 1. Prueba
gue f esderivable en 0.

Solucion. Ladesigualdad | f(x)| < |x|", conr > 0, implicaque f(0) = 0. Tenemos que
f(X) f(O)‘ ‘f( x)

<||r1

Comor—1 > 0, setieneque lim |x|’_1 =0, lo que, por ladesigualdad anterior, implica
x—0
que

— |lim ———~>=0.
x—0 x—0

f(X) f(O)' - Sx) = (0

x—>0

Luego f esderivable en 0y f/(0) = 0.
Ejercicio resuelto Calculaladerivada en todo purio de lafuncién definida por

f(x)z{ Pl w0

0, x=0

.y e 1
Solucion. Parax # 0 severificaque | f(x)| = |x2sen —| < x2. Como £(0) = 0, resulta
X

que | f(x)] < x? paratodox € R. El gercicio anterior implicaque / es derivable e
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0 con f/(0) = 0. En los intervalos | — oo, 0] y ]0, +oc[ la funcién dada es derivable
por ser producto y composicidn de funciones derivables en dichos interval os, y podemos
cdcular su derivada con las reglas de derivadon wsuales:
1

1
f/(x) =2xsen— — cos—
X X

Observa que esta derivada tiene una discontinuidad esencia en 0. ©

Ejercicio resuelto Calculalospurtosen quela dibicay = ax3 + bx? + cx + d, donce
a,b,c,d son constantes redes, tiene tangente horizontal. Debes estudiar los distintos
casos posibles.

Solucion. Latangente es horizontal en los purtos donck se anula la derivada, esto es, en
las soluciones redes dela ewadon 3ax? + 2bx + ¢ = 0, las cuaes viene dadas por

—2b + ~/4b2 — 12ac
6a

Si @ discriminante 4b% — 12ac < 0 no hay ningura solucion red. Si 4562 — 12ac = 0
hay una solucién red dole (en la que también se anula la derivada seguncda pero nose
anula la derivada tercera, es un purto de inflexion). Si 46? — 12ac > 0 hay dos purtos
de tangencia horizontal. ©

Ejercicio resuelto Calcula un purio ¢ por la cndcién dce que la tangente ala pardbola
f(x)=x2+ax + B end punto (c, f(c)), seaparalela ala auerda que une dos purtos
dados A = (a, f(a)) y B = (b, /(D))

Solucion. Dos redas en €l plano son peralelas cuandotienen igual pendiente. Debemos
cdcular ¢ por la condcion
b%—a? +a(b—a) a+b

M:f”((;) — =2c+a <= btata=2c+a & c=
b—a b—a 2

©

Ejercicio resuelto Calculalas ecuadones de las redas tangente y normal auna hipérbola
de ewadon catesiana y2 — x2 = 1, en un puro genérico (u, v) de lamisma.
Solucién. Podemos expresar y como funcion de x. Tenemos que y2 =1+ x2, lo queda
lugar ados curvas f(x) = v/ 1 + x2 (la parte de la hipérbola en € semiplano superior
y > 0)y g(x) =—+1+ x2 (laparte de lahipérbda en € semiplano inferior y < 0).
Latangente en un puro (uz, v) conv = f(u) > 0 eslaredade ewadon:

ux—u2

Y=L+ ) —u) =v+ ——(x —u) = v + — vy—ux=1

V1+u?

Latangente en un purio (u, v) conv = g(u) < 0 eslaredade ewiadon:

MX—MZ

x—u)y=v+

— vy—ux=1

yzam+gﬁmx—m=v—7%%§

En cualquier caso se oltiene lareda de ewadon vy — ux = 1.
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Podemos proceder también sin necesidad de cdcular y en funcidn de x. Para dl o, basta
observar que si expresamos y en funcion de x y obtenemos y = ¢(x) entonces e tiene
que ¢(x)? — x2 = 1. Podemos derivar ahora la funcion x — ¢(x)? — x2 con respedo
ax. Laderivada es 2¢(x)¢’(x) — 2x y, como dicha funcién es constante igual a 1, su
derivada debe ser nula. Luego

20(X)p/(X) = 2x =0 = @'(x) = ——
@(x)

Por tanto la derivada en un purto u viene dada por ¢’(u) =  donce v = ¢(u). En
conseauencia, latangente en @ purto (u, v) eslaredade eaiadon:

ux—u2

y:v+(p/(u)(x—u)=v+%(x—u)=v+ — vy —ux =1

Es dedr, de esta forma, sin necesidad de cdcular de forma explicita ¢(x) (que da lu-
gar alas dos funciones anteriores f(x) y g(x)), podemos cdcular lareda tangente sin
necesidad de mnsiderar cada cao pa separado.

Para que te mnwvenzas de que esta forma de proceder es Util, considera la hipérbda
x? — y? = 1. Si ahora expresas y como funcion de x obtendrés cuatro curvas:
yi=+vxi—-ley,=—vxZ—lpaa(x > 1), yy3=+vx2—ley,=—vx2-1
para(x < —1). Para cdcular latangente en un purto (u, v) de dicha hipérbola nomerece
la pena considerar cada una de dlas por separado. Razonando como antes, se tiene que
de aualquier forma que expresemos y = ¢(x) por la condcion deque x? — g(x)2 =1,
la derivada viene dada por ¢’ (x) = x/¢(x). Por tanto la eaiadén delaredatangente en
(u, v) viene dada por:

MX—M2

y=v+<p/(u)(x—u)=v+z(x—u)=v—i— — ux—vy=1
v

©
Ejercicio resuelto Cadlculalas eauadones de las redas tangente y normal auna dipse de
x2 y2
eaadon — + = 1 en un puro (u, v) delamisma
a

Solucion. Procediendo como en e gercicio anterior debes obtener lareda de eaiadon

ux vy _
at b

6.2.7. Derivabilidad delas funciones elementales

6.2.7.1. Derivabilidad dela exponencial y del logaritmo. Criterio de ejuivalencia loga
ritmica

Aceptaremos que las funciones logaritmo, exporencial, trigonanétricas y sus inversas, son
derivables, pues ahorano seriafadl probarlo. Mas adelante dispondemos de herramientas para
hacelo con comodidad.
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La funcion exporencial x — exp(x) = €¥, (x € R), y la funcién logaritmo natural
x — logx, (x € RY), son derivables en todo purto de sus respedivos intervalos de defini-
cion, sienda
1
(exp)'(x) =expx (Vx €R), (log'(x) =~ (Vx € RY)
X

En particular, se verificaque:

lo e’ —1 log(1
lim 22X _ 1 lim 1 aim 0EY i o —e
x—>1 X — x—0 X x—0 X x—0

Pues |os primeros tres limites ©n derivadas y € cuarto se reduce fadlmente d tercero. Dedu-
cimos también unimportante resultado que permite resolver en muchos casos las indetermina-
ciones“1%°” y “0c0”.

6.11 Teorema (Criterio de equivalencia logaritmica). Seaa eI, f y g funciones definidas
enl \ {a}. Supongaosque f(x) > O parax el \{a},yque I@ f(x)=1.Entonces stiene
que: e
i) lim /(x)¥® =€l s, ysolos, lim g(x)(/(x) — 1) = L.
i) lim F(x)E® = +ood,ysolosi, lim g(x)(f(x) — 1) = +oo.
i) lim f(x)¥® =0 s, ysdlos, lim g(x)(f(x) — 1) = —oo.
xX—>a xX—>a

Demostracion. Sea¢ : RT™ — R lafuncion dada por:

I
P = =2 (£ 1), p(1) = 1.
x—1
Nétese que ¢ es unafuncion continua. Pongamos:
S)F = exp (g(x) 10g( £ (x))) = &xp (g (x)(/(x) = De(f (x))
Puesto qu—:‘)ll’_r)na o(f(x)) =1 sesigue que
1im g(¥)(/(¥) = De(f(x)) = LER U {+o00} U {—oc}

s,y sblos
Iim g(x)(f(x) = 1) = LeR U {+o00} U {—o0}

lo que prueba las afirmadones hechas. O

Lasafirmadones que se hacen en lasiguiente propasicion son conseauenciafadl delaregla
dela calena.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matemético Célculodiferencial eintegral



Derivabili dad delas funciones elementales 221

6.12 Proposicion. Sean f,g: I — R,ael y g(x) > 0 paratodox € I. Se veifica entonces
que:
i) f esderivable ena s,y sdlo s, lafuncidn (x) = exp(f(x)) esderivable en a en cuyo caso
W (a) = f'(a) exp(f(a)).
ii) g esderivable ena s, y sdlo s, lafuncion ¢(x) =log(g(x)) esderivable en a en cuyo caso
g0/(61) — g/(a)

g(a)
i) 9 fyg son cerivables ena la funcién v (x) = g(x)/ ™) también es derivable ena y

V(@) = (@) (log(g(a))f’(a) @S (“))
g(a)

Tereauerdo que unaforma admoda paratrabgjar confuncionesdelaformay (x)=g(x)/ ™)
es escribirlas como exporenciales ¥ (x) = exp (f(x) log(g(x))).

6.2.7.2. Derivabilidad delasfuncionestrigonométricas

Las funciones €no y coseno son derivables en todo purto verificandose que:
sen’(x) =cosx cos’(x) = —senx.

En particular, se verificaque:

., Senx . cosx —1
lim —=1, Iim —— =0.
x—>0 X x—0 X

Las derivadas de las demas funciones trigonanétricas & deducen con fadli dad a partir de las
derivadas del seno y cel coseno.

6.2.7.3. Derivabilidad delasfunciones hiperbdlicas
L as derivadas de las funciones hiperbdicas y de sus inversas s deducen con fadli dad de
las derivadas del logaritmo y de la exporencial. Se comprueba sin dificultad que
senh’(x) = coshx, cosh/(x) = senhx

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas sosn muy Utiles para cdcular primitivas de
funciones en las que intervienen raices cuadradas de trinomios de segundo gado.

1
argsenh(x) = log (x + Vx2+ 1) agsenh’(x) = ———
x2+1
argcosh(x) = log (x + Vx2 - 1) x>1 argcosh’(x) = 21 1
X2 —

argcosedn(x) = argsenh (l) x#0 argcosech’(x) =
X

—1
Ix|vx2%+1

1 -1
argsech(x) = argcosh (—) 0<x<l1 agsedh’(x) = ———
X xv1—x2
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6.3. TeoremasdeRolley del valor medio

Losresultados més Utiles del cdculo diferencial se refieren afunciones derivables en todcs
los purtos de un intervalo. El teorema del vaor medio es freauentemente aribuido a Joseph
Louis Lagrange; no olstante, fue puldicado pa vezprimera en 1806 po € fisico André Marie
Ampére que justificeba d resultado usando ideas de Lagrange y suporiendo que la funcion
derivada @a oontinug; 1o cual, como se verd enseguida, esinnecesario. Quince &ios més tarde
Augustin Cauchy valvid a probar € teorema oon las mismas hipdtesis. El teorema del valor
medio es uno e los resultados mas Util es del Célculo. Su utili dad se debe principalmente aque
dicho teorema permite a®tar € incremento de una funcién cuando se conace una ta de su
derivada

Michel Rolle (1652- 1719 fue miembro delaAcadémie des Sciencesy en 1691 estudian-
do unmétodo para resolver easadones, establedo, sin demostrar, € teorema que éhora lleva
su nambre que, como veremos, es esencialmente equivalente d teorema del valor medio.

6.13Definicién. Dadaunafunciéncuaquiera f: 1 — R, sediceque f tieneenun putoa € 1
unméximo relativo (resp. minimo relativo) si hay algin nimeror > 0td quela—r,a +r[C I
y Vx €la —r,a + r[ severificaque f(x) < f(a) (resp. f(x) = f(a)). La expresion extremo
relativo se utili zapara referirse indistintamente aun méximo o aun minimo relativo.

(e, f(©)) La funcion f tiene méaximos relativos en los

puntos a y ¢ y minimos relativos en los purtos

. 1) byd.Nbteseque f(d) > f(a),esdedr, & va
lor de unafuncion en unminimo relativo puede

b, 1 (5)) ser mayor que d valor en unméaximo relativo.

(a, f(a))

Figura6.5. Extremos relativos

6.14 Proposicién (Condicion necesaria de extremo relativo). Sea f: 1 — R,a € Iy
suponganos que f tiene un extremo relativo en a y que f es derivable en a. Entonces &
verifica que f/(a) = 0.

Demaostracion. Supon@mos que a esunmaximo relativo de /. Entonces hay un nimeror > 0
tad quela —r,a+r[C 1y Vx €la—r,a+ r[ severificague f(x) < f(a). Puesto que f es
derivable ena y € punto ¢ no esun extremo del intervalo 1, se verificaque:

i L =S@ i S =@
x—>a X —a x—>a X —a
x<a x>a
Puesto que paraa—r <x <a %MZO, sesigueque lim MZO.
x—a 28 x-—a
Puesto que paraa <x <a+r %Mso, sesigueque lim Mso.
x—a e x-a
Por tanto f/(a) = 0. O
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El resultado anterior es uno ¢k los que peor seinterpretan debido a que suelen dvidarse sus
hipétesis, que son dcs:

@ ¢ Que d purto a seaun extremo relativo de f.
e Que f seaderivable en a.

La expresion “como f tiene un extremo en «a, su derivada debe anuarse en @” no es, en
general, correda. Los dguientes g emplos |o degjan bien claro:

e Lafuncion f:R — R dada por f(x) = |x|, tiene daramente un minimo relativo (y
también absoluto) en 0, pero no es derivable en 0, por lo que no tiene ningln sentido
dedr que su derivada se anula en 0.

e Lafuncion f:[-1,1] — R dadapor f(x)=x3, esestrictamente aedente, esderivable
entodo purto y su derivada solamente se anula en x =0. Tiene unminimo absoluto en —1
y un maximo absoluto en 1; dichos purtos no son extremos relativos de la funcién. Este
gjemplo también muestraque la condcién recesaria de extremo relativo noes auficiente.

Los purtos en los que se anuala derivada de una funcion se llaman puntos criticos o puntos
singulares de dicha funcién.

6.15Teorema (TeoremadeRoalle). Sea f:[a, b)] — R unafunciéncortinuaen|a, b], derivable
enla, b[ y veificando g f'(a)= f(b). Entonces existe alguin purio ¢ €a, b[ tal que f'(c)=0.

Demostracion. La cortinuidad de f en [a, b] garantizaque f acanza e un putio u €[a, b] un
minimo absoluto y en un puro v €[a, b] un méximo absoluto. Si {u, v} = {a, b}, entonces Era

fu) = f(v)y, por tanto f es constante
en [a, b] y, en conseauencia, su derivada es
nua. Si {u,v}+#{a, b}, entoncesaguno ek
los purtos u, v esta en a, b[ y es un extre-
mo relativo de 1 por lo que, en virtud de
la propasicién anterior, concluimos que la
derivada de f* se anula en agun purio de
la, bl. O

Se)y=0

a b
Figura6.6. Teoremade Rolle
Observaciones. Observa que la demostradéon cel teorema de Roll e que hemos dado, que esla
usual, depende de forma esencial del teorema de Weierstrass 4.29 que garantiza la existencia
de valores extremos absol utos.

El enurciado anterior del teorema de Rolle es € usual; pero, en cierto sentido, es “de-
masiado redso”. Esto se debe aque las hipétesis que se consideran en € teorema son las
minimas indispensables. Por gemplo, si consideramos la funcion f:[—1,1] — R dada por
f(x) = v1—x2, cuya gréfica e la mitad superior de la drcunferencia unidad, se tiene que
f escontinua en [—1, 1], derivable en ] — 1, 1] y, claro estd, su derivada se anula en x = 0.
Esta funcion noes derivable en los extremos del intervalo. Pero la situaddn més corriente es
gue lafuncion seaderivable en todoel intervalo, incluidos us extremos. Ademas, es freauente
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trabgjar con funciones definidas en interval os abiertos que no tienen purtos extremos, en cuyo
caso debemos elegir unintervalo apropiado para golicer € teorema

El teorema de Roll e se usa para estudiar raices de eaiadones, pues permite reladonar los
ceros de unafuncién derivable conlos de su derivada. Un cero de unafuncién es, naturalmente,
un purto en € que lafuncion se anula.

6.16 Corolario. a) Entre cada dcs ceros de unafuncién derivable en unintervalo hay por lo
menos un cero de su derivada

b) Entre cada des ceros conseautivos de la derivada ce unafuncién en unintervalo, so-
lamente puede haber, como mucho, un cero de la funcion; o puede que la funcién notenga
ninguncero entre los dos ceros de su derivada

Demostracion. a) Sea f : I — R unmafuncion derivable en unintervalo 1. Seana, b € I tales
gue f(a) = f(b) = 0. El teorema de Rolle nos dice que hay algun purto entrea y b en e que
se anualaderivadade 1.

b) Supongmos que s, r son ceros conseautivos de laderivadade 1, estoes, f/(s)= f'(t)=0
y // nose anula en ningln puno comprendido entre s y ¢. En tal caso puede ocurrir que /' no
tenga ninguin cero comprendido entre s y ¢ 0 gue tenga solamente uno. No puede ocurrir que
f tengamés deun cero entre s y ¢, pues en tal caso su derivada tendria que anularse en algin
purto comprendido entre s y ¢, cosa que no sucede. O

El apartado b) suele expresarse diciendo qie los ceros de la derivada separan los ceros
de la funcion. Debes entender bien lo que se dirma en b). Por ejemplo, puede ocurrir que la
derivada se anule en varios purtosy lafuncién nose anue nurca lafuncion f(x) =2+ senx
no se anulanunca, pero su derivada f/(x) = cosx tiene infinitos ceros.

6.17 Teorema (Teorema del valor medio). Sea f : [a, b] — R unafuncién continuaen [a, b]
y derivable en Ja, b[. Entonces existe algin purto ¢ €]a, b[ tal que

f(b) = f(a)
a

fle)= - (6.4)
Demostracion. Definamos una funcion g :[a,b] — R por g(x) = f(x) + Ax donce A lo

elegiremos por la condcién de que g(a) = g(b), esdedr:

b) —
fl@)+ra=fb)+rb = k:—%
Podemos aplicar ahora d teoremade Rolle en € intervalo [a, b] alafuncién
X b)— f(a
g = /i - L0 =L@,
—da
para deducir que hay un puro ¢ €la, b ta que
b)— f(a
@ =0~ O
—d
lo que concluye lademostradon. O
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(c, f(©) Y =1+ fe)x—c)

(b, £(b))

(a, f(@) =

= f"(c)

oo = L0/ @

—a

|
1
1
1
1
1
|
|
1
1
1
1
1
1

c

b

Figura6.7. Teoremadel valor medio

Lo que dirma d teorema del valor medio es que d incremento medio de una funcién en un
intervalo esigual a su derivada o “incremento purtual” en algun purto del mismo. Geométri-
camente: latangente alagréficade f en agun puro ¢ comprendido entrea y b es paralela a
la auerda que une los purtos (a, f(a) y (b, f(b)).

Observa que d teorema del valor medio lo hemos deducido del teorema de Rolle, pero
es evidente que d teorema de Rolle puede deducirse del teorema del valor medio. Son das
resultados equivalentes. En lo que sigue nos referiremos a teorema del valor medio par las
siglasTVM.

6.3.1. Conseauenciasdel teorema del valor medio

6.18 Proposicion. Sea f unafuncion derivable en unintervalo 7, y suponganos que exste
M =>0ta que|f’(x)] < M paratodox € I. Entonces ¢ veifica que

/()= f»I<M|x—y| paratodesx.yel (6.5)

En paticular, s f//(x) = 0 paratodox € I entonces f esconstante en /.

Demostracion. Dados x, ye I, el TVM aplicado alafuncién f en el intervalo de extremos x
e y nos dice que hay algin purto z en dichointervao tal que f(x) — f(») = f'(2)(x — »).
Tomando ‘el ores absol utos tenemos

1fG) = SDI=11"G)Ix =yl < Mx -y

Si laderivada de f esidénticamente nula en I podemos tomar M = 0 en la desigualdad (6.5)
para obtener que f(x) = f(y) paratodass x, ye I, lo quenosdiceque f esconstante en 7. O

El resultado anterior, ademas de su interés tedrico, es muy Util para probar desigualdades.

En la propasicion anterior la hipdtesis de que I es un intervalo es esencia. La funcién
£:0,1{U]1,2[— R dadapor f(x)=1s0<x <1y f(x)=281 < x <2, esderivable en
todo purio con derivada nulay no es constante.

6.19 Proposicion. Sea I unintervalo, @ € 'y f unafuncidn continuaen [ y derivable en
I\{a}. 9 la funcién cerivada f” tiene limite por la derecha (resp. por la izquierda) en a
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entonces f es derivable por la derecha (resp. por la izquierda) en a con derivada po la
deredha (resp. por la izquierda) en ¢ igud al valor de dicho limite. En paticular, s exste
)!I_I‘Dl f'(x) = L entorces f esderivable enay f'(a) = L.

Demostracion. Supongamos)!i_r)na f'(x)=L.Dados > 0, existe§ > 0ta quela —8,a] C I
x<a
yparaa —§ < x < a severificaque | f/(x) — L| < e. Dado x €]a — §, a], podemos aplica €

teorema del valor medio alafuncién f en el intervalo [x, ¢] y deducimos que hay alguin puro
¢ €]x,a[Cla —§,a[ ta que f(x)— f(a) = f'(c)(x —a)y por tanto:

M_L =|f"(c)—L| <e.
X —d
Lo gue prueba que
lim L) — /(@ _ 1.
ia v

esdedr, f esderivable por laizquierda en a y laderivada por laizquierdade f ena esigua a
L.

El resto de las afirmadones del enunciado se deducen fadl mente de lo anterior. O

La propasicion anterior tiene una interesante mnseauencia que, entre otras cosas, naos in-
forma de que notoda funcion plede ser la derivada de otra.

6.20 Corolario. Las funciones derivadas definidas en intervalos no tienen discontinuidades
evitables ni de salto.

6.21 Proposicion (Derivabilidad y monotonia). Sea f : I — R derivable en todo purto del
intervalo I conla pasible excgcion ce los purtos exremos de 1. Se veifica entonces que f
es credente (resp. deaedente) en I i,y sdlo s, f/(x) =0 (resp. f/(x) <0) paratodox <.

Demostracion. Supongmos que f/(x) = 0 paratodo x € 1. Dados dos purtos u, v € I con
u < v, podemos aplicer el teorema del valor medio a f en € intervalo [u, v] para deducir que
existe ¢ €]u,v[ tal que f(v) — f(u) = f'(c)(v—u) =0, porloque f(u) < f(v), esdedr f
€s credente.

Redprocamente, s f es credente en I entonces paratodos a, x € I, con x # a, setiene
X)— a
que L=/ @
a

X —

=0, lo queimplicaque:

i 16 = f(@

xX—a X —d

= f'(a) = 0.

O
Este resultado es muy (til para probar desigualdades entre funciones. Muchos problemas de

desigualdades responden al siguiente esquema.

6.22 Estrategia. Supuesto que /'y g son funciones derivables, para probar que f(x) < g(x)
paratodox = a, se hacelo siguiente:

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matemético Célculodiferencial eintegral



Conseauencias del teorema del valor medio 227

e Sedefinei(x) = g(x) — f(x)y se comprueba que /(a) = 0.
e Se ompruebaque/’(x) = 0 paratodox > a.

Esta ultimadesigual dad implicaque » escredente en[a, 4+oo[ y, como i (a)=0, concluimos
gue i(x) = 0, esdedr, g(x) — f(x) =0, paratodox > a.

Naturalmente, los detalles pueden cambiar. Puede que d purto a debas elegirlo tl. Es
una estrategia que tiene é&ito cuando la desigualdad 4'(x) = 0 es mas fadl que lainicial.
Puede ocurrir que esta desigualdad siga siendo complicada; entonces podemos aplicale a dla
el mismo procedimiento, comprobamos que 4'(a) = 0y que 1" (x) = 0 paratodox > a, lo
queimplicaque /i’ es credente en [a, +o0o[ Y, como /’(a) = 0, concluimos que /2’ (x) = 0 para
todox > a.

Delapropasicion (6.21) se deduce € siguiente resultado de extremo absoluto.

6.23 Proposicion (Criterio de extremo absoluto). Sea f unafuncidn continua en [a, b] y
derivable en todo purto de Ja, b[ conla pasible exc@cion deun purto ¢ €]a, bl.

a) S f'(x)=0paatodox €la,c[y f'(x) <0 paratodox €]c, b, entonces f alcanza en ¢
unmaximo absoluto en [a, b].

b) S f/(x) <0paratodox €la,c[y f'(x) = 0 paratodox €]c, b[, entonces f alcanza en ¢
unminimo alsoluto en [a, b].

Demostracion. a) Las hipdtesis hechas implican, en virtud ce la propasicion (6.21), que f
es credente en [a, ¢] y deaedente en [c, b]. Por tanto, se verificaque f(x) < f(c) paratodo
X € [a,b].

Lademostradén del apartado b) se hacede la misma forma O

El anterior criterio de extremo absoluto suele glicarse en purtos donce la derivada se
anula. Aunge d resultado anterior estd enurciado en términos de extremos absolutos, esta
claro que s se glica aun pequeio intervalo contenido en unintervalo més grande, donce la
funcion esta definida, dicho resultado proparciona en tal caso uncriterio de extremo relativo.

6.24 Teorema. Sea f/ : I — R derivable ené intervalo 7 con f/(x) # 0 paratodox e . Se
verifica entonces una ce las dos afirmaciones dguientes:

s [ esedtrictamente aedente y f/(x) > 0 paratodox /.

= [ esestrictamente deaedente y //(x) < 0 paratodox e .

Demostracion. Dadoesdos purtosu, v € I conu # v, podemos razonar como antes para obtener
que iste ¢ €lu, v[ tal que f(v) — f(u) = f'(c)(v — u) # 0. Hemos probado asi que /' es
inyediva en € intervalo 1. Como, ademas f es corntinua en I (por ser derivable), podemos
usar €l resultado 4.26 del capitulo 4, para deducir que f* es estrictamente moné&ona en I. Es
suficiente tener en cuenta eéhora la propasicion anterior para concluir la demostradon. O
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Esimportante advertir que d resultado anterior nos diceque si unafuncion f es derivable
en unintervalo y la derivada /"’ toma valores positivos y negativos, entonces f/ se anula en
algun puro. Este resultado reauerda mucho al teorema de los ceros de Bolzano para funciones
corntinuas en unintervalo, con ura notable diferencia: agui no exigimos que la funcion cderi-
vada /" sea @ntinua. De hecho, se verifica @ siguiente resultado qLe e un teorema del valor
intermedio para funciones derivadas, en €l que no se supore que laderivada sea @ntinua.

6.25 Teorema (Propiedad del valor intermedio para derivadas). Sea ¢ unafuncion definida
en unintervalo I que esla derivada e algunafunciéon en dichointervalo. Entonces = veifica
quelaimagen pa ¢ de I, ¢(I), esunintervalo.

Demostracion. Por hipétesis hay una funcion derivable f: 7 — R ta que ¢(x) = f/(x)
paratodo x € I. Sean u = ¢(a), v = ¢(b) dos valores que toma la funcién ¢, y supongr
mos u < v. Dado A €]u, v, definimos la funcién g(x) = f(x) — Ax. Tenemos entonces
glay=pla)—A=u—-Xr<0yg'(b)=¢b)—A=v—2X>0. Por tanto, la derivada de g
toma valores pasitivos y negativos en € intervalo 7 y, por el teorema 6.24, tiene que anularse,
es dedr, existe dgun purio ¢ € I ta que g’'(c) = ¢(¢) — A = 0, esto es, ¢(c¢) = A. Hemos
probado asi que si ¢ toma dos val ores también tomatodos |os comprendidos entre dlos das, es
dedr, que ¢(I) esunintervao. O

6.26 Propasicion (Derivacion delafuncién inversa). Sea f: 1 — R derivable ené intervalo
I con cerivada f/(x) #0 paratodox € I. Entonces /' esuna byecdén de I sobre d intervalo
J = f(I),ylafunciéninversa f~!: J — R esderivable en J siendo

/' = (v eJ). (6.6)

1
f7HO))
Demostracion. Las hipdtesis hechas implican que f es estrictamente mon&ona y continug;

por tanto es una biyecdén de I sobre J = f(1),y lafuncioninversa =1 :J — R escontinua
en J (4.25). Seab = f(a) € J. Puesto que

lim 4 -
x>a f(x)— fa)  f(a)

lafuncion 4 : I — R dadapor:

h(x)= paa x #a, h(a)=

X—a 1
S (x) = f(a) f(a)
escontinua en 7. Como f~! escontinua en J, deducimos que /2 o f~! es cortinua en J, por
lo que, en particular, Il'n}) h(f~Y(»)) =h(f~1(b)) =h(a). Pero, paratodoy e J, cony #b es
y—

[T =)

L

Concluimos asi que
PO ) Bl A () S
y—b y = b f,(a)

O
Lamejor forma de recordar laigualdad (6.6) es derivar por laregla de la calena la identidad
(fof~")(»)=y,conloqueseobtiene /' (/=" (»))(/~")’(y)=1, dedonce puede despejarse
S~
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6.27 Ejemplo (Derivabilidad de las funciones trigonométricas inversas). La funcion tan-
gente es una biyecdon derivable del intervalo | — n/2, /2] sobre R, cuya derivada no se
anula. El teorema anterior nos dice que la funcion inversa, es dedr, lafuncién arcotangente es
derivable en R y su derivada podemos cdcularla derivando la identidad (tgo arctg)(x) = x,
conlo que obtenemos

(1 +tg*(arctgx))arctg’(x) = 1 <= (1 + x?) arctg’(x) = 1 <= arctg’(x) = T
X

Andogamente, la funcion seno es una biyecdon derivable ddl intervalo | — /2, /2] sobre
]—1, 1] cuya derivada no se anula. El teorema anterior nos diceque lafuncidninversa, esdedr,
la funcidn arcoseno es derivable en | — 1, 1] y su derivada podemos cdcularla derivando la
identidad (seno arcsen)(x) = x, conlo que obtenemos.

1
1 —x
¢

6.28 Teorema (Teorema del valor medio generalizado). Sean f, g : [a,b] — R funciones
corntinuas en [a, b] y derivables en Ja, b[. Entonces existe alguin puro ¢ €la, b tal que

(f(b) = f(a)g'(c) = (g(b) — g(a) /' (c)

cos(acsenx)acsen’(x) =1 < V1 —xZacsen’/(x) =1 < acsen’(x) =

2

Demostracion. Definimos una funcién 2(x) = A f(x) + ug(x) donce A, u son ndmeros que
se digen de forma que h(a) = h(b), esto es, A(f(a) — f (b)) = u(g(b) — g(a)). Basta para
elotomar A = g(b) — g(a), u = f(a) — f(b). El teorema del Rolle, aplicado a la funcién
h(x) = (g(b) — g(a)) f(x) = (f(b) — f(a))g(x), nosdiceque hay un purto ¢ €la, b[ tal que
h'(c) =0, lo que concluye lademostradon. O

6.3.2. Reglasde L’ Hopital

Guill aume Frangois Antoine de L' Hopital (16611704, pulico anérnimamente en 1696¢€l
primer libro de texto sobre cdculo diferencial, € cual tuvo gan éxito e influencia durante d
siglo XVIII. En @ aparecen los resultados que hoy llevan su nambre, que permiten resolver
en muchos casos indeterminadones de la forma % 0 22, que se presentan frecuentemente d
estudiar € li mite de un cociente de dos funciones. Si bien L' Hbpital era un escritor excepcio-
nalmente daro y eficaz las llamadas “reglas de L'Hbpital” no se deben a 4 sino a su maestro
Jean Bernouilli (16671748. Las distintas formas de las reglas de L' Hopital pueden resumirse
en € siguiente enurciado.

6.29 Teorema (Jean Bernoduilli). Sean —oo < a < b < 400, f Yy g funciones derivables en
Jla,b[ cong’(x) # 0, paratodox €]a,b[. Sea o € {a, b} y supongamos que se veifica alguna
delasdos condciones sguientes:

a) lim f(x) = lim g(x) =0

b) Iim |g(x)| = +o0
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Y ademas ,
lim f,(x) = LeR U {400, —o0}
x—a g (x
Entonces = veifica que
lim @ =L
x—a g(x)

Demostracion. Antes de dar una demostradon al uso vamos a explicar par qué la hipée-
sis de que d cociente de las derivadas tiene limite implica que también lo tiene d cociente
de las funciones. Para fijar ideas, consideremos € caso en que o = a es un ndmero red y
lim f(x)= lim g(x) = 0. Definamos f(a) = g(a) = 0.
X—>o X—>o

Observaque, aungle d purto (g(x), f(x)) recorre unatrayedoria en € plano que termina
en (0,0) cuando x = a, € limite limy_., % no tiene por qué eistir. Ello se debe aque la
proximidad a (0, 0) del purto (g(x), f(x)) no proparciona ningurainformadén sobre d valor
del cociente £&) . Baste considerar gue en uncirculo centrado en (0, 0) de radio tan pegquefio

g(x)
como queramos, hay purtos (u, v) paralos que d cociente - puede tomar cualquier valor.

Geométricamente, podemos interpretar % como la pendiente de la reda que une (0, 0)
conel punto (g(x), f(x)). Siimaginamos que d punto y(x) = (g(x), f(x)) recorre una aurva
I' en € plano quetermina en (0, 0), parece @idente que, cuando dcho purto estd muy préximo

a (0,0), & nimero % estd muy proximo a la pendiente de latangente al” en (g(x), f(x)).
Lafigura 6.8 puede servir de ayuda.

5= £y + L0 (e~ gxo))
g (x0)

7 ol f( )

P X0
/// r= g(xo)x
fx0) A = I
.7 - /
g(xo0) g(x)

Figura6.8. Reglade L' Hopital

Fijate que como f' y g no se suporen derivables en x = a, no esta garantizado qe I'" tenga
tangente en € origen, es dedr, para x = a. Podemos, sin embargo, cdcular latangente al” en
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purtos distintos del origen. Para dl o podemos usar que d vedor tangente al” en un purio xo s
v/ (x0)=(g’(x0). f'(x9)),y laredatangente en dicho purto tiene las eauadones paramétricas:

(x.y) = (g(x0). f(x0)) + A(g'(x0). /' (x0))

Eliminando el pardmetro A en esta ewladdn oltenemos la ewadon cartesiana de la tangente
gue resulta ser
S (x0)

g'(xo)
/
Lo gue nas dice que la pendiente de dicha tangente es %. En conseauencia, la pendiente
0

i f'x)
delatangente aI” en un purio genérico x # a €s perad

y = f(xo) + (x — g(x0))

/

A lavistade lo anterior, se mmprende eéhora que si exigimos que % tenga limite L en
e purto a, estamos obligando a que d cociente % también tenga limiteigual a L en a. En
lafigura se ha supuesto que L es un nimero red, pero et daro que puede suporerse también

L = o0 |0 que corresponck alos casos en que I tiene tangente verticd en €l origen.
Daremos ahora una demostradon formal del teorema en dos casos particul ares.

Casol (Primerareglade L'Hopital).

Supon@mos que o« = a y L son nimeros redes y )ll_rpa f(x)= )!l_rpa g(x) = 0. Definamos

f(a) =g(a) =0.Dadox €1, x # a, aplicanos €l teorema del valor medio generalizado alas

funciones /'y g en e intervalo [a, x], para obtener ¢, €la, x[ tal que

(f(x) = f(@)g'(cx) = (g(x) — g(a)) [ (cx)

esdedr, f(x)g’(cx) = g(x) f'(cx). Lashipdtesis hechas implican que g es estrictamente mo-
néona en I y, como g(a) = 0, deducimos que g(x) # 0 para todo x € I. Obtenemos asi

gue:
S X)) flex)
7 — . 6.
g(x)  g'(cx) 67
/
Por hipdtesis, dado ¢ > 0, existe § > Otal queparaa <t < a + § &’Q((ZZ)) —L|<e.

Deducimos de laigualdad (6.7) quesi a¢ < x < a + 6 setiene que:

S©

g(x) < E&.

Hemos probado asi que lim f(x)/g(x)= L. Loscasosen que L = oo setratan delamisma
xX—>a
forma.

Caso 2 (Segunda Reglade L' Hopita).
Supongmos que @ = a y L son nimerosredesy lim |g(x)| = +oco. Esta Ultima condcién
xX—a

implicaque g(x) # 0 paratodo x € I suficientemente proximo a purto a, y por e caader

locd del limite no es restrictivo suporer que g(x) # 0 paratodo x € I. Nétese también que

las hipdtesis hechas implican que g esinyediva en I. Lahipdtesis Ilim f/(x)/g’(x) = L, nos
xX—>a
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diceque dado ¢ > 0, hay un nimero (fijo en lo que sigue) c € I, tal que paraa < t < ¢ se
verificaque:
M0) L‘ ;

gl(l) - < Z (68)

Como lim |g(x)| = +oo,hayunnimero§ > 0tal quea + § <cyparaa < x <a+ 6 se
xX—>a
verificaque:

1g(0)] |f(c)—Lg(c)| e

<l, —/]/——— < =

g (x)] lg ()] 2

Dadoa < x < a + § aplicamos € teorema del valor medio generalizado paraobtener un purio

cx €]x,c[ta que
Jx) = fle) _ S (ex)
gx)—gle)  g'(ex)

(6.9)

Teniendo en cuenta la identidad:

0, (f(x)— f@© L) (1 - g(c)) L @)~ Lg(e)

g(x) g(x) —g(c) g(x) g(x)
_ ([l ) ( ~ g(c)) f(e) = Lg(c)
(523 1) (- 55) 95
deducimos, en virtud de (6.8) y (6.9), que paratodox €la, a + §[ se verificaque:
S _

£ £
LI<-2+-=c¢.
4+2 e

g(x)

Hemos probado asi que lim f(x)/g(x)= L. Loscasosen que L = oo Setratan delamisma
xX—>a
forma.

L os demaés casos tienen untratamiento similar y también pueden reducirse alos ya estudia-
dos sn més que invertir lavariable. O

Nétese que, tal y como las hemos enurciado, las reglas de L'Hépital permiten cadcular
limites por laderedchay por laizquierda en un purto y, por tanto, podemos usarlas para cdcular
el limite en un purio de unintervalo que no sea extremo del mismo.

6.4. Derivadas 1ucesivas. Polinomiosde Taylor

Sea f unafuncién derivable en unintervalo 7. Silafuncion derivada /'’ también esderiva-
ble en 7 dedmosque / esdosvecesderivableen 7 y lafuncién /”:=(f')’ sellamaderivada
segundade f en I. En general, sin € N, dedmos que f esn + 1 vecesderivableen I s f
esn veces derivable en I y lafuncion derivada de orden  de f en I, que representaremos por
/™ esderivable en I'; en cuyo caso lafuncion £+ = (£ ™)’ se lama derivada ck orden
n+ 1de f enl.S nesunnimero natura, n = 2, dedmos que f esn vece derivable en
unpuioa e l,s f esn— 1 veces derivable en I y lafuncién £~ es derivable en a. Se
diceque f esunafuncién de dase C" en I s f esn veces derivable I y lafuncion /™) es
cortinua en 1. Se diceque f esunafuncion de dase C*® en I s f tiene derivadas de todcs
érdenes en 1. Por convenio se define 10 = 7.
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Observemos que una funcién 1 derivable en un purio ¢ puede ser aproximada locdmente
por una funcién pdindmica P(x) de grado <1, de forma que

i S0P _

x—a X —a

0.

Basta para dlo definir P(x) = f(a) + f'(a)(x —a), conlo quelaigualdad anterior no es otra
cosa que ladefinicion ce derivadade f ena.

Es natural pregurtarse s, en €l caso de que f seaderivable n veces en a, existird una
funcién pdindmica P de grado <n, de formaque

[0 - P(x)
Ly s

0.

Notese que, enel cason=1, € pdinomio P(x)= f(a)+ f'(a)(x—a) ese Gnico pdinomio de
grado <1 que aumple que P(a) = f(a)y P'(a) = f’(a). En €l caso general, parecerazonable
halar un pdinomio P de grado <n cuyo valor y el valor de sus derivadas, hasta la del orden
n, en € purto ¢ coincida wn el valor de /'y de lasrespedivas derivadas de f en a. Sea P(x)
un pdinomio genérico de gradomenor oigual quen y pongamos Q(x) = P(x + a). Notemos
n
que 0®(x) = PO (x +a) parak = 0.1,....n. SeaQ(x) = Y _ axx*. Calcularemos los
k=0

coeficientes de O por la ondcion de que 0®) (0) = £ ®)(a). Con ello se obtiene fadl mente
queay = f ®(a)/k!. Resulta asi que d pdinomio P dado par:

f (k)

k!(a) (x - af

PN =0k -a)=Y
k=0

verificaque P (a) = 0® (0)= f ®) (q) parak =0, 1, ...,ny ese Gnico pdinomio degrado
<n que aumple dichas condciones.

6.30 Definicidn. Sea f* una funcion n veces derivable en un purto a. Lafuncion pdindmica
Tu(f,a) definidaparatodox e R por

n_ooplk)
TR = f@+ Y St
=1

sellama d polinomio de Taylor deorden n de f en a.

Los dos resultados sguientes on, junto con las reglas de L'Hopital, los més (tiles para
cdcular limites.

6.31 Teorema (Teorema de Taylor-Young). Sea f unafuncionn vecesderivable en un purio
a,yseaT,(f,a) d pdinomio de Taylor de ordenn de f en a. Entonces ® veifica que

IO =T _

x—a (X — a)n

0.
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Demostracion. Haremoslademostradon pa inducdén. Paran=1 la dirmadon del enurciado
es cierta sin més que recordar la definicion ce derivada de una funcion en un purio. Supong:
mos que la dirmadon del enurciado es cierta para toda funcion n veces derivable en a. Sea f
unafuncionn + 1 veces derivable en a. Entonces lafuncion g = f/ esn veces derivable en a
y por tanto:

i 80 = Tu(g.a)(x) _

x—a (x — a)” 0.

Se comprueba fadlmente que 7,41 (f, a)(x) = T,(g,a)(x), conlo cua resulta que

d
g(x) = Tu(g.a)(x) = &(f(X) — Tp1(foa)(x)).
Por el teoremade L' Hopital obtenemos que:

=T (L g = Tuga))
L L Sy e T

Lo que concluye lademostradén. O

6.32 Corolario. Sea f unafuncion definida en unintervalo I que esn + 1 veces derivable
enunpunoa e l,yseaT,(f a) € pdinomio de Taylor de orden n de f en a. Entonces &
verifica que

iim L& -/ o)) 1

x—a (x —a)rtl N (n+ 1)

f(”'H)(a).

6.4.1. Notacion de Landau
Te reauerdo también ura notadén extraordinariamente (til, me refiero a la notadén de
Landau. Si f(x) y g(x) sonfunciones tales que lim f((x)) =0, se ecribe f(x) = o(g(x))
x—>a g(x

cuandox — a,y selee f(x) esuninfinitésimo de orden superior que g(x) en el purto a. La
idea e que f(x) tiende a ceo mas rapidamente que g(x) cuandox — «. Si no hay lugar a
confusion, omitimos lapredsién “ cuandox — a”.

Usandolanctadén de Landau, €l teorema de Taylor—Young puwede expresarse en laforma
f(x)—Tu(f,a)(x) =0o(x —a)" cuandox — a. Lo que suele escribirse

Jx) =Tu(fLa)(x) + o(x —a)" (6.10

Esta Ultimaigualdad suele llamarse en alguncs textos Teorema de Taylor con resto infinitesimal
o forma infintesimal del resto de Taylor. No es otra csa que d teorema de Taylor—Young
escrito con lanotadén de Landau.

Lointeresante de estanctadonesque s, por gemplo, (x)=o(x—a)? y ¥ (x)=o0(x—a)4,

entonces ¢ (x)y (x)=o(x—a)?+1y,s p > ¢, %zo(x—av—q Y (0 () + ¥ () =o(x—a).

Ademas, s H(x) es unafuncion acotada en unintervalo abierto que mntenga d purto a y
sabemos que ¢(x) = o(x — a)? entonces también H(x)p(x) = o(x — a)?.
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6.4.2. Polinomiosde Taylor delasfunciones elementales

Los pdinomios de Taylor de la funcién exporencial centrados en ¢ = 0 son inmediatos
pues las derivadas de € en x = 0 valen todas 1. Luego

n
1
Tu(exp,0)(x) =1+ Z Exk
k=1

Como sen’(x) = cos(x) = sen(Z + x), se sigue que sen™ (x) = sen(“Z + x). En particular,
sen™ (0) = sen(%). Por tanto

Sen(k]t) k

To(sen. 0)(x) = Z o

k=1

Como parak par es ®n(XZ) =0y parak impar k =2¢ —1 es n(2410%) = (—1)7+1 resulta
que

B ( 1)k+1 2k .
Tap1 (88, 0)(x) = T (520, 0)(x) = Z =

Andogamente para lafuncidn coseno

k
T31(008,0) (x) = Ta41(c08. ) (x) = Z ((2,?),

Pongamos /'(x) = (1 +x)%. Tenemosque /™ (x)=a(a—1)(e—2)--- (@ —n+ 1)(1 +x)*".
Por lo que
ale—D(a—2) - (a—k + l)xk

Tu(f,0)(x) =1+ T

k=1
Cualquiera sea é¢ nimero real « y € nimero natural k se define

a) al@—D@—2)---(a—k+1)
(k)_ k!

Por convenio (§) = 1. Conello pocemos escribir

n

Tu(f.0)x) =Y. (Z)x"

k=0

Para obtener los polinomios de Taylor delog(1 + x), arctg x y arcsen x es conveniente usar la
siguiente reladén, de comprobadén inmediata, entre los painomios de Taylor de una funcién
@ Yy de su derivada ¢’ que se expresa por:

d
T 1 (@) (x) = Tulp" . a)(v) (6.1

Es dedr, la derivada del pdinomio de Taylor de orden n + 1 de ¢ es e pdinomio de Taylor
de orden n de ¢’. Laigualdad (6.11) es interesante en los dos sntidos pues permite cdcular
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Tyn+1(p,a)(x) sinmésque cdcular la primitiva o artiderivadade 7, (¢’, a)(x) que en e purto
a coincida mn ¢(a). Los dguientes giemplos on representativos de esta forma de proceder.

En lo que sigue vamos a usar que T, (¢, a) esd Unico pdinomio de gradomenor o igud
guen tal que p(x) = T, (¢, a)(x) + o(x — a)" (ver gercicio 140).
Pongamos f(x) = log(1 + x). Tenemos que
1 X1
f/(x)=r l—x+x2=x3 4+ (=D)"X" 4 (- 1)”+11+X

De donck se deduce, por o antes dicho, que
Tu(f,0)(x) =1 —x +x* = x> + -+ (= 1)"x"

Yy, por tanto, paran =0,1,2, ...

2 X3 X4 n+1

. X n
Tn+1(f,0)(x):)€—7+?—T—|—...+(_1) —

Para d caso delafunciénarctg x se procede igual teniendo en cuenta que

2n+2
arctg’(x) = =122t xS () ()
90 = =1-x"+xt-xf () ()
de donck se sigue que

3 5 7 2n+1

X X X X
T>,(arctg, 0 =T arctg, 0 = x— 4+ 4. (=D
an(@ctg, 0)(x) = Topyi(arctg, 0)(x) = x ;T 5=+ + ( )2n+1

Finalmente, como arcsen’(x) = (1 — x2)~/2 esdelaforma (1 + z)* donce z = —x2,
a=—1/2,y como e pdinomio de Taylor de orden n en a = 0 de (1 + z)* sabemos que &s

n
> (Z)zk, deducimos que

k=0
, = (—1)2 ke (—1)2 k 2k
Tap(arcsen’,0)(x) =3 (77 )(=xHf =3 (77D~
k=0 k=0
y, por tanto,
n _1/2 kx2k+l
Tz,,(arcsen,O)(x)=T2n+1(arcsm,0)(x)=Z( . )( D
k=0
Como
(—1/2):‘71(‘71—1)(‘71—2)---(‘71—k+1) 1 )kl 3.5. (2k—1)
k k! -+ (2k)
tenemos que
1-3-5---2k—-1) 1 2kt 1
Tan(aresen. 0)(x) = 2_: 2460k 2k+1
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En resumen, debes recordar los dguientes desarroll os:

=1+ %xk + o(x") (6.12)
k=1
senx = - 7(_1)k+1 21 o(x?") (6.13
£ 2k =) '
— (=DF o 2n+1
CosSx = Wx + o(x ) (6.14)
k=0 '
1+x)*= Z (Z)xk + o(x") (6.15)
k=0
n (_l)k-i-l
log(1 +x) =) Tx" + o(x™) (6.16)
k=1
n (_1)k+1
aI‘Ctgx = Z ﬁXZk_l + O(in) (617)
k=1
acsenx =y 1:13:5-0k=D 1 okgr o(x*"12) (6.18)

o 2-4-6--(2k) 2k +1

6.5. Témicas paracalcular limitesde funciones

Cuandoen ungiercicio te piden cdcular un limite, es casi seguro que se trata de una “ in-
determinacién’ . Te reauerdo gque aguell os limites de sumas, productos, cocientes o paencias
de funciones en los que d resultado noesta predeterminado pa e comportamiento particular
de cala una de las funciones < llaman “ limites indeterminadcs” . La palabra “ indetermina
do’ quiere dedr simplemente que se trata de limites cuyo cdculo no pedes hacelo aplicando
las reglas bésicas del “ algebra de limites’ y tienes que usar algura témica gropiada para
cdcularlos. Loslimitesinteresantes son casi siempre de este tipo.

Lasreglas de L' Hopital son muy (til es para resolver las indeterminadones, pero yo penso
que se abusa de dlas. Las aplicamos sn pensar dos veces o gue hacenos, nos dejamos Il evar
por la comodidad que proparcionan (aungle no siempre) y acadamos cdculando limites de
forma mecaiicasin saber muy bien qué eslo que hacamos. No tengo reda en contra de dlas,
tan sdlo me pareceque su uso casi exclusivo y de forma mecaiica e empolrecalor. Por €
cortrario, pienso que cala limite debe intentarse de laforma més adeauada asu caso. Para es0
tienes que fijarte en cdmo es la funcién, reladonarla con dras pareddas y tratar de reladonar
el limite que te piden con daros bien conccidos.

Voy a contarte las estrategias que suelo usar para cdcular limites. Esencialmente, puedo
resumirlas en des:

e Trato de reducir € limite aotros bien conccidaos.
e Siempre que puedo sustituyo funciones por otras mas sncill as.

Vayamos con la primera. Si te preguntas qué eitiendo pa limites bien conacidos, lares-
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puesta es bien fadl: | os que siguen a cntinuadon.

6.5.1. Limitesque debes saberte de memoria

. osenx . acsenx . arctgx _l—cosx 1
lim — =1, Ifim =1, Iim =1, Ifm > =_,
x—0 X x—0 X x—=0 X x—0 X 2
e’ —1 1 | log(1 —sen 1
lim Cp i DTS g 109 g xS
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 x3 6
lo t - 1 t —log(1 1
lim 29% _ g XX _ 2 lim 9% — lim 1090+ _ 1
x—=1x—1 x—0 x3 3 x—0 X x—0 x2 2

Observa que todas €llos, con la excepcidn de auatro, son derivadas en € purto x = 0 de
las respedivas funciones. Por ello noson dficil es de recordar. Ahora bien, estos limites suelen
aparece algo dsfrazalos. Redmente, mas que como limites concretos, debes considerarlos
como model os.

6.33Ejemplo. El limite
lim log(cosx)

x—0 COSx — 1
no esta en lalista anterior, pero responce d modelo

. logx
lim g
x—>1x—1

en e gue lavariable x se hasustituido pa lafuncioncosx y € purto 1 por € purto 0. ¢
6.34 Ejemplo. Partimos del limite

tgx — 1
[im gx—-x __
x—0 x3 3

Elijamos ahora aualquier funcién continua g que se aaule en algun puro ¢, por gemplo
gx)=e"-1(c=0)og(x)=logx (c=1),0g(x)=¥x—1(c=1),... Entodcslos
casos = verificaque

lim &) —g(x) _ 1

xX—>c g(x)3 3
Tenemos asi que
—-1) — 1 I —1 1
lim tg(e¥ —1) —e¥ + ~ 1im tg(logx) — logx _1
x—>0 (ex—1)3 x—1 (logx)3 3

¢

¢Entiendes 1o que pasa?Esto puede hacese con cuaquier limite. Lajustificadén de estos
resultados es el teorema (4.43) que estableceque la cntinuidad permuta con e paso a limite
(redmente es una mnseauencia de que la composicion de funciones continuas es corntinua).
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Como conseauencia, loslimites de lalista anterior son muchos més delos que goarecen en ella.
Si te amstumbras a recnocerlos cuando vengan disfrazalos podas ahorrarte mucho trabgjo
innecesario. Para ayudarte, vamos a escribirlos de nuevo de forma més general.

Sea f cuaquier funciénta que f(x) Z0y lim f(x) = 0. Entonces & verificaque
xX—>a

osenf(x) . arcsen f(x) . l—cosf(x)_l
S Tw T AN [T )
e i [ s /() 1 i L)1 _
N . R
i 000D e i AC19S() _
A T YO AN S

i 8/ = /() 1 F() —logll + /() _ 1

e S0 T3 wma G 2

Vamos ala segundh estrategia. Sutituir funciones por otras mas sencill as. Esto se basa en
la propasicion (4.45) que permite sustituir en un groducto o en un cociente de funciones, una
de dlas por otra asintéticamente eguivalente. jOjo! En urna sumano puedes, en general, hace
€s0.

Lalistade los limites bien conacidos es, de hedho, una lista de eguivalencias asintétices y
eso0 la hacemés (til todavia.

6.35 Ejemplo. El limite
. e¥—cosv/2x — x
lim
x—0 tg3x

. L .0 - .
€s una indeterminadon del tipo 0 y puede hacase por L'Hépital. El problema esta en que

vamos atener que derivar por lo menos dos veces y las derivadas de latangente se van compli-
canda Para evitarlo podemos sustituir tgx por x puestgx ~ x(x — 0). Escribiendo

e —cosv/2x —x  x3 e —cos/2x —x

tg3x tgex x3

y teniendoen cuenta que

x3 X\’
lim —=Ilim|{— ] =1,
x—0tg3x x—0 \tgx

basta cdcular
&Y —cosv2x — x
lim .
x—0 x3
Lo gue puedes hace por L'Hopital muy fadl mente. ¢

Las estrategias anteriores n las méas basicas, pero hay otras un pao mas elaboradas.
Esenciamente consisten en aplicar e teorema de Taylor-Young fara tratar de reducir ciertos
limites a li mite de un cociente de dos pdlinomios. Bueno, sorpresa, todos los limites de lalista
de limites bien conacidos son, sin excepcidn, casos particulares del teorema de Taylor-Young
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Ahoradespuéste pondé dguncs g emplos de estaformade proceder. Pero, paraque puedas
usar con comodidad este método, tienes que saberte de memoria, 0 ser cgpaz de deducirlos en
poco tiempo, los painomios de Taylor de las funciones elementales. Ademas, esta forma de
proceder se adapta méas a uncs casos que aotrosy tan sélo con la pradica se grende auando
conviene usarla.

6.36 Ejemplo. Sitratasde cdcular por L'Hépital € limite

32
lim (tgx)(arctgx) — x
x—0 x6

s

tendrés que ser padente porque necesitaras derivar por |0 menos cinco veces, y en e numerador
hay un producto cuyas derivadas < van hadendo cada vezmas complicadas. Ahora, si cadculas
los pdinomios de Taylor de orden 5 detgx y arctg x ena = 0, obtendras que

1 2 1 1
tgx =x + §x3 + Ex5 +o0(x%), actgx =x — §x3 + gxs + o(x%).

Observa que como se trata de funciones impares s derivadas de orden par en x = 0 son nuas,
por eso los pdinomios anteriores n, de hedho, los pdinomios de Taylor de orden 6 y eso
explicaque gparezca €término o(x®). Deducimos que

2
tgx arctgx = x2 + §x6 +o(x7)

lim (tgx)(arctgx) — x? — lim 2/9x6 4+ o(x7) _ 2
x—0 x0 x—0 x6 9

. 2
Observaque ainqetgx ~ x y arctgx ~ x parax — 0, setienequetgx arctgx —x? ~ §x6
parax — 0. Fijate que d cdcular el producto

tgx arctgx = (x + l)53 + ixs + 0(x6)) (x — lx3 + l)55 + 0(x6))
3 15 3 5
tan sélo nos interesan las potencias de x hasta la de orden 6 inclusive, las demés patencias y
los términos de la forma xo(x®), x20(x®), 0(x%)o(x®), etc. son todos el os funciones de la
forma o(x®) (pues a dividirlos por x¢ su limite es cero), y su suma también es una funcion
de laforma o(x%), por lo que no es predso calcularlos para hacer € limite. Observa que, a
proceder de esta manera, tienes que cdcular las 5 primeras derivadas en x = 0 de las funciones
tg(x) y arctg(x), pero te ehorras el trabajo de derivar su producto. Si alintienes dudes, cdcula
el limite por L'Hopital y compara. ¢

6.37 Ejemplo. Setratade cdcular
1
(cosx — 1)(log(1 + x) — x) — Zx4

Ifm
x—0 x5

Tenemos que

1 1 1
cosx =1-— Exz +o(x?), log(l +x)=x— zxz + §x3 +o0(x3)
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luego
(cosx — 1)(log(l + x) — x) = %x“ — éx5 + o(x°),

de donce se sigue que
1
(cosx — 1)(log(1 + x) — x) — Zx4 1

lim S
x—0 x3 6

6.5.2. Sobre & mal uso delasreglasde L'Hopital

No conviene glicar las reglas de L'Hopital para cdcular derivadas, es dedr, limites de la

forma ) ,

i ) = /(@)

xX—a X —ad
Larazdnes muy sencilla. Si para cdcular € limite anterior usas las reglas de L' Hopital, lo que
haces es cdcular € limite )!l_rgl f(x). Si éste limite esigual a L deducimos que d anterior
también es igua a L. Pero jhas probado més de 1o que se pedial Acabas de probar que la
derivada de f es continua en @, porque has probado qe limy—, f/(x) = L = f/(a); y lo
gue se pedia aa solamente cdcular la derivada de f en a. Esto puede que no tenga mayor
importancia o que si latenga. Depende de lafuncion. Veamnos un g emplo tipico.

6.38 Ejemplo. Queremos cdcular € limite siguiente:

1
110t e
lim (LT X)x e

x—0 X

(6.19)

Pongamos f(x) = (1 + x)f y definamos f(0) = e (esto se hace ai porque sabemos que
Iim0 f(x) =e€). El limite (6.19) no es otra cosa que laderivada de f en 0. Para cdcular dicha
Xx—>

derivada, lo mejor estomar logaritmosy cdcular laderivada en 0 de lafuncion

log(1
g =10 /()= XL 40 =t0g 1(0) = 1

Tenemos que
g(x) —g(0) _log(l +x)—x
X N x2
Este limite puede hacese muy fadl mente por L'Hépital, pero resulta que & un limite basico,
de los que debes saberte de memoria. Por tanto:

— 1
im 8 —-¢©® _ 1
x—0 X 2

Concluimos, por lareglade la calena, que f(x) = exp(g(x)) esderivable en 0, y su derivada

viene dadapor /(0) = exp’(2(0))g'(0) = .

Veamos|lo que pasas aplicamos L' Hopital para cdcular €l limite (6.19). Primero, debemos
comprobar que podemos aplicar L’ Hopital y para eso debemos observar que Il’rrz)(l + x)% =e
xX—>
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X—>a

Seguidamente, derivamos humerador y denominador en (6.19), y resulta que debemos cdcular
d limite siguiente:

. 1 1 log(1 + x)
)!EH)(I +x)> (x(l +x) x2 )

Que también puede hacese por L'Hbpital pero es un paco més complicado que d anterior. ¢

Otro caso en & que puede no ser conveniente gplicar L' Hopital es para cdcular un limite

delaforma:
i L) = /(@)
x—a g(x) — g(a)
Primero es conveniente escribir
JS(x)— fla
SO —f@ 4
gx)—gla) gx)—gla)
X —d

Silafunciones /'y g son cerivablesena 'y g’(a) # 0, se sigue que
lim L&) — @ _ S '(a)
x—a g(x)—gla)  g'(a)

Si aplicamos L'Hopital probaremos, sin necesidad, que las derivadas de /'y g son corntinuas
en a, cosa que no se pide y que puede ser mas compli cada que lo anterior.

Los errores més freauentes a aplicar L' Hopital se deben a que no se mmprueban las hipé-
tesis cada vezque alicamos lasreglas. Esfreauente anpeza con uraindeterminadon cel tipo
% 0 2 Y, después de gplicar L'Hopital unavez no vdver a comprobar que seguimos teniendo
unaindeterminadén. Asi que nolo dvides. cadavezque aliques L'Hbpital comprueba que se

trata de unaindeterminadén el ti po% 0 3¢ Y que laderivada del denominador no se anula.

6.5.3. Sobre € uso delanotaciéon lim

X—>a

La notaddn gue usamos para limites es tan buena que avecss te hacever lo que no hay.

En cierto sentido lanotadén “tirade ti”; basta con que escribas “ Ii_r)n " delante de una funcién
xX—>a

para que mentalmente hagas la sustitucién x = a. Para comprobar esto te propongo urjuego:
dime en menos de medio segundoel valor del siguiente limite:

¢Has dudado? Has creido gque es una indeterminadon tipo %? Si responcks que s a estas
pregurtas es porque has hecho mentalmente la sustitucion x = 0 en el cociente 7 y hasvisto lo
que no hay. Porque, evidentemente, setiene que 3; = 1, esdedr, € limite anterior esel limite de
lafuncion constante igual a 1. No hay ninguraindeterminadon. Esunlimitetrivial. Lo mismo
pasa on € siguiente limite Iim 1*. Si te dgjas llevar por lanotadén y haces mentalmente

x—>+00

lasustitucion x = +o0, puedes crea que se trata de una indeterminadon 1°°, cuando nolo es
porque, evidentemente, 1* = 1 eslafuncidn constante igual a 1. Se pueden porer muchos mas
gemplos.
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¢Como evitar que la natadon “ Iim” “tire de ti” y te lleve aver lo que no hay? Pues

no wandda hasta que no hayas vis?o_)glaramente lo gue redmente hay. Este es un consgjo
importante: antes de anpezar a calcular un limite funciond, simplifica todolo que puedas la
funciény noescribas el simbdo “ lim” hasta que notengas unaidea clara de @®mo vasa hacer
los calculos.

6.6. Extremosrelativos. Teorema de Taylor

El siguiente resultado es de gran utilidad para d estudio de los extremos relativos de una
funcién.

6.39 Teorema (Condiciones auficientesde extremo relativo). Sean I unintervalo, a un puro
del quenoesexremode/y f:I — R unafunciénn>2 vece derivable en «. Supongaos
gue todas las derivadas de f hasta la de orden n — 1 inclusive se andan en «, es dedr,
@) =0paak =1,2,....,n—1,yque £ (a) # 0. Entonces:

YSnespary /™ (a) > 0, f tiene un minimo relativo en a.
i)Snespary f™(a) < 0, f tiene unméximo relativo en a.
iii) 9 n esimpar entonces f notiene extremo relativo en a.

Demostracion. Basta observar que, en virtud ce las hipétesis hedhas y (6.32), se verificaque:

f(X) - f(a) — %f(n)(a) # 0

lim

x—a (x — a)”
Por ladefinicion delimite (o par el teorema de conservadén locd del signg), existe un nimero
r>0taquela—r,a+r[CIypaax €la—r,a+ r[, x # a seveificaque:

f(x) - f(a)

(n)
G —a) Y (a) > 0.

Si n espar serd (x —a)" >0, porloques /™ (a)> 0tienequeser f(x) — f(a) > 0 paratodo
x €la —r,a + r[\{a}, esdedr, f tiene un minimo relativo (estricto) en e purto a; s por €
contrario es /™ (a) < 0 entoncestieneque f(x) — f(a) < 0 paratodox €la — r,a + r[\{a},
esdedr, f tiene un maximo relativo (estricto) en el purto a.

Enel caso en quen seaimpar setieneque (x —a)? < Oparaa—r <x <ay(x—a)" >0
paraa < x < a + r. Deducimosqueparaa —r < x < a, f(x) — f(a) tiene signo opwesto a
guetiene paraa < x < a + r. En conseauencia f notiene un extremo relativo en a. O

Hay que insistir en que este resultado es Gtil para estudiar extremos relativos pero que
no proparciona condciones aficientes de exremo absoluto. Puede enurciarse un criterio de
extremo absoluto parala derivada segunda como sigue.

6.40 Proposicién (Criterio de extremo absoluto). Supongaios que f es continuaen [a, b],
dosveces derivable en Ja, b[ y tiene un purio critico en ¢ €]a, b[. Entonces:

a) S f”(x) <0 paratodox €]a,b| se veifica que f alcanza en ¢ un méximo absoluto en
[a, b].
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b) S f”(x) > 0 paratodox €la,b[ se veifica que f alcanza en ¢ un minimo absoluto en
[a,b].

Demostracion. a) Las hipdtesis hechas implican que f/ es deaedente en Ja,b[ y, como
f'(c) =0,sesiguequeparaa < x <ces f/(x)=0,ypaac<x < bes f'(x)<0.
Podemos aplicar ahora la propasicion (6.23) para concluir que f alcanza en ¢ un maximo
absoluto en [a, b].

Lademostradén del apartado b) se hacede forma andloga. O

El teorema de Taylor-Young ne dice que auando x esta muy proximo al purto «a, € valor,
f(x),de f enx esmuy préximo a vaor, T, ( f,a)(x), del pdinomio de Taylor de orden n de
f en x, pero no na permite cdcular € error que se mmete en la goroximadon. El siguiente
resultado es importante porque permite aotar dicho error.

6.41 Teorema (Teoremade Taylor). Sea f unafunciénn + 1 vecesderivable en unintervalo
I. Dados dos purtos cualesguiera x,a en I conx # a, se veaifica que exste algun purto ¢ en
e intervalo abierto de exremosa y x tal que

£ )

S =Tal £ )0 = T

(x —a)**1. (6.20)

Demostracion. En lo que sigue d purto x y e purto a estan fjos. Definamos la funcion
g: 1 — R dadaparatodoz € por:

(9]
s =710~ 3 Lot
k=0 '

Se comprueba fadl mente que

g'(t) = (x —1)".

f(n-i—l)([)
B n!
Aplicamos ahora d teoremadel valor medio generalizado alasfunciones g y (1) = (x —t)" !
en el intervalo de extremos x y a, para obtener que hay un purto ¢ comprendido entre x y « ta
que

(h(x) = h(a))g'(c) = (g(x) — g(a)h'(c).

Como g(x) = h(x) = 0, obtenemos que:

(n+1)
(x— a)”"'lfi'(c)(x —o)"=g(@mn+ 1)(x —o)".
Simplificando, y teniendoen cuentaque g(a) = f(x) — T, (f, a)(x), se obtiene laigualdad del
enurciado. O
El nimero
(n+1) ¢
%(x — a)"+1 (621)
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Sellamaresto de Lagrange. Si somos cgpaces de probar una desigualdad de laforma

| (o)
(n+1)!

Entonces podemos asegurar que d error cometido al aproximar f(x) por T, ( f, a)(x) esmenor
gue e. Observague d resto de Lagrange estanto més pequefio cuanto mas proximo esté x dea.
En los gercicios del teorema de Taylor, usuamente d purto a debemos elegirlo nosotros y hay
gue hacelo procurando que esté lo més proximo pasible al purto x, doncde nos piden cdcular
el valor delafuncion, y que e valor de 1y de sus derivadas en a pueda calcularse de forma
exacta.

Ix —a"'<e (6.22)

Ladificultad para aotar € resto de Lagrange es que no se onace xadamente d purto ¢
sino solamente que esta comprendido entre los purtos a y x. Por eso, para acotar € resto de
Lagrange hay que acotar la derivada /+1) en e intervalo de exremos« y x. Ademés, como
sedivide por (n+1)!, se puede sospechar que auanto mayor sean menor sera d error cometido.
Esto es cierto en muchos casos pero no siempre, es algo que depende de o rapidamente que
crezcan las derivadas de 1. En estetipo de cdculos no se sabe de entrada admo hay que tomar
n, lo que se trata es predsamente de degir n de forma que se obtenga la aotadon deseada
Pero para dlo hay que empeza amtandoen funcion den. Veanos laforma de proceder con un
gemplo.

6.42 Ejemplo. Queremos cdcular el nimero +/2 con unerror menor que 10~° por medio de
un conveniente painomio de Taylor.

Aqui lafunciénes f(x) = /x = x%, definida para x = 0. Debemos elegir un puro a
proximo a 2 en € que podamos cdcular de forma exada f(a). Lo que se hace & cdcular
cuadradas préximos a dos. Como sabemos que /2 es aproximadamente 1, 4, podemos probar
cona = (1,4)> = 1,96. Efedivamente, ¢ = 1,96 estamuy préximo a2y f(1,96) = 1,4 de
forma exada. Calculemos las derivadas de f.

(n) _1 l_ l_ l_ 1/2—n _ n—11:3:5--Q2nr-1)-1) 1/2—n
f (x)—2(2 1)(2 2) (2 n—l—l)x =(-1) o X

Observa que las derivadas también puede cdcularse de forma exada en 1,96. El error de
aproximadén viene dado pa € resto de Lagrange:

|f(n+1)(c)||x—a|”+1: |f(n+1)(c)| (i)n+_l

=196, a=2]= —
n+ 1) ¥ a=2= = \102
4

_1-3-5---(2n—1) 1
T (n4 Diartl cl/2+n (202
_1-3.5---2n—-1) 1 4 1 1 4

= <
2-4---(2n)(2n + 2) cl/2+n 102n+2 on + 2 cl/2+n 102n+2

donck 1,96 < ¢ < 2. Deducimos que

‘f(”+1)(c)|
(n+1)!

1 1 4
2n + 2 (1,4)(1,96)" 102n+2

|.X . a|n+1

Como el error permitidoese = 10~?, es afficiente degir n por la condcion de que

1 1 4
2n + 2 (1,4)(1,96)7 102n+2

<107°
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Paralo cual, claramente, basta tomar n = 3. Por tanto, el valor pedido de v/2 es T5( £, 1,96)(2).
¢

6.7. Funciones convexasy funciones concavas

6.43 Definicion. Dadosdos purtosa = (a,b) ¥y B = (¢, d) en e plano, e segmento que une &
con B esel conjunto de purtos del plano:

[w,Bl=f{ta+ (1—0)p:0<t<1}={(ta+ (1 —1)c.tb+ (1 —1)d):0<t<1} (623

Observaque s x < y son nimeros redes, €l segmento que une x con y es d intervalo
cearado|x, y].

6.44 Definicion. Sea f: I — R una funcién definida en unintervalo 7. Se diceque f es
corvexa en I s paratodo far de purtos x, y € I y paratodoz con0 <t < 1, se verificaque:

Sfax+A-ny)<stfx)+A -0 1) (6.24)

Cuando la desigualdad anterior es estricta para 0 < ¢ < 1 se dice que f es estrictamente
convexa. Sediceque f esconcava en I cuando— f esconvexa en I y estrictamente cdncava
cuando — f es estrictamente @mnvexa.

Lainterpretadon geométrica de esta desigualdad es la siguiente. El segmento que une €
purto del plano (x, f(x)) conel purto (y, f(y)) esel conjunto

{tx+ (A =D)y.tfx)+ (1 —0)f(y):0<r<1}

La desigualdad (6.24) dice que la ordenada, ¢/ (x) + (1 — t) f(»), de cala purto de dicho
segmento es mayor o igual que d valor de f enla ascisa f(tx + (1 —¢)y). Esdedr, €l purto
(tx+(1=t)y,tf (x)+(1—1) f(¥)) quedapor encimadel purto (rx+(1—1)y, f(tx+(1—1)y)).
Dicho ce otra forma: el segmento (la auerda) que une dos purtos de la gréficade f queda
siempre por encima de lagraficade f.

fx+ (0 —=10)y)

() + (=1 FO)
| | )+ -0 f0)

Alex+ (4 -y

X mx+(-ny ¥ X mx+(-ny ¥
Figura6.9. Funcién céncava Figura6.10. Funcion convexa
Naturalmente, para una funcién concava se verificala desigualdad oplesta a(6.24) y, por

tanto, s/ es concava d segmento (la auerda) que une dos purtos de la graficade f queda
siempre por debgjo de lagréficade f.
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Lasgréfices (6.10) y (6.9) muestran claramente estos comportamientos.

Ejemplos tipicos de funciones convexas n las parébdas “hada ariba” y la exporencial.
Ejemplos tipicos de funciones concavas onlas pardbdas “hada aagjo” y € | ogaritmo.

Para funciones derivables s tiene una Gtil caraderizagdn e la convexidad.

6.45 Teorema (Condiciones auficientes de mnvexidad). Supongaios que f es continuaen
[a, b] y derivable en Ja, b[. S la derivada e f es credente (resp. estrictamente aedente) en
la, b] entonces f es corvexa (resp. estrictamente cornvexa) en [a, b]. En particular si f esdos
veces derivable en ]a, b[ y se veifica que /" (x) = 0 (resp. /" (x) > 0) paratodox €]a, b],
entonces f es corvexa (resp. estrictamente convexa) en [a, b].

Demostracion. Sean x, y € [a,b] conx < y. Sear €]0,1[y ponggmos z = tx + (1 — 1) y.
Hay que prober que /(z) </(x) + (1—1) f(y). Puesto que f(z) =1/ (z) + (1 —1) f(2), esta
desigualdad puede escribirse

tf@O+U-0fE<tf)+U-0f() <= (A=-0D(/)~f)<t(f() - f(2)

Aplicandoel TVM en losintervalos [x, z] y [z, y], obtenemos purtos ¢ €]x, z[, d €]z, y[ tales
que

f@O-f)=/")E=-x). fO)=[f@)=["d)y-2)

Teniendo en cuenta que /'’ se supore aedente, por lo que f/(¢) < f/(d), y laiguadad de
comprobadoninmediata (1 —7)(z — x) = t(y — z), setiene que

1=~ f)=0=f")—x)<tf"(d)(y—2)=t(/(») — [(2)
Que esladesigualdad gue queriamos probar. O

Interpretando la derivada primera como la velocidad y la derivada segunda como la acée-
radon, las curvas convexas acderan y las concavas frenan.

Observaques f esunafuncién convexay derivable en unintervalo 7, entonces lagréfica
de f queda siempre por encima de la reda tangente en cualquier purto, es dedr, para todo
par de purntos x, a € I severificaque f(x) = f(a) + f/(a)(x — a). De hecho, para funciones
derivables, esta propiedad es equivaente ala cmnvexidad (ver gjercicio 138).

6.46 Definicion. Se diceque a es un punto deinflexion de unafuncién f, s hay un ndmero
r > 0ta que f esconcava endintervalo Ja — r,a| y f esconvexa en e intervalo a,a + r[ (0
al revés). Es dedr, los purtos en los que una funcion pesa de adncava a ®nvexa o de convexa
a ddncava se llaman purtos de inflexion.

El siguiente resultado se prueba fadl mente y queda aomo gercicio.
6.47 Proposicion. S f tieneun purto deinflexionen a y esdos vece derivable en ¢, entonces
f"(a)=0.

S f estres vece derivable en un purto a y se tiene que /" (a) = 0 pero " (a) # 0,
entonces ' tiene un purto de inflexén en a.
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6.7.1. Ejercicios propuestos

202

203

204

205

206.

207.

208

Una ce las aplicaciones mas (til es de las derivadas es a los problemas de optimizacion.
En dichos problemas = trata, por lo general, de calcular € maximo o & minimo ab-
solutos de una magnitud. Hay una gan variedad ce problemas que responcen a este
esguema y oon freauencia tienen contenido geométrico o econdmico o fisico. Por ello
cada uno & estos gjercicios requiere un estudio particular.

Los sguientes consejos pueden ser Utiles:

e Entiende bien el problema. Haz, s esposible, un dbujo o unesguema.

e Eligelasvariables y la magntud, Q, que tienes que optimizar.

e Estudia las relaciones entre las variables para expresar la magritud Q como funcién
deunasola de dlas, Q = f(x).

e Lascondciones del problema deben permitir establece €l dominio de f.

e Estudia la variaciéon del signo ¢k la derivada e f en su daminio para calcular méxi-
mos y minimos absolutos por aplicacion dela propasicion 6.23.

Dado un puo P=(a, b) situadoen €l primer cuadrante del plano, determina d segmento
con extremos en |os gjes coordenados y que pasa por P quetiene longtud minima.

Observacion. Lasolucion ce este gercicio también resuelve d problema de cdcular la
longtud ck la escdera més larga que, llevada en pasicién haizontal, puede pasar por la
esquina que forman dos corredores de anchuras respedivasa y b.

Demuestra que entre todcs los redénguos con un gerimetro dado, € que tiene mayor
area e un cuadrado.

Determina d readanguo conlados paralelos alos ges coordenados, inscrito en la dipse
g o x2 yz

e ewiadon pr) + 2
Observacién. Los dos gercicios anteriores s han resuelto en e cgpitulo 1 usando la
desigualdad de las medias. ¢Qué métodote parecemejor?

= 1, y quetenga &eamaxima.

Calcula d areaméxima de unredanguo que tiene dos vértices bre una drcunferencia
y su base esta sobre una auerda dada de dicha drcunferencia.

Encuentra un purto P de la drcunferencia x2 + y? = 1 con coordenadas positivas
y ta que d trianguo cuyos vértices on (0,0) y las intersecdones de la tangente ala
circunferencia en P conlos ges coordenados tenga &eaminima.

2 2
Calculaun puro (u,v) (# > 0,v > 0) dela dipse de ewiaddn T + Y 1w que

la tangente ala dipse en dicho purto determine @n los ges un segmento de longtud
minima.

Cdlcula d &reade la dipse de minima &ea grcunscrita aun re¢dnguo dado. Reauerda
gue d areade una dipse de semigjes s, ¢ esigud amst.
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209

210

211

212

213

214

215

216

217.

218
219

220,

Lafigura representa un espejo redanguar en € que
se ha partido ura esquina. Las dimensiones del es-
pgoson AB=3, AC =5y lasdela esquinarotason
las que se indican en la figura donce se supore que
a es un valor conccido. Se pide cdcular un purto
P sobre lalineade aorte de forma que d espejo de
vértices 4, X, P,Y tenga aeamaxima. ¢Para qué
vaor dea severificaque d espejo de mayor area &
un cuadrado?

Se quiere construir una cga sin tapa con ura lamina metdlicaredanguar cortando cua
dradosiguales en cada esquinay doldando hada aribalos bordes. Hallalas dimensiones
de la cga de mayor volumen que puede mnstruirse de tal modosi los ladaos de laldmina
redanguar miden: @) 10cm. y 10cm. b) 12cm. y 18cm.

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata dlindrica de unlitro de cagaddad
cuya superficie total ssaminima.

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata dlindrica de un litro de cgaddad
cuyo costo de producddn seaminimo. Se supore que no se desperdicia duminio al cortar
los lados de lalata, pero lastapas deradio r se cortan de auadrados de lado 2r por 1o que
se produce una pérdida de metdl.

Se necesita construir un depdsito de aceo de 500 m3, de forma redanguar con base
cuadraday sin tapa. Tu trabajo, como ingeniero de producdén, es hallar las dimensiones
del depdsito para que su costo de produccén seaminimo.

Halla d volumen del cilindro circular redo mas grande que puede inscribirse en ura
esferaderadio (¢ > 0).

Halla d volumen del cilindro circular redo mas grande que puede inscribirse en uncono
circular redo de dtura/ y radio r conccidos.

Hala d volumen del conocircular redo mas grande que puede inscribirse en ura esfera
deradio (@ > 0).

Laresistencia de unaviga de madera de secaon redanguar es proparcional asu anchura
y a cuadrado e su dtura. Caculalas dimensiones de la viga més resistente que puede
cortarse de untronco de maderaderadio r.

Calculaladistanciaminimadel purto (6, 3) alapardbola de ewadon y = x2.

Una empresa tiene 100 casas para dquilar. Cuandolarenta es de 80 libras a mes, todas
las casas estén ocupadas. Por cada 4 libras de incremento de larenta una caa queda des-
habitada. Cada casa dquil ada supore ala enpresa un coste de 8 libras para reparadones
diversas. ¢Cudl eslarenta mensua que permite obtener mayor beneficio?

Una empresa produce semana mente 300 hcicletas de montafia que vende integramente
al predo de 600 euros cada una. Tras un analisis de mercados observa que s varia d
predo, también varian sus ventas (de forma cntinua) segunlasiguiente proparcion: por
cada 7 euros que aumente o disminuya d predo de sus hicicletas, disminuye o aumenta
laventa en 3 uridades.
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221

222

223

224

225

226

227.

228

229,

230

231

a) ¢Puede aumentar € predo y oltener mayores ingresos?
b) ¢A guépredo losingresos sran maximos?

En la orilla de un rio de 100 metros de ancho esta situada una planta dédricay en la
orilla opuesta, y a 500 metros rio arriba, se esta construyendo urafabrica Sabiendo qie
el rio es redilineo entre la plantay la fébrica que d tendido e cales alo largo ce la
orilla auesta a9 euros cada metro y que d tendido ce cdles bre d agua westa al5
euros cada metro, ¢ aid eslalongtud ddl tendido mas econdmico pasible entre laplanta
elédricay lafabrica?

Se proyeda un jardin en formade sedor circular deradio R y anguo central 6 (medido
en radianes). El areadel jardin hade ser 4 fija. ¢Qué valores de R y 8 hacen minimo €
perimetro del jardin?.

Se oorta un alambre de longtud L formando uncirculo con uno e los trozos y un
cuadrado con € otro. Calcula por donce se debe cortar para que lasumade las areas de
las dos figuras seaméxima o seaminima.

Dados dos purtos A y B situados en e primer cuadrante del plano, cdcula ad es €
camino mas corto parair de A a B pasando pa un purto del ge de abscisas.

Se desea @nstruir una ventana con forma de redanguo coronado de un semicirculo de
diametro igual alabase del reddnguo. Pondremos cristal blanco en la parte redanguar
y cristal de mlor en € semicirculo. Sabiendo que d cristal coloreado dgja pasar la mitad
deluz (por unidad de superficie) que d blanco, cdculalas dimensiones delaventana para
conseguir lamaximaluminosidad si se ha de mantener un perimetro constante dado.

Se desea ®nfecdonar una tienda de canpafia cdnicade un vdumen determinado. Cal-
cula sus dimensiones parague la caitidad de lona necesaria seaminima.

En unalamina drcular de radio R se recorta un sedor circular de &nguo ¢ y con él se
construye un cono. Calcula d valor de ¢ paraque d volumen del conoasi construido sea
maximo.

Se desea onstruir unsilo, con un vdumen V' determinado, que tengalaforma de un ci-
lindro rematado pa una semiesfera. El costo de aonstruccéon (por unidad de superficie)
es dolde paralasemiesfera que para d cilindro (labase es gratis). Calculalas dimensio-
nes Gptimas para minimizar € costo de construcdon.

Demuestra que de todos los trianguos isbscdes que se pueden circunscribir a una ar-
cunferenciade radio r, €l de &eaminima es el equil étero de dtura 3r.

2 2
Se mnsidera la dipse x_2 + ;:—2 = 1. Cdlcula d tridnguo isdscdes de &eamaxima
a
inscrito en dicha dipse, que tiene un vértice en € purto (0, ) y base paraela d ge de

abscisas.

Con ura auerda de longtud L, con un nudccorredizo en uno ¢ sus extremos, rodeamos
una olumna drcular deradio R hadendo pasar € otro extremo pa €l nuda Calculala
maxima distancia posible del extremo libre d centro de la clumna.
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232 Estés en € desierto con tu vehiculo situado en un puro cuyas coordenadas N A =
(0,40) y tienesqueir aotro purto C = (28, 0) (launidad de medida eslamill aterrestre).
Del purto 4 a origen O = (0,0) y de é&te d purto C hay una caretera asfaltada
Pero también, parair de 4 a C, puedes hace parte o todoe camino sobre la aena. En
caretera tu velocidad es de 75 mill as por hora; y sobre la aena de 45 mill as por hora.
¢Qué camino debes sguir parallegar lo antes posible aC?

233 Caculalasdimensiones del reddnguo de mayor areaque puede inscribirse en untrian-
gulo equildtero cuyo lado mide 2 centimetros. Se supore que d reddnguo se goya
sobre unlado dd tridnguo.

234. El principio de Fermat afirma que la luz vigja de un purio 4 aotro purto B siguiendo
la trayedoria en la que se invierte d menor tiempo paible. Supongmos que d ge
de ascisas, y = 0, separa dos medios en los que laluz vigja adistinta velocidad (por
gemplo, airey agua). Seac lavelocidad delaluz en e semiplano superior y > 0y sea
%c lavelocidad correspondente d semiplanoinferior y < 0. Calcular €l purto de dicho
gjepor € que pasara d rayo que vigie desde d punto A = (—4,3) ad B = (3,—4).

235 . 7

Cdlcula la posicion del purto P = (x,0) en

la figura de la derecha, donce 4 = (0,1) y

B = (2+ +/3,2), paraque d &guo 6 seamé&

ximo. ¢Cud es dicho valor maximo de 67 Jus-

tifica on detalle lo que haces.

EN

0

P

Uno celos resultados més Util es del calculo diferencial sonlas Reglas de L' Hopital que
permiten resolver las indeterminaciones en € célculo de limites.

236. Calcula d limite en € purto ¢ que en cada caso seindicade las funciones dguientes:

f(x) = (senx +cosx)/*, a=0; f(x)=(1+1tgx)""** a=0

) 1/x2
f(x) = (cotx)®"*, a=0; f(x) = (coszx—l—%) Ca=0
I
f(x)=(1+senx)°°tgx, a=0; f(x)=M7 =m/2
(mr — 2x)2
x —arctgx _ (tgx)(arctgx) — x2
f(x)=w7a=0, S(x)= o , a=0
e* —cosv2x —x senx\ 1/(1—cosx)
f(x) = T a=0; f(x)=(==) L a=0
237. Justificaque paratodor e R y paratodos > 0 se verificaque:
I r r
im 89997 0 him 20, 1im x*|logx|” = 0.
x—>+oo  x% x—>—+oo 5% x—0

x>0

238 Calcula d limite en el purto « que en cada caso seindicadelasfunciones 1 :RT — R.

2
senl
f(x)=%, a = +oo; f(x)=senV1+ x —sen+/x,a =+oo
X
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252

X 1
f(x)=senxsen—, a=0, a =+4oc;
X

2

f(x):(cos il )x ,a =400

X+ 2

239 Seag:R — R derivable ed R y dos veces derivable en 0 siendo, ademas, g(0) = 0.

Definamos f:R — R por f(x) =

de f.¢Es f’ continua en 02.

s x#0, /(0)=g'(0). Estudialaderivabili dad

240 Sean f, g:]— 1, 00[— R lasfunciones definidas por

Sx)=

log(l + x)
X

LSO =1; gx)=e/®

Calculalas derivadas primeray seguncade f'y g en 0y deduce @ valor del limite

lfm
x—0

e
(1+x)/* —e+=x

2

241 Seaf:]—1/2,4o00[— R dadapoar f(x) = (x —|—e")% parax #0,y f(0) = €*. Estudia

la continuidad y derivabili dad de f en cero.

242. Estudiala derivabili dad de las dguientes funciones.

w N P

4. f:]—n/2,7/2[— R dadapor f(x) = (

sen(1/x)
5 f:R — R,dadapor f(x)= (1 n xz)

6. f:1—n/2,7/2[— R dadapor f(x)z(

243 Calculalos limites

lim ! !
x—0 \ sen? x x2

xeXX fxe¥—2eX 42¢*

m
x—0 (ex—1)3
senx
log( —
lim 7( X )
x—0 (Iog(l + x))2

[im

x log(1 + sen2x) arctg(sen® x)

x—0  (e¥—1)(1 — cos?(tg? x))

arctg(arcsen x?)

00 (@* 1) log(l + 2)

. f:RT = R, dadapor f(x) =x/C"D y £(1) = e

. f:]—=1/2,400[— R, dadapor f(x) = (x + €)/*y £(0) = €.
. 1[0, +00[— R dadapor f(x)= (1 + x logx)!/*,y f(0) = 0.
senx

)W y [(0)=e"1/6.
X
. SO =1

2 —2cosx

1/x
;e ) parax #0y f(0)=1.

, 1 1
lim| — —
x—)l(lng x—l)

Z o
lim (5 —arctg x)

x—>+00

t 1/x2
x—0 X

m arctgx —senx
x=0 x(1 —cosx)
(35enx—3x COSx)l/x

Iim

x—0 x3

Sugerencia. Pueden usarse las reglas de L'Hopital pero es conveniente redizar previa

mente dgura transformadén.
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244

245

246.

247.

248
249,

250,

251

252

253

254

Explicas escorredo usar lasreglas de L'Hopital para cdcular los limites:
2
—sen sen(l1
lim X2S0X. g, XIS/
x—>+o00 X + Senx x—0 senx

El teorema de los ceros de Bolzang junto con el teorema de Roll e, permiten determinar
en muchas ocasiones € nimero de caos reales de unafuncion.

Sediceque unafuncién polindmica P(x) tieneun cerodeorden k =1 en un purto a,
s el valor de Py e de susderivadas hastalade orden kK — 1 ena esceo, y laderivada de
orden k de P nose anulla ena. Loscerosde orden 1 sellaman ceros smples. El Teorema
Fundamental del Algebra dice que una funcién pdindmicade grado n (en general, con
coeficientes comple os) tiene n raices redes o complgjas contandocadaraiz tantas veces
como indica su orden. Reauerda también que las raices complgas de un pdinomio con
coeficientes redes vienen pa pares de raices complejas conjugadas.

Prueba que una funcién pdindmicade grado » coincide con su pdinomio de Taylor de
orden n centrado en un purio cualquiera a.

Prueba que una funcion pdindmica P tiene un cero de orden k en a s, y solo s, puede
escribirse de la forma P(x) = (x — a)* Q(x), donde Q(x) es una funcién pdindmica
guenose anda ena.

Calcula d nimero de caosy laimagen delafuncion f:R — R, f(x)=x%—3x242.
Calcula d nimero de soluciones dela ewadén 3 logx — x = 0.

Estudia d nimero de soluciones redes de la ewadon 3x> + 5x3 — 30x = o segunlos
valores de «.

Determina d ndmero de soluciones redes de la ewadon 2x3 — 3x2 — 12x = m segln
el valor de m.

Justificaque la ewiadon x2 = x senx 4 cosx tiene exadamente dos oluciones redes.

Sea f una funcion pdindmica que tiene un maximo relativo en (-3, 5), un minimo
relativo en (1, 1) y unmaximo relativo en (4, 7) y notiene més purtos criticos. ¢Cuantos
caosredestiene f?

Prueba por medio del teorema de Rolle que la ewiaddn 5x* — 4x + 1 = 0 tiene dguma
soluciénen [0, 1].

Estudia d nimero de caosredes delafuncion f(x) = 2% — 1 — x2.

255 Prueba que etre cala dos luciones redes de la ewiadon € senx = 1 hay a menos
unasolucionred dela ewladon e* cosx = —1.
256 Sean ay,ay,...,a, niUmeros redes. Prueba que para dgun x € [0, 1] se verifica que
n n
k Ak
3 gk = .
k=0 k=0 ke+1
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257. Sea f unma funcion pdindmicay seaa < b. Justifica que, contando cada cero tantas
vece como su arden, si f(a) f(b) < 0 € ndmero de ceos de f en Ja, b esimpar; y
s f(a) f(b) > 0 dicho nimero (caso de que haya dgun ceo) es par. Deduce que s
f tiene grado n, es condcidn recesaria y suficiente para que f tenga n raices redes
distintas que su derivada tengan — 1 raices redes distintas ¢; < ¢ < -+ < ¢y—1 Y
gue paraa < ¢; suficientemente pequefio y para 8 > ¢, suficientemente grande, los
signos delos nimeros f'(«), f(c1), f(c2),..., f(ch—1), f(B) vayan dternanda

258 Determina para qué valores de o la funcion pdindmica 3x* — 8x3 — 6x% + 24x + «
tiene auatro raices redes digtintas.

259 DadoneN, sea f(x) = (x2—1)" (xeR). Pruebaqueladerivadak-ésima(l <k <n)
de f tiene exadamente k raicesredes distintasen el intervalo| — 1, 1].
x2 X3 x"
260 DadoneN, seaf,(x)=1—x + > "3 + -+ 4+ (=1)"—. Pruebaque s n esimpar
n
la ewadon f,(x) = 0 tieneunadnicasolucién y nngura s n es par.
El teorema del valor medio permite acotar € incremento de unafuncién pa € incre-
mento de la variable yunacota de la derivada Esto dalugar a muchas desiguddacdes
interesantes. Por otra parte, algunas de las desiguddades mas Utiles on conseauencia
dela corvexdad Los dguientes gercicios tratan ce dlo.

261 Sean0 < x < y. Pruebaque

y—X y
< arct arctgx < .
a)l—|—y 9y —arcly 1+ x2

b) 2= <logy —logx < 2=,
y X
262 Seenn e N,n=2y0 < a < b.Pruebaque
na" '(b—a) <b" —a" <nb"—1(b—a)

1
Aplicacion. Hadendo a=1 + pat b=1 —|— —, primero en ladesigualdad de la dere-
chay después en ladesigualdad de laizquierda, deduceque

ln 1 n+1 1 n+2 ]n—i-l
1+ - 14+ — : 1+ <|1+-
n n+1 n+1 n

263 Pruebaque paratodox > —1 severificaque

<log(1l
—— <log(l +x)

¢Cudndosedalaigualdad en la desigualdad anterior?
264. Supuesto que a > 0, demuestraque —a elogx < x4 paratodox > 0.

265 Dadoa €]0, 1], pruebaque x® < ax + 1 —a paratodox e R™ \ {1}.

Deduceque, dados p > 0y g > Otdesquel/p + 1/q = 1, entonces paratodosa > 0
D q

b
yb > 0 severificaqueab < — + 2—. ;Cudndose dalaigualdad?
V4 q

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculodiferencial eintegral



Ejercicios propuestos 255

266 Sean 0 < a < b. Pruebaquesi b <e ettorcesa’ < b?,y s e<a entonces b? < a®. ¢Qué
puede dedrsesi a < e < b?.

. . ., logx
Sugerencia. Consideralafuncion x +— i.
X

267. ¢Hay algin nimero a > 0 que verifique que ¢*/? > x paratodox e Rt? gCudl esdicho
ndmero?

268 Pruebaque paratodox €]0, /2[ se verificaque

. x? L 2x
1)1—7<Cosx; ii) — <senx <x <tgx
T

269 Dadosa,heR™ cona # b, prueba que paratodo x € R se verificala desigualdad:

a4+ x b-i—x>g
b+ x b’

270. Desigualdad de Jensen. Sea f : I — R unafuncion convexa en € intervalo I, y sea
neN,n = 2. Dadosnimerosay > 0, x; €1 talesque Y ; _; ax = 1, prueba que:

A (Z Olkxk) <Y S(xp).
k=1 k=1

Ademas, s f es estrictamente nvexa, la desigualdad anterior es estricta siempre que
a menaos dos de los purtos x;, sean distintos.

Sugerencia. Es afficiente considerar € caso n = 2 y proceder por inducdon.

271 Sean xi, oy, donck 1 <k < n, nimeros positivos verificando que Y 7 _; ax = 1. Usando
la conwvexidad delafuncién x — —logx demuestrala desigualdad:

n

o] .02 o

X Xy X, < E QX
k=1

¢Cudndose dalaigualdad?
272 Sean p, g nimeros redes positivostalesque 1/p + 1/g = 1.
D q
a) Pruebaque ab < i + b— y laigualdad ocurre s, y sblo 8, a? = 9.
p q

n 1/s
b) Dadoz = (z1,22,...,z4) € R" y s > 0, definamos ||z||; = (Z |zi|*] . Prueba
i=1

gque paratodo x = (x1,x32,...,X,) ytodoy = (y1,52,...,¥n) en R” se verificala
desigualdad de Hélder:

n
Doyl < lixll, 1ylly -
i=1

¢Cuandose dalaigualdad?
Sugerencias. El purto @) puede hacegse amo conseauencia del gjercicio anterior. Para

] . . _
by hagasea = -1 p = il o 12 desiguaidad del purto )

x|, I¥llg
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273 Sea f esunafuncién cerivable en unintervalo 1. Pruebaque f esconvexa en I s, y
sdlo s, lagréficade f* quedasiempre por encima de laredatangente en cualquier purto,
es dedr, paratodo par de purtos x, a € I severificaque f(x) = f(a) + f'(a)(x — a).
Losteoremas de Taylor—Youngy de Taylor se usan paa okiener aproximaciones palino-
miales de unafuncion daday para calcular valores aproximadas con predsion prefijada
3
/1 —
274 Caculaunafuncién pdinémicag tal que Il’mo +x—5¢(x) =0.
X—> X
: . . I t 1) —
275 Caculaunafuncién pdindmica ¢ tal que Il'mo ogarc g(xJ; ) —¢(x) =0.
xX—> X
276. Prueba que las Unicas funciones n veces derivables con derivada de orden n constante
son las funciones palindmicas de grado menor o igua que n.
277. Prueba que d pdinomio de Taylor de orden » de una funcion /" es e unico pdinomio
P(x) degradomenor oigua quen que verificaque f(x) = P(x) + o(x — a)".
278 Sea f:]—n/2,7/2[— R lafuncion dedaparax €] — n/2,x/2[, x # 0, por:
. log(l +senx) —senx
S ) = s ,
y f(0) =—1/2. Cdcula d pdinomio de Taylor de orden 3 ce f en 0.
279 Sea f:]— 1, +oo[— R lafuncién deda para x # 0 por:
arctg(log(1 + x))
JS(x) = ;
log(l + x)
y f(0) = 1. Cacula d pdinomio de Taylor de orden 3 ce f en 0.
280 Cacula, usando un asarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado dgl ndmero
red o con unerror menor de 10~3 en cadauno ck los casos sguientes:
1
a)o = 7 bya=4e c)ozzseni d) a =sen(61°)
Una ce las aplicaciones mas comunes de las derivadas es el trazado ck graficas. Para
trazar la grafica de unafuncion f* se debe tener en cuenta:
1. Propiedackes de simetria o ce periodicidad ¢k f.
2. Los purtos en gue seanda la primera ola segunda arivada ce f ylos purtosen los
gue f noesderivable.
3. Losintervalos en que f’ tiene signo constante. Lo gue nos informa del credmiento
y deaedmiento de /' y también de la naturaleza de los purtos snguares (maximos y
minimos locales).
4. Los intervalos en gue la derivada segundatiene signo constante. Lo gue nos informa
dela corvexdady concavidad asi como de los purtos de inflexion.
5. Hallar las asintotas.
Asintota vertical. Lareda x = ¢ esuna asintota vertical de la gréafica de /' s alguno
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deloslimiteslaterales de /" en ¢ esinfinito.

Asintota horizontal. Lareda y = L esuna asintota harizontal dela gréficade /s f
tiene limite en 400 0en —ocoigud a L.

Asintota odicua. S f* esunafuncionraciond con el grado del numerada una uridad
mayor que d grado cel denominada, entonces puede escribirse de la forma

f(x)=mx+b+ g(x)

donce Iirp g(x) =0.Ental casolareda y = mx + b esuna aintota odicua cela
X—>1T00

grafica de f.
6. Dibujar maximos, minimos, purtos de inflexién, cortes con los ges y cortes con las
asintotas.

281 Dibujalas gréfices de las funciones dguientes:

a) f(x)=3x>—5x3+2 b)f(x):%
2 _
O fm=""2F2 g o = x>

—1
8 f(x) = vVx2(x —2)2 f) f(x)=x*—4x3+10
2/3

9) f(X):W h) f(x):2x22Iog|x|—5x2, f(0)=0
. xX“—=x=2 . 2x*—3x+5
) f(¥)=——=— NI =T ey

k) f(x)=log(2 + senx)

282 . -
La figura de la derecha muestra la gréfica de una
funcion f dos veces derivable. Estudia d signo e
laprimeray la segunch derivada de f en cada uno
delos purtosindicados. B
Si suporemos que un mévil se mueve alo largo e 7 C
una lineareda y que la gréfica muestra su distan- D
cia d origen en €l tiempo¢. Indica alavista de la Er 4
gréficay de forma goroximada:
a) Cuando se esta dgjando oacecandoal origen.
b) Cuandoestd acéerando ycuando esta frenanda

283

La figura de la derecha muestra
lagraficade unafuncion y de su
derivada. Debes identificar cada

una de dlas y explicar las rela /><\ /
ciones entre anbas gréficas. \\)A/ %
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284
La figura de la derecha muestra
la gréfica de una funcién y de
sus dos primeras derivadas. De-
bes identificar cada una de dlas /
y explicer las reladones entre di-
chas gréficas.
285 Trazalagréficade unafuncidn f dos veces derivable en R, sabiendo qLe:
a) Lagréficade f pasapor los purtos (-2, 2), (—1, 1), (0,0), (1, 1), (2,2).
b) /7 espositiva en losintervalos ] — oo, —2[ ¥ 10, 2[, y esnegativa en]—2,0[ y ]2, +oc].
c) /" esnegativa en los intervalos | — oo, —1[ y ]1, +o¢[, ¥ es paositiva en € intervalo
]—1,1[.
286. a) ¢Escierto que los purtos donck se anulala derivada segunch son purtos de inflexion?
b) ¢Qué puedes dedr de los purtos de inflexion de unafuncién pdinémicade grado 2 o
3?
Justificatus respuestas.
287. ¢Escierto que lagréficade todafuncion pdindmicade grado par tiene tangente horizon
tal en algun purto? ¢Y s € grado esimpar? Justificatus respuestas.
Consideraremos ahaa € problema de halar e maximo o minimo absolutos de una
funcién continua f en unintervalo cerrado|a, b]. Para €llo puede seguirse d siguiente
procedimiento:
Paso 1 Hallar todos los purtos x de [«, b] que 0 bien son purios snguares de f 0 son
purtosenlos que f noesderivable.
Paso 2. Calcular € valor de f en cada uno @ los purtos obtenidos en €l Paso 1y
tambiénenay enb.
Paso 3. Comparar los valores obtenidos en € Paso 2. El mayor de todcs ello sera €
maximo absoluto de f en[a, b] y d menor serd el minimo absoluto de f en|[a, b].
288 Calculalos valores méximo y minimo de las dguientes funciones en los intervalos que
seindican:
1 f(x)=x3—x>—8x+ lendintervalo[-2,2].
x+1 .
2. = ——— endintervao[—1,2].
fo =5 [-1.2]
1
3 f(x)= 5(sen2 X + cosx) + 2senx — x en el intervalo [0, 7/2].
4. f(x)= Vx2(5—-2x)endintervalo[—1,2].
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5 f(x)=—x3+ 12x + 5Send intervalo [-3, 3].

289 Para calanimerored ¢ sea f(x)=—1x3 +¢2x. Calcula, para calavalor des € [-1, 1],
€l minimo valor de f(x) en e intervalo [0, 1].
Cuando unafuncién noesta definida en unintervalo cerado hay que estudiar € signo
dela derivadasi queremos calcular maximos o minimos absol utos cuya existencia habra
gue justificar.
290. Definamos f(x) = 5x2 + ax™>, donte o > 0 es una constante. Calcula d valor més
pequefio de o tal que f(x) = 21 paratodox > 0.
n
291 Cdcula d minimo valor de Z(x—ak)z donck ay,ay, -+ a, SON nimeros redes dados.
k=1
292 Caculalaimagen de f:R* — R dadapor f(x)=xx.
293 Sea f :R — R lafuncion cefinidapor f(x) = g 1/x? parax #0,y f(0)=0. Estuda
la continuidad y derivabilidad de /'y cdcula suimagen.
294. Dadoa # 0, definamos, parax # 1/a, lafuncién:
Jf(x) = arctana + arctanx — arctan atx .
1 —ax
Calculalaimagen de f.
Acabamos esta larga relacién con dguncs gercicios que me ha paeddo gLe no enca-
jaban popiamente en ninguno @& los apartados anteriores.
295 Supongmos que f esunafuncion derivable en a con f(a) # 0. Cacula d limite:
1
lim (L4
x—0 f(a)
296. Sea f dosveces derivable en a. Calcula d limite:
im L@ tm+ fla—h)—2/()
im .
h—0 h?
297. Sea f :[a,b] — R derivabley f’ credente. Prueba que la funcién g:]a, ] — R dada
paratodox €la, b] por
_Jx) = f(a)
gx)=——""—
X —d
es credente.
298 Seaf:[0, 1] — R unafuncidn derivable verificando qie f(0)=0y que| f/(x)|<| f(x)]
paratodox € [0, 1]. Pruebaque f(x) = 0 paratodox € [0, 1].
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299 Sea f :[a,b] — R continua en [a, b] y derivable dos veces en |a, b[. Supon@mos que
el segmento de extremos (a, f(a)), (b, f(b)) corta ala gréficade f en un purio
(c, f(c)) cona < ¢ < b. Demuestraque &iste dgun purto d €]a, b[ ta que 1" (d) = 0.
Sugerencia. Interpreta gréaficamente @ enurciado.

300 Justificaque existe unafuncion g : R — R derivabley que verificaque g(x) + €5 =x
paratodox eR. Calculag’(1) y g’(1 + e).

301 Seaf :R — R dadapor f(x) = x3—3x2 + 3x + 17. Pruebaque f esunabiyecdon
y estudia la derivabili dad de £~ !.

302 Justificaque hay unafuncién derivable ¢ : R — R tal que paratodox € R verificaque
(@(x))° 4+ ¢(x) + x = 0.

303 Sea f unafuncién derivable que no se anula en ningn puno. Justifica que la funcion
h(x) =log| f(x)| esderivable y cdcula su derivada.

304 Seaf :R — R verificando qie f(x + y) = f(x) f(y) paatodes x, y €R; f(0) #0
y f esderivable en 0. Justificaque f es derivable en todo purio y hay un ndmero red o
tal que f(x) = €~ paratodox eR.

305 Sea f:R — R unafuncion des veces derivable y tal que paratodox € R se verificala
igualdad /(x) + f(x) = 0. Prueba que existen nimeros «, B € R, Unicos, de manera
gue f(x) =asenx + B cosx paratodox €R.

Sugerencia. Define i(x) = o senx + B cosx y considera lafuncion
g(x) = (f(x) —h(x)* + (f'(x) — h'(x))*.
Caculag’(x).
306 Pruebalallamada “férmula de Macin”:

b4 1 1

— =4 arctan — — arctan —.

4 5 239
Sugerencia. Sead = arctan1/5, B =44 — /4. Cadculatan B.
Utili zalaférmula de Machin para cdcular = con cinco cifras dedmales exadas.

307. Sea f unafuncién pdinémicadegradon tal que /®) (@) =0 paral<k <ny f(a) > 0.
Justificaques f(c) =0, entoncesc < a.

308 Sea f derivable en[a, b] con f'(a) = f'(b) = 0. Pruebaque hay algunz €la, b| tal que

1oy S = fla)
S@)=—
zZ—d
Sugerencia. Seag(x) = w paraa < x < b. Define convenientemente g(a) y
b) —
compara g’(b) con M.
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6.7.2. Ejerciciosresueltos

iAntes de ver lasolucién de un gercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto Dado un putio P = (a, b) situado en € primer cuadrante del plano,
determinar el segmento con extremos en |os g es coordenados y que pasa por P quetiene
longtud minima.

Solucion.

B=(0,b+y)

En un gercicio como este lo primero que hay
gue hacer esdegir lavariable en funcién cela
cua vamos a cdcular lalongtud d&l segmen-
to A B. Tomando como variable @, es dedr, la
medida en radianes del anguo indicado en la
figura, lalongtud del segmento A B viene dada
por

. b a
f((p)zsen—gp—i_@ 0<@<mn/2)

Debemoscdcular e minimo absoluto de /. Te-

Nemos que:

—b cosp aseng
sen? ¢ cos? ¢

f(p) =

Se ohtiene enseguida que /' (¢) se anula en undnico purto ¢ €]0, 7/2[ que viene dado
por la ondcion tg(ey) = v/b/a. Sejustificafadlmente que f tiene en ¢y un minimo
absoluto.
En efedo, como f’ es continuay no se anua en los intervalos 10, o[ Y ]po, 7/2[, debe
tener signo constante en ell os. Como |I’I‘T}) f(p) =—00,y Iim/2 f'(p) =+o0 sesigue
xX—> —

que X—>T

¢ €10.9o[= f"(p) <0, ¢ €lpo. 7/2[= f"(¢) > 0
por tanto, f* esestrictamente deaedente en 0, ¢o] y estrictamente aedente en[yg, /2],
lo queimplicaque f(¢o) < f(¢) paratodog €0, /2|.
Para cdcular lalongtud minima f'(¢g), basta tener en cuenta que:

1 + tg? = 1+ (2) = — 213 (213 4 p2l3
+t9°(¢o) 02 (v0) + (a) cos(g0) a (a + )

: , b :
Fadl mente se obtiene aharaque ——— = b2/3(a?/3 + 5/3)"/? conlo quelalongtud

sen(go)

minima buscada viene dada por:

flpo) = (@ +2/7)*?

Otra forma de cdcular lalongtud del segmento A B consiste en considerar la eaiadon
genera de las redas que pasan pa € purto P = (a, b). Dicha ewlad6n general esdela
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formay = A(x —a) + b, donck A esun pardmetro. Las intersecdones de dichareda mn
los gjes onlos purtos A = (a — b/, 0) y B = (0,—ak + b). Por tanto, lalongtud cel
segmento A B viene dada por:

2
() = \/(a—g) +(b—ar)? (A <0)

Otraformade cdcular lalongtud del segmento A B consiste en introduir las variables
xeytadesque 4 = (a + x,0), B=(0,b + y), como seindica e1 lafigura. Lalong-
tud del segmento A B viene dada por H(x, y) = v/(a + x)2 + (b + y)2. Estafuncion,
aparentemente, depende de dos variables, pero dichas variables no son independientes,
pues los purtos 4, P y B estan alineados. Por semejanza de tridnguos < obtiene que
x/b=a/y,porloquey=(ab)/x. Enconseaiencia, lalongtud del segmento 4 B viene
dadapor: h(x) = v/(a + x)2 + (b + (ab)/x)? (x > 0).

Tanto s se usa la funcién g como la /2, debemos obtener un minimo absoluto y, como
son raices cuadradas, es afficiente que cdculemos & minimo absoluto de la funcion
radicando (las raices respetan e orden en R{). Esdedr, las funciones g y /1 alcanzan su
minimo absoluto en el mismo purto en que lo acanzan las funciones:

2 2
G()\)z(a — g) +(b—ar)? (A <0); H(x)=(a+x)*+ (b + ‘;—b) (x > 0)

Comprueba que, de aualquier forma que lo hagas, vuelves a obtener la solucion anterior.
Comentario. Una forma eguivalente de enurciar este gercicio es lasiguiente: Calcula
lalongtud dela escdera méslarga gue llevada en posicion haizontal puede pasar por la
esguina que forman dos corredores de anchuras respedivasa y b.

Es evidente que lalongtud dela escaeratiene que ser menor o igua quelalongtud de
cualquier segmento A B como € de lafigura. Por tanto, lalongtud ck la escdera mas

larga que puede pasar esigud alalongtud minima del segmento A B. ©
Ejercicio resuelto Determina d redanguo con lados paralelos a los gjes coordenados,

inscrito en la dipse de ewad6n z—j + ;,}_j =1, y quetenga aeamaxima.

Solucion.

Por razones de simetria, es aficiente determi- . (x, )

nar €l vértice del reddnguo situado en € pri-
mer cuadrante. Si | as coordenadas de dicho Vér-
ticeson (x, y), entonces € &readel redanguo
serdigual a4xy. Como d vértice debe estar en

la dipse, sus coordenadas x e y deberan satis-
. X2 y2
face laigualdad pr) + = 1.

2
Deducimosque y = b4/ 1 — x_2 Por tanto, setrata de cdcular el maximo absoluto dela
a

2
fundion f(x) =xb/1 - =, donce0 < x <a.
a

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculodiferencial eintegral




Ejercicios resueltos 263

Como se trata de una funcidn pditiva, para cdcular € valor en que dcanza su maximo

podemos elevarla d cuadrado. En definitiva, nuestro problema es cdcular el méximo
2

absoluto delafuncion A(x) = x?2 (1 — x—z) en el intervao [0, a]. Tenemos que

a

2 ) 4 3
h'(x) =2x <l—x—2) +x2—2x:2x—i.
a

soe ;o a
Los purtos criticos de 4 son x = 0 que crresponce aunminimo y x = 7 que Qrres-

ponce aun maximo absoluto (justificadén: lafuncion 4(x) se anua en los extremos del
intervalo [0, a] y es positiva en ]0, a por lo gque su méximo absoluto en [0, a] tiene que
alcanzarse en un purto del intervalo abierto ]0, «[ en el cua debe anularse su derivada.
Pero el Gnico purto que aumple estas condciones esa/~/2).

i) y su dreavae2ab. ©

a
+—,+
V2 V2
Ejercicio resuelto Calcula d areamaxima de unredanguo que tiene dos vértices hre
una drcunferenciay su base esta sobre una auerda dada de dicha drcunferencia.

El redanguo pedido es € que tiene de vértices (

Solucion.

Sea p @ radio de la drcunferencia y BA
la auerda. Pongamos 4 = (pCoSc, psena) P
gue e un dto conccido. Observa que g
—n/2 < a < 0. Hay que cdcular un purto )
P = (pcosp,psenp) por la condcion de \B

gque d redanguo de la figura tenga méxima 0" Ja
&ea La dtura, /, del redénguo viene dada

por h=p(senp —sena), y la base, b, por B BES/
b = 2pcosp. Observa que la longtud de
la base del redanguo no piede ser mayor
que la longtud de la awerda BA, lo que
implica que wsp < cosa = cos(—«). Como
€l cosenoesdeaedente en el intervalo [0, /2],
deberd ser B > —a. Debemos cacular € maximo absoluto de 2p? cosB(sen B — sena)

donce —a < B < m/2.Pongamos, por comodidad, B = x y prescindamos del fador 22.
Sea

f(x) =cosx(senx —sena) —a<x<n/2 (dontke —7/2 <a<0)

Tenemosque f/(x)=—senx(senx —sena) + cos? x = —2sen® x + sena senx + 1.
Hadendos = senx tenemos que f/(x) =0 equivale aque —2¢% + ¢ sena + 1 = 0. Esta
eauadon tiene dos raices redes que vienen dadas por

_%na—\/sen2a+8 , _sena + senfo + 8

t - k)
0 4 ! 4

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculodiferencial eintegral



Ejercicios resueltos 264

Ademas, como
sena £+ vVsen?a + 8
4

1++9
< =
4

1

Tenemosque —1 < fy < 0 < #; < 1. Por tanto, la derivada "’ se anula en dos Unicos
purtos que vienen dados por:

sena — +/sen? 8 sen sen? 8
a—sen?a + ) ﬂ1=arcsen( @+ a+)

4 4

ﬂozarcsen(

Tenemos que —rr/2 < Bo < 0 < B1 < /2. Como —2t2 + ¢t sena + 1 esuna pardbda
hada &bajo, toma valores positivos entre sus dos raices, esdedr —2¢t> +tsena + 1> 0
paraty <t < t;. Lo queimplicaque f/(x) > 0 parafy < x < .

Como f/(r/2) =sena—1 < 0y f' nose anda en]B;, /2], concluimos que /' debe
ser negativa en dichointervalo y, por tanto f* es estrictamente deaedente en [81, 7/2].

A lavista de |os resultados anteriores, debemos distinguir dos casos:

a) —a < 1. Eneste cao, [ escredente en [—«, 8] y deaedente en [B;, /2], por o
gue d maximo absoluto de f en[—«, /2] se dcanza en ;.

b) B1 < —a. En este ca0, [ es estrictamente deaedente en [—«, /2] por lo que €
maximo absoluto de f en[—a, /2] se dcanza e —«.

Finadmente, se comprueba oon fadlidad que la desiguadldad 0 < —a < 81, equivde a
0<—sena <1/+/3, estoes, —arcsen(1/+/3) <a <0.

Observa que s « = 0, entonces B = arcsen(+/2/2) = /4, es dedr, en este cao ¢
redénguo eslamitad del cuadrado inscrito en la drcunferencia. ©

Ejercicio resuelto Encuentra un purio P dela drcunferencia x2 + y? = 1 concoorde-
nadas positivas y ta que d trianguo cuyos vértices n (0, 0) y las intersecdones de la
tangente ala drcunferencia en P conlos g es coordenados tenga aeaminima.

Solucioén.

Sean (s, 1) las coordenadas de P. La ewadon celarec
ta tangente ala drcunferencia x> + y> =1 en P es
xs 4+ yt = 1, cuyos cortes con los ges on los purtos
A=1(0,1/t), B=(1/s,0). Por tanto € areadel triangu-
lo AOB esigud a

111 1 :
251 25 i=? o 7
Para cdcular su valor minimo, como se trata de una funcién pasitiva, podemos elevarla
al cuadrado para simplificar los cdculos. En definitiva, nuestro problema se reduce a

1
cdcular  minimo delafuncion f(s) = ———
s2(1 —s2)
252 —

1
Derivandotenemos f'/(s) = 2w. Por tanto el Unico cero de la derivada en €
S — S

intervalo 10, 1[ es s = 1/+4/2. Como para0 < s < 1/+/2 setieneque f'(s) < 0,y

en el intervalo 10, 1].
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paral/+/2 < s < 1 es f'(s) > 0, deducimos que en e purto 1/+/2 hay un minimo
absoluto de 7. El purto P = (1/+/2,1/+/2) es, por tanto, el que proparciona d tridnguo
de minima &ea ©

Ejercicio resuelto Se quiere mnstruir una cga sin tapa con ura ldmina metdlica redan-
gular cortando cuadrados iguales en cada esquina y dodando hada ariba los bordes.
Hallalas dimensiones de la cga de mayor volumen que puede construirse detal modosi
loslados de laldminaredanguar miden: @ 10cm. y 10cm. b) 12cm. y 18cm.

Solucioén.

Sean a y b laslongtudes de los lados de lalamina
y x lalongtud ddl lado del cuadrado que se cortara
en cada esquina. Supongmos que a < b. El volumen
dela cgaresultante s f(x) = (¢ — 2x)(b — 2x)x.
Se trata de cdcular e maximo absoluto de la fun-
cion f en d intervalo [0,a/2]. Derivando resulta
f'(x) = 12x% —4(a + b)x + ab. Los ceros de la

derivada son
_1 2 2 _1 2 2
a—g(a+b—\/a +b —ab), ,B—g<a+b+\/a +b —ab)
Fijate que:

a?+b*—ab>a* +b*-2ab=(b—-a)*=>20 = Va?+b2—ab>b-a.

Deducimos que las raices de /'’ sonreales. Veamos g dichas raices estdn en € intervalo
[0, a/2]. Tenemos que:

1 1
a:g<a+b— a2+b2—ab)<g(a+b—(b—a)):§
También:
a*+b*—ab < a®>+b*+2ab=(a+b)? = Va®+b2—ab<a+b = a>0.

Portanto 0 < o« < a/3y « €]0,a/2[. Comprobemos que 8 = a/2.

1
g<a+b+ a2+b2—ab)>% — Va*+b*—ab=2a-b

Si 2a—b <0, estadesigualdad estrivialmente derta. Supongmosque2a—5b > 0. Ental
caso, elevando al cuadrado ambos lados, la desigualdad anterior equivale alasiguiente:

a* +b*>—ab>4a* —4ab+b* < 3alb—a)=0

Lo cual escierto paque se hasupuesto quea < b, luego 8 €10, a/2|.

Por el teorema de Weierstrass sabemos que f* acanza un méximo absoluto en algun
puno xg € [0,a/2]. Como f(0) = f(a/2) =0y f(x) > 0parald < x < a/2, debe ser
xo €]0, /2[. En conseauencia, x, también es un extremo relativo de f en [0, /2] por
lo gueladerivadade f debe anularse en x. Pero el Unico purto ddl intervalo [0, a/2] en
el que se anulaladerivadade f es«. Concluimos asi que xo = «.
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Con unc $ncill os cdculos = obtiene

1
Sflo)= a(—Za3 + 3a%b + 3ab* —2b° + 2(a® —ab + b2)3/2)

Comentario. Otraforma de razonar este gercicio, algo mésindireda pero conlague te
ahorras trabajo, es como sigue.

Como f(0) = f(a/2) = 0, podemos aplicar €l teorema de Rolle, para obtener que la
derivada de f tiene que anularse en algun purto de 0, a/2[. Ademés, f tiene que dcan-
Zar en un purio xq de 0, a/2] un maximo absoluto y como, evidentemente, xq €]0,a/2|,
deducimos que /"’ debe anularse en xq. Luego o ien es xo =« 0 es xo=B. El criterio de
la derivada segunch nos permite salir de dudss. Tenemosque /' (x) = —4(a + b — 6x).
Condllo,

f"(a)=—4(a+b—6a)=—4va*+ b2 —ab, f"(B)=—4(a+b—6B)=4vVa>+ b%—ab

Por tanto, /" (a) <0y f"(B) > 0. Deducimos asi que d purto a esta en € intervalo
10,a/2[y endlafuncién f acanzasu maximo absoluto en [0, a/2].

Alternativamente, puedes estudiar €l signo ce la primera derivada. Escribiendo f/(x) =
12(x —a)(x — B),sesigueque f'(x) <0s x €la, B[y f/(x) >0 x <a0S x > f.
Deducimos que f escredente en el intervalo | — oo, ], deaedente en € intervalo [«, ]
y credente en [, +oc[. Luego en « hay un méximo relativo. Ahora hay que justificar
que o estd en [0,a/2] y que es € purto donck f acanza su maximo absoluto en dicho
intervalo. ©

Ejercicio resuelto Calcular las dimensiones (radio y atura) de unalata dlindricade un
litro de cgpaddad cuya superficie total seaminima.
Solucion. Sear € radio y 4 la dtura medidas en dedmetros. Como € volumen es

1 -
1 dcm?, tenemos que zr*h = 1, de donce 1 = — . La superficie total de la lata e
r

X 2 L
f(ry=2nr?+2nrh=2nr?+4 =. Setrata, por tanto, de cdcular e méximo absoluto de
r

2 2713 — 1

f(r) cuandor > 0. Derivandg f'(r) =4mr — — =2———— Deducimos que lade-
r r

: . . 1 X .

rivadatiene un Urico cerored o = 3/? Como para0 < r <aes f/(r) <0, sesigue
T

que f/ esdeaedente en el intervalo |0, «]; y como paraa < r es f/(r) > 0, sesigue que

f escredente en e intervalo [«, +o0o[. En conseauencia f(x) < f(r) paratodor > 0.

~ 0, 542dcm,
w7
y h = 1, 1dcm. ©

Asi, lasdimensiones delalata monminimasuperficie lateral sonr =

Ejercicio resuelto Hallar € volumen del cilindro circular redo mas grande que puede
inscribirse en ura esferade radio (¢ > 0).

Solucion.
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La reladén entre d radio de la efera a, € radio
de la base del cilindro, r, y la dtura dd cilindro,

h, viene dada, como se deduce de la figura, por
2

h . .
at=r?+ T El volumen ddl cilindro viene dado

4q2 — h? (
por wr2h = naTh. El problema se reduce a 0&/
cdcular el méximo absoluto de f(h)=4a*h—h3 en AN
el intervalo [0, 2a]. Tenemosque f/(h) =4a>—3h>.
14

Como lafuncién f es positiva en ]0, 24[ y se anula
en los extremos del intervalo, deducimos, por un
razonamiento ya varias veces repetido, que d Unico
cao gue tiene la derivada en € intervalo 10, 24|,

esdedr, e purto, @ = 2a/+/3, corresponce aun méximo absoluto de f en[0,24]. ©

Ejercicio resuelto Hallar el volumen del conocircular recto méas grande que puede ins-
cribirse en ura esferade radio (a > 0).

Solucioén.
Seanr y h €l radio yla dtura del cono. Tenemos que
(h—a)2 +r2 =4

esdedr, r2=a*—(h—a)?. El volumen del cilindro
. 1 1
viene dado pa gnrzh = gn(az — (h—a)®)h. El

problema se reduce a cécular €l maximo absoluto
de

f(h) = %n(az —(h—a)})h = %hz(za —h)

en € intervalo [0, 2a]. Tenemos que f/(h) = %(4a — 3h)h. De donck se deduce ense-

guida gue d cilindro de mayor volumen que puede inscribirse en la esfera dada es el de
: 8a? . 3243
alturah=4a/3yrad|or=%;ysuvdumen&e|guala gln. ©

Ejercicio resuelto Hallar el volumen del cilindro circular redo més grande que puede
inscribirse en unconocircular redo de dtura H y radio R conccidos.

Solucion.
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Sean r y h e radio y la dtura del cilindro. Por ser

los trianguos OAB y DCB semejantes, tenemos que
H—h

- ———, dedonce, 4 = H(1 —r/R). El volumen

R H -

del cilindro viene dado pa 7r?h = wHr? (1 — E)'

El problema se reduce a cécular é maximo absoluto de D c

f(r)=nmHr? (1 — %) en el intervalo [0, R]. Tenemos

Hrar(2R —
que f'(r) = M De donck se deduce ense- h

guida que d cilindro de mayor volumen gue puede ins- I B Eenan
cribirse en el cono chdoesel deradior =2R/3 y dtura g
4nR*H 0 R

: ©
27

h = H/3;ysuvdumen esigua a

Ejercicio resuelto Laresistencia de una viga de madera de secdén redanguar es pro-
porciona a su anchuray a cuadrado de su altura. Calcular las dimensiones de la viga
mas resistente que puede crtarse de untronco de madera deradio R.

Solucion.

Sean x e y las coordenadas del vértice superior derecho
delaviga Serd4 x? 4+ y? = R2. Nos dicen qe laresis- (x,)
tencia de la viga viene dada por una funciéon de laforma
kxy?* donce k esuna cnstante. El problema consiste en
cdcular el maximo absoluto de f(x) = kx(R?> —x?) en
e intervalo [0, R]. Tenemos que f/(x) = k(R? — 3x?).
De donce se deduce enseguida que lavigamas resistente

2
seobtieneparax:R/«/?,ey:\/;R. ©
Ejercicio resuelto Cadlculaladistanciaminimadel purto (6, 3) alapardbdade ewadén
y= x2.
Solucion.

Ladistanciadel purto (6, 3) aun purio de lapardboa (x, x2) viene dada por

JE =62+ (232,

Como se trata de una funcion pasitiva, cdcularemos e purto donck d cuadrado ce la
distancia dcanzasu minimo absoluto. Sea

f(x)=(x—6)2+ (x2=3)2 =45 —12x — 5x2 + x*.

Se trata de cdcular el minimo absoluto de f* cuando x € R. Observa que, en general,
unafuncién cortinua en R notiene por qué dcanzar un minimo absoluto, pero 1 esuna
funcién pdindmica de grado pa con coeficiente lider positivo, por 1o gque la existencia
de un valor minimo absoluto de f en R esta garantizada de antemano, aunge no vamos
ausar este resultado.
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Tenemosque f/(x)=—12—10x +4x3 =2(x —2)(3 +4x + 2x?), quetiene una Gnica
raizred x =2. Como parax < 2 setieneque f/(x) < Oy parax > 2es f'(x) > 0,
deducimos que en & purto x = 2 lafuncién f* acanza un minimo absoluto en R. Por
tanto, el purto delaparébola y = x? cuyadistancia d purto (6, 3) esminima es el purto
(2,4). ©

Ejercicio resuelto Una empresa tiene 100 casas para dquilar. Cuando la renta s de
80€ al mes, todas las casas estdn ocupadas. Por cada 4€ de incremento de la renta una
casa queda deshabitada. Cada casa dquilada supore ala enpresa un coste de 8€ para
reparadones diversas. ¢Cud es larenta mensua que permite obtener mayor beneficio?

Solucion.

Todolo que hay que hace es cdcular lafuncion de beneficio. Sea80 + x € predo del
alquiler expresado en euros. Como es evidente que no interesa bgjar la renta de 80€, se
considera que x = 0. El beneficio mensual viene dado pa

2
f(x)z(100—%)(80+x—8):7200+82x—%

Tenemos que f'(x) = 82 — % Deducimos fadlmente que para x = 164 obtenemos a
maximo beneficio. Es dedr, cobrando unalquiler de 244€, lo que supore dquilar un

164 . . . . L
total de 100 — — = 59 casas y dgjar sin aquilar 41, la enpresa obtiene d maximo
beneficio f(164) = 13.924€ (asi esla eonamia caitaista. . .). ©
Ejercicio resuelto Se proyeda unjardin en forma de sedor circular deradio r y anguo

central ¢. El dreadd jardin ha de ser A4 fija. ¢Qué valores de r y & hacen minimo €
perimetro del jardin?

Solucioén.

El &reade unsedor circular de anplitud ¢ medida en radianes
v

y radio r esigud a Erz’ y su longtud viene dada por o r.

El perimetro del jardin esigual a ¢ r + 2r. Como debe ser

) 24 . -
Erz = A4, esdedr, ¢ = — lafuncién cuyo minimo absoluto
r

24
debemos obtener es f(r) = — + 2r, donce r > 0. Como
r
24 r2—A
Sl =-5+2=2—
r r
r=+A f adcanzaunminimo absoluto. El valor minimo del
perimetro esigual a4/ A. ©

, Se deduce fadlmente que en

Ejercicio resuelto Se corta un alambre de longtud L formando uncirculo con uno @
los trozos y un cuadrado con el otro. Calcular por dondk se debe cortar para que lasuma
delas areas de las dos figuras £amaxima o seaminima.

Solucion.

Supongmos que partimos € alambre en dos trozos de longtud x y L — x. Con €l trozo
de longitud x formamos un cuadrado cuya &easera x2/16, con el otro trozo formamos
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(L —x)?

4T

. ., x?2 (L —x)?

El problema consiste en cecular los purtos donck lafuncion f(x) = — + -
T

alcanza su méximo y su minimo absolutos en €l intervalo [0, L]. Tenemos que

—4L + (44 m)x
8 '

uncirculo cuyoradio, r, vendradado pa 2wr = L — x,y suareaseranr? =

Sf(x) =

4L
Deducimos, estudiandoel signo celaderivada, que end purt0x:4+—n hay unminimo
absoluto.

Como laderivada tiene un Grico cero en 0, L[, deducimos que d méximo absoluto de

en [0, L] tiene que dcanzarse en uno ¢k los extremosy, como f(L) = 0, concluimos que
2

. L
el valor mémmodefseacanzaparax:0yva|ef(0):4—. ©
T
Ejercicio resuelto Dados dos puntos A y B situados en e primer cuadrante del plano,
cdcula audl es € camino més corto parair de A a B pasando pa un purio del ge de
abscisas.

Solucion.

B=(s,t)
Podemos stuar los purtos 4 y B de forma que 7
A=(0,r)y B =(s,t) conr,s,t positivos.
La longtud degl camino A PB viene dada por
F(x) = vVx2+7r2+ /(s — x)2 + 2. Debe-
mos cdcular € minimo absoluto de f(x) end
intervalo [0, s]. Tenemos que

Y — x D _TP=(x0)

+
VI2+(s—x)2  r2+4x2

Resolviendo f/(x) = 0 obtenemos la solucién
y
(Si haces los cdculos encontrarés € =(0,-r)

f(x) =

o= .
r+t

rs ., . .,
querT es también urapasible solucién, pe-
, rs
o f (:) £0).
Esinmediato que o estd en € intervalo [0, s]. Por tanto, los valores candidatos para ser
minimo absoluto de f en [0, s] son f(0), f(s)y f(a).Como f/(0) <0y f’ esconti-
nua, sesigue que f/(x) < 0 en unintervalo abierto que contiene a0. En dichointervalo
abierto lafuncién f esdeaedente, por o que (0) no plede ser e valor minimo de f
en [0, s]. Andlogamente, como f/(s) > 0y f' escontinua, sesigue que f'(x) > 0 en
unintervalo abierto que mntiene as, por lo que f(s) tampoco puede ser el valor minimo
de f en|0, s]. Por exclusién, concluimos que f(a) = +/s2 + (r + )2 esel vaor minimo
de f en|0, s].
Comentario. No es del todoinmediato comparar diredamente los valores f(0), f(s)

y f(a) paraver cud de dlos es el menor. Para salvar esta dificultad 1o mas comodo es
razonar como lo hemos hedho.
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Alternativamente, puedes cdcular la derivada segunda

[2 V2

+
2+ -x2)" (r2+x2)*?

S =

Como f"(x) > 0, se sigue que f’ es estrictamente aedente. Luego si x < « €S
f'(x) < 0,ysa < xes f/(x) > 0; de donck se deduce que f* tiene un minimo
absoluto en .

En lafigura sugiero una degante y sencill a solucién geométricadel problema. El purto
D esél quepropaciona d caminoméascorto A D+ DB. Cualquier otro camino A P+ PB
esmés largo paque unlado de untriagnguo CB = CD + DB = AD + DB es sempre
més pequefio quelasumadelosotrosdos CP + PB = AP + PB. ©

Ejercicio resuelto Se desea onstruir una ventana con forma de redanguo coronado de
un semicirculo de diametro igual ala base del reddnguo. Pondremos cristal blanco en
la parte redanguar y cristal de clor en € semicirculo. Sabiendo qie d cristal colo-
reado dgja pasar la mitad de luz (por unidad de superficie) que d blanco, cdcular las
dimensiones de la ventana para conseguir lamaxima luminosidad si se ha de mantener
un perimetro constante dado.

Solucion.

Seax lalongtud ke la base de la ventana 'y /& su dtura. El perimetro es igual a una
cantidad dada, 4; esdedr, 2x + h + ng = A. Lalumincsidad viene dada por

2 2 1

f(x):2xh+n%:x(A—x—n§)+n%:Ax_§(8+3n)x2

. 1 44 1
Laderivada /' (x)=A—-(8+3m)x seaadaen ———y,como [ (x)=—-(8+37) <
4 8+ 3w 4

0, concluimos que f* alcanzaun méximo absoluto en el purto g Lasdimensiones
T
44 A4+ 4n)
8437 16461

de laventana con mayor luminasidad son pa tanto x =

Ejercicio resuelto Se desea mnfecdonar unatienda de canpafia anicade un vdumen
determinado. Calcular sus dimensiones para que la cattidad de lona necesaria seamini-
ma.

Solucion.

Para hace la tienda nece
stamos cortar un sedor
circular de lona como se
indca en la figua Sea ”
¥ la medida en radianes
dd angdo central de
sedor y x la medida del
radioo. La catidad de
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. . . . v .
lona que necesitamos esigual a areadel sedor y viene dada por Exz (s e volumen se

expresa en m3, las demés medidas s expresaran en metros). Sear € radio de la base
delatienday / su dtura. Nos dicen que @ volumen de la tienda debe ser igual a una

1
cantidad prefijada, V', esdedr, V = gmfzh.

v
Nuestro problema es cdcular € minimo absoluto de Exz sabiendo qie la catidad

V= 1nrzh es conccida. Veanos que esta condcion nas permite expresar x en fun-
ciéon ce .

Observaquelalongtud delabase delatienda, 2 r, debe ser igual alalongtud, ¥ x, del
arco circular que &uarca d sedor: ¥ x = 2xr, dedondg, r = i—; Ademas, es evidente

que x2 = h? + r?, y deducimos que

W= x? =y ﬁ2x2—x2( 192):>h=x—v4ﬂ2_ﬁz

=X"—r°"=x°— 1] — —

472 42 2w
Por tanto
1, 1 92x2xvan2 —92 392 Van? — 92
V=-nr<h=-n =
3 37 4n2 2 2472
20372 V)1/3

Despgjando x, obtenemos que x = . Lafuncion ce la que tenemos

192/3(4712 — 192)1/6
gue cdcular su minimo absoluto es
B . (97.[41/2)1/3

=0 (0<®<2m)
20 (am2w—93)'

J@) =
392 — 472
3420 —93)*?

2
9= gue aorresponce, como sejustificafadl mente estudiandoel signo celaderivada,

V3

aunminimo absoluto de f'. El correspondente valor ddl radio del sedor es x =

[3m2v4
yelélreaB6 n4 .

Paraun vdumen V = 5m?, la cantidad de lona necesaria es &~ 12,25m?: e radio del
sedor x & 2,6m, la dturadelatienda’ = 2,12m y € radio delatiendar ~ 1,5m. ©

guetiene un Urico cero pasitivo

Tenemos que f/(9) = (94 V2)1/3

63312
272

Ejercicio resuelto Se desea onstruir unsilo, con un vdumen V' determinado, que ten-
gala forma de un cilindro rematado pa una semiesfera. El costo de construccién (por
unidad de superficie) es dole parala semiesfera que para d cilindro (labase es gratis).
Calcllense las dimensiones 6ptimas para minimizar €l costo de construccon.

Solucioén.
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Sear € radio delabasey / la dtura del cilindro. Nos dicen que d volumen del silo,
wr?h + %7‘[}’3, es un valor conccido, V, que podemos suporer expresado en m3. Si ¢
coste de mnstrucdon de 1 m? de superficie del cilindro es « euros, lafuncion de cste
viene dadapor o (27 h) + 2a(27r?). Dela ondciéon V =nr2h + %nr3, sesigue que

2 Vv . . .
h = —?r +—- Sustituyendo este valor en lafuncion de wste, resulta que la funcion
T
gue debemos minimizar es

) 8 2V
f(r)= gyrrza + o (r>0)
r

2a(87r® — 3V 1,/3V
Tenemos f/(r) = % gue se aula para r = 3 J/— en dond, como
r b4

se ommprueba fadl mente estudiando € signo k& (), lafuncién f alcanzaun minimo

13V

absoluto. La dtura correspondente esh = ;/ —. Paraun vdumen V =100 m?, tenemos
T

r2,3myhx4,6m. ©

Ejercicio resuelto Demuestra que de todos |os tridngu os iséscees que se pueden cir-
cunscribir a una drcunferencia de radio r, € de &eaminima es el equil &tero de dtura
3r.

Solucién.

Sea« la medida en radianes de los anguos
/L CAB=/ ABC.Eltriangdo AONC esrec
tanguo y ZCON = £ ABC po ser anguos
con ladas perpendiculares. Obtenemos asi que
cos(o) = ' estoes, OC = ——. Consi-
derando € tridnguo reddnguo AOM B, ob-
OZM = ; de donck
o MB MB

MB = r cotg(x/2). El &eade trianguo vie-
ne dadapor M B(OC + r) vy, sustituyendo los
valores anteriores, resultalafuncion

tenemos tg(a/2) =

f(a):rzcotg(a/Z)% 0 <a<m/2)

Como
@y =12 (1 — 2 cosar) cos? (e /2)
cos?(a) sen?(a/2)
deducimos que la derivada tiene un Urico cero que se oltiene auando1 — 2 cosa =0, lo
gue implicaque o = 7/3. Se comprueba fadlmente, estudiando €l signo ¢k la derivada,

gue dicho valor corresponde aun minimo absoluto del area Por tanto, de todos los tridn-
gulos isdscdes que se pueden circunscribir a una drcunferencia de radio r, € de &ea

. L . — r

minima &s el equil &ero; su dtura esigual a OC + r = cosa +r=2r+r=3rysu
o

dreavale 3r2./3. ©
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Ejercicio resuelto Con ure aserda de longitud L, con un nudacorredizo en uno d sus
extremos, rodeamos una columna drcular deradio R hadendo pasar € otro extremo pa
€l nuda Calculalaméaximadistancia posible del extremo libre d centro de la clumna.

Solucion.

Para hace este gercicio debes tener en cuenta
gque e los purtos donce la auerda se separa
de la mlumna lo hace @& la direcdon ce la
tangente ala drcunferencia. Enlafigura se han
representado los radios OC y OB que unen €
centro de la drcunferencia wn los purtos de
tangencia. Lo que nos piden es cdcular lalon
gitud méxima del segmento OP concciendola

longitud cela auerday € radio dela alumna. Tenemos que OP = OA + AP, como e

— R
tridnguo AOCA esreaéanguo, se verificaque 04 = oy donck © eslamedida en
radianes del anguo ZOAC.

Lalongtud del arco de drcunferencia desde C hasta B en sentido cortrario alas agujas
. . - ocC R .
del reloj, esigua a R(wr + 29); ademas ¢ verificaquetgy = c = ek Deducimos
asl que
ﬁ:L—2E—C7§=L—2RC°—SZ9—R(n+2z9)
sen v
Por tanto

R cos v
=——+L-2R— —R 2 <7/2
J =5t g RE+20)  0<d<x/

eslafuncion que nos dalalongtud del segmento OP. Calculandosu derivaday simpli-
ficandoresulta (20089 — 1)
cos? (2 cost —
') =R .
/@) g
Laderivada se anula solamente auiando?2 cos¥ — 1 =0, esdedr, ¢ = /3. Se comprueba
fadalmente, por gjemplo estudiando € signo ce f/(#), que dicho valor corresponce a

un méximo absoluto de f en 10, 7/2]. Lalongtud méxima del segmento OP esigual a
57 R

Comentario. Es claro gue la longtud de la auerda debe ser suficiente para rodea la

columna, es dedr, L = 2z R. Pero observaque s L = 27 R no podmos spararnocs de

la clumna. Paraque d gercicio tengasentido es necesario que podamos algjarnos mas

0 menos de la columna, dependiendo ce la posicion del nudo corredizo, y para eso es

predso que L > 27 R.

Fijate también en que gimo f () =—o0, porlo que f() tomavalores negativos cuando

¥>0
¥ es auficientemente pequefio. Esto nos diceque lafuncion f(%) no siempre representa

lalongtud del segmento OP. De hecho, como send = == OA < L + R, sesigue
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quesentd = lo gue implicaque ¥ = ¥y donck ¥y = arcsen . Estas

R
L+ R L+ R
consideradones no afedan ala solucién oltenida porque hemos cdculado el méximo
absoluto de 1" entodod intervalo 10, /2], salvo par un cetall e: debemos asegurarnos de
gue es pasible separar @ nudo & la mlumna hasta que ¢ < /3. Para eso es aficiente
quelalongtud cela cuerda sea mayor oigud que R(w +2m/3) + 2R /~/3 (lalongtud
del arco C B més dos veces lalongtud del segmento AC correspondentes a® = /3).

2+/3R + 57R
Observaque R(r + 27/3) + 2R //3 = # > 27 R. ©

Ejercicio resuelto El principio de Fermat afirma que laluz vigja de un purto A aotro
purto B siguiendo la trayedoria en la que se invierte d menor tiempo pasible. Supon
gamos que d gje de abscisas, y = 0, separa dos medios en los que laluz vigia adistinta
velocidad (por gemplo, airey agua). Seac lavelocidad delaluz en el semiplano superior
y>0y sea%c lavelocidad en e semiplano inferior y < 0. Calcula d purto del gje de
abscisas por € que pasara d rayo que vigie desde d purto 4 = (—4,3) d B = (3, —4).

Solucion.

Setratade cdcular P = (x,0) por la condcion
de que d tiempo total invertido pa e rayo de
luz para recrrer € camino A PB seaminimo.
Sear; € tiempo que tarda laluz en recorrer €
segmento AP y t, el tiempo que tardalaluz en
recorrer el segmento PB. Tenemos que: P = (x.0)

longtud(AP) = \/(x +4)2+9=c
longtud(PB) = /(x —3)2 + 16 = %ctz

Lafuncion cuyo minimo debemos cacular es

A=(—4,3)

B=(3,-4)

\/(x +4)249 4\/(x —3)2+16
c 3c

fxX)=t1 +1

Cuya derivada es
1 3x+4 1 4(x-3)
3¢ (x +4)2 + 3¢ \J(x=3)2+16

Esclaro que x =0 esuncero deladerivada. Veanos g corresponce aun minimo absoluto
de f(x). Caculandola derivada segunday simplificando olienemos que

27 1 64
+ J—
3 J((x+42+9)7 3¢ /((x=3)%+16)

Resulta &si que f”(x) > 0 paratodo x por lo que la derivada /"’ es estrictamente
credentey, a ser //(0) =0, sesigueque f/(x) < Oparax < 0y f/(x) > 0 para
x > 0, luego 1 esdeaedente en]— oo, 0] y credente en [0, +o0[ Y, en consealencia, f
tiene un minimo absoluto en x = 0. ©

f'(x) =

f”()—
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Ejercicio resuelto Calculalapaosicién cel purto P = (x,0) en lafigura de la derecha,
done 4 = (0,1)y B = (2 + +/3,2), paraque d aguo A seaméaximo. ¢Cud esdicho
valor méximo de 87? Justifica @n detalle lo que haces.

Solucion. B=(2++3.2)

Tenemos que 8 = n — 6; — 6,, es dedr
0=(5—01)+ (5 —0,)=p1 + B,y deducimos 4= (1.0
fadlmente que

P =(x,0)

2 _
6(x) = arctg x + arctgy (#)

Derivando, tenemos

~1/2

1
+
2 2
I+x (2+\/§—x>
R e

0'(x) =

Simplificandoresulta

9+ 443 — (4 4 2+/3)x — x?

0/(x) =
= a0

Los ceros de laderivada sonlasraicesde x2 + (4 4+ 2+4/3)x —4+/3 —9 = 0, que vienen
dadas por

_—4—2«/§+\/(4+2«/§)2+4(4ﬁ+9) ﬂ_—4—2«/§—\/(4+2«/§)2+4(4«/§+9)
N 2 T 2

Como (4 + 2+/3)% + 4(4v/3 + 9) = 32(2 — V/3) = 16(4 + 2+/3) = 16(+/3 + 1)2.
Naturalmente, como 0 < x <2 4+ +/3,y B < 0 sesigue que

_4 — 2
_ 4 273 4 1/16(v/3 + 1) _z

2

o

o

ese Gnico cero deladerivada en el intervalo [0, 2 + v/3].

Estudiemos ahora d signo ¢k laderivada. Como el denominador de 6/(x) es pasitivo, €
signo e 0’(x) esigua a de 9 + 4v/3 — (4 + 2+/3)x — x2. Pero

9+ 4v3—(442V3)x —x?=—(x —a)(x — B)

gque es positivo cuando 8 < x < « y negativo si x < S 0 @ < x. Deducimos que
0'(x) >0 0<x <~3y0'(x) <08 /3 < x <2+ /3. Por tanto, lafuncién 6 es
credente en [0, /3] y deaedente en[+/3, 2 + +/3]. Concluimos que en +/3 lafuncion 6
acanzaun méximo absoluto en [0, 2 + +/3]. El valor méximo es 6(v/3) = arctg(+/3) +
actg(l) =n/3 + n/4 ="Tr/12. ©
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Ejercicio resuelto Calcula d limite en e purto ¢ que en cada cao se indica de las
siguientes funciones:

f(x)=(senx +cosx)*, a=0;  f(x)=(1+1tg0)"* a=0

) 1/x2
S(x) = (cotx)™'*, a=0, 7/2; Sx) = <C032x+x7) ,a=0

S(x)=(1+%enx)®9% a=0, 7/2; f(x)zl((:rg(;%))cg’ a=m/2
_ 2
f(x):%, a=0: I = (tgx)(ar(;t?x) X a=0
e —cosv/2x —x sen x\ 1/(1—cosx)
S = o a=0; f@=(==) La=0

Solucion.
e Ellimite lim (senx + cosx)!/* esdelaforma Iim /(x)¢* cuando lim f(x)=1
x—0 x—a x—a
y Ii_r)n |g(x)|=+00. Setrata, por tanto, de unaindeterminadon del tipo 1°°. Estos limites
X—>a

suelen poderse cdcular hadendo wso del criterio de equivalencia logaritmica (teorema
6.11) que, en las condciones anteriores para /'y g, nosdiceque:

lim /()@ =et = lim g(x)(/(x) =) =L
Iim [P =0 = |img)(f(x) = 1) = o0
Iim f(0)¥ =to0 &= |im g(0)(f(x)—1) = +o0

En nuestro caso:

o1 . senx +cosx — 1 . senx . cosx —1
[im —(senx 4+ cosx — 1) = lim =lim —+ lim ———=1.
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
Donde hemos usado qLe
. Senx ., Senx —senl
im — = |lim —  =cos0 =1
x—=0 X x—0 x—0
. cosx —1 , cosx — cos0
Im —— = Iim——=sen0=0
x—0 X x—0 x—0

sin més que recordar la definicion de derivada de una funcién en un purto. Concluimos
asi que
lfm (senx + cosx)'/*

x—0

=e
e Ellimite lim (1 + tgx)l/x2 es del mismo tipo anterior. Ahora, € limite
x—0

., tgx . senx 1
Ilmg—=I|m—

x—=0 x2 x>0 X XCOSx

no existe, pues
1 1

fim =400, lim = —0
x—0 X COSx x—0 X COSXx
x>0 x<0
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Luego |im (1 +tgx)'/** = 400y lim (1 +tgx)/** = 0.
x—0 x—0

x>0 x<0

1/x2
2
e Ellimite lim (0052 X+ %) es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos

x—0
ahoraque:
. co?x+x2/2—-1 . —sen’x+x2/2 _ssenx\2 1 1
lim = lim = —|im (—) 4+ —=—
x—0 x2 x—0 x2 x—>0\ X 2 2
1
Luego, Iim coszx+x2 : _
= " x>0 2 B \/é
. ... rsenx1/(1—cosx) i . .
e El limite lim (—) es del mismo tipo gle los anteriores. Tenemos
x—0 X
ahoraque
. senx 1 . senx — x
im (1) L g S
x—=0\ X 1 —cosx x—0x(1—cosx)

Este Ultimo limite no tiene dificultad y puede hacese por L'Hépital. Pero es més fadl
usar los limites “bien conccidos’:

senx — x senx —x  x?2

x(1—cosx)  x3 1—cosx’
) , senx —x -1 , sen x \ 1/(1—cosx) 1
Deducimos que lim —————=—Luego lim (—) =—.
x—0 x(1 — cosx) 3 x—0 X \3/5
.., e*—cosv2x — . S, .0
e El limite lim V2x—x €s una indeterminadon del tipo — y puede ha
x—0 tg2x 0

case por L'Hopital, pero antes es conveniente sustituir tgx por x pues n funciones
asintéticamente equivalentes parax — 0. Escribienda

e*—cosv2x—x  x? e*—cosv2x—x

tg2x tg?x x2
2
. . . e¥—cosv2x —
y teniendo en cuenta que Iim ) = 1, basta cdcular Iim V2x —x lo
x—0 tgx x—0 x2
gue puedes hace por L'Hbépital muy fadlmente.
log(senx)

e Ellimite Iim
x—n/2 (T — 2x)2
cipio, puede hacese por L'Hb6pital. Hado ta aplicando L' Hopital. Yo voy areducirlo a

limites “bien conacidos’.

0
es también ura indeterminadén del tipo o y, en prin-

Lo primero que voy ahace es conwertir €l limiteparax — 7/2 en unlimite parax — 0.
Para dl o basta sustituir x poz/2 — x como sigue:

lim log(senx) — 1im log(sen(z/2 — x)) — im log(cosx)
x—n/2 (m — 2X)2 x—0 (mr —2(w/2 — x))2 x—0 4x2
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log(cosx) log(cosx) cosx — 1
4x2 cosx—1 x2
cosx — 1

Ellimite lim ————=—1/2 porque esuno celoslimites“bien conacidos’. El limite
X

Ahora, lapresenciade x? y de csx mesugiere escribir

| x—0

og(cosx

jfm 09(C0S)

x—0 COSx — 1
. logt o

laforma lim —— donck se ha sustituido ¢ por cosx.

t—>11—
log(sen 1
Por tanto  Iim M=——.
x—n/2 (7 —2X)2 2

Los restantes limites de este gercicio te los dgjo para que los hagas tu. ©

= 1 porque también es uno e los limites “bien conacidos’, pues es de

Ejercicio resuelto Justificaque paratodor e R y paratodos > 0 se verificaque:

3 logx)” B x’ 3
[im (log) =0, [im — =0, Ilimx®|logx|” =0.
x—+00 x5 x——+oo 5% x—0

x>0

Solucioén.

(logx)”

Es afficiente probar que paratodon € N se verifica lim = 0. Podemos
xX—>—+00

X
hacelo pa inducddn. Paran = 1, tenemos, aplicando L'Hoépital por tratarse de una
indeterminadon 22, que:

. logx 1, 1
lim =- lim —=0.
x—>+oo XS S x—>—+o00 X%
logx)”
Supuesto demostrado que  lim (log-) = (), tenemos:

x—>—+00 x$

n+1 n
lim (logx) :n+l lim (logx) _

x—400 xS s  x—+o0 x5

0.

Lo que concluye lademostradén pa inducaon.
Hadendolasustitucion de x por €* en €l limite anterior, obtenemos:

IO r r
0= 1im 999" _ L eo gim
x—>+oco0  x* x—>+o00 €%

Hadendolasustitucion de x por 1/x en €l li mite primero, obtenemos:

.
0= Iim 109%) =[x 1/x] = lim x°|logx|
x—

x—>—+00 x$
x>0

©

Ejercicio resuelto Calcula d limite en e purto « que en cada cao se indica de las
funciones f :RT — R.

2
senl
f(x)=%, a = +oo; f(x)=senV1+ x —sen+/x,a =+oo
X
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2

1 X
f(x)=senx sen—, a=0, a = +oo; f(x):(cos il ) ,a =400
X x+2

Solucioén.

2
. . senl
El limite lim xsenl/x
XxX—>+00 logx
tentar hacelo par L'Hopital. Prueba aver qué pasa. En este caso el marqués de L' Hopital

no resuelve d limite. Pero es fadl ver que lim xsen(l/x)L = 400, porgue
x—>+00 logx

es, de hecho, unaiindeterminadon ddl tipo 32 y puedesin-

senx . X
—— =1y lim — = 4.

lim xsen(l/x) = lim
X—>+00 x—>0 X x—>+oo lOogx
x>0
El limite lim (sen+/1 + x —sen/x) no entra dentro de ningura de las indetermi-
X—>1T00
nadones usuales. De hecho, € limite lim sen 4/x no existe (¢sabes probarlo?). Esta

x——+00

claro que d limite que nos piden cdcular requiere un tratamiento particular. Después de
pensarlo un pao, alavista de ddmo eslafuncion, se me ocurre usar el teoremadel valor
medio. Dicho teorema, aplicado alafuncion sen \/x en € intervalo [x, x + 1], medice

que hay algun purio z €]x,x + [ tal quesen+/x + 1 —sen/x = %, y tomando

2/z
valores absolutos deducimos
cosz 1
sen v/ 1 —sen =|—|<—=
| X+ ﬁ‘ 2z T 24/x
de donck se deduce que Il’T (senv/1+ x —sen/x) =0.
X—=>1T00

2

es unaindeterminadon 1°° y aplicaremos €l criterio de

X

Ellimite lim | cos

x—>+00 X +

equivalencia logaritmica Para dl o, cdculamos

X
cos —1
(1 +2x)

T .
lim x2(cos[ —— ) —1) = lim =
x—>+00 x+2 x—>0 x?
x>0
2
T X T X
cos —1 5
, 1+ 2x 1+ 2x -7
= lim =
x—0 TX 2 x2 2
x>0
14 2x

X2
Luego lim (cos ) = e ™*/2_El limite que queda por hace esinmediato. ©

xX—>+00

xX+2

Ejercicio resuelto Sea g:R — R derivable en R y dos veces derivable en 0 siendq

ademés, g(0) = 0. Definamos f: R — R por f(x) = ?si x#0y f(0)=g’(0).

Estudiala derivabilidad de 1. ¢Es f/ continua en 0?
Solucion. Por lareglade la calena, f es derivable en todo purio x # 0y, por laregla

M parax;é()_ Para

de derivadon de un cociente, tenemos que f'(x) = 3
X
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estudiar sl f esderivable en x = 0 no hay otraforma de hacelo (pero leemas abajo) que
reaurriendo a ladefinicion. Tenemos que

i SO SO _ | g() —g'O)x _g"(0)
x—0 x—0 x—0 x2 2

en virtud del teorema de Taylor-Young (si |o prefieres, puedes aplicar -juna vez solo!-

"
' ; . 0
L'Hopital). Por tanto, f/ esderivable enx =0y f7(0) = £ 2( ).
. . . . . ; X g/(x) _ g(x)
Estudiemos § /” es continua en x = 0. Tenemos que lim /”(x) = lim —=———="—=
x—0 x—0 X

y para cdcular este limite no se puede gplicar L'Hbpital porque no sabemos s g’ es
derivable (nosdicen gue g esunavezderivable en R). Intentaremos reladonar € cociente
con las hipédtesis que nos dan sobre g. Después de pensarlo un pao, parece onwveniente

escribir:
xg'(x) —gx) _xg'(x)—xg'(0) +xg'(0) —g(x) _g'(x)—g'(0) g(x)—g'(0)x
x2 B x2 N X x2
g"(0)

y deducimos que IirT}) f(x)= , luego /'’ escontinua en x = 0.
x—

2
También puedes usar para hace este gercicio un resultado de teoria que dice que s
una funcion f es continua en unintervalo 7, a esun purio de 7, y sabemos que f es
derivable en I \ {a} y que )ll_rg f(x) = L, entonces f también es derivable en « con
f'(a) = L vy, por tanto, /'’ escontinua en a.

Esevidente (¢0 nolo es?) quelafuncion f del gercicio escontinua en e intervalo I =R

"
y es derivable en R \ {0}. Como Iim0 f(x) = & 2(0), esto prueba de gdpe que f es
xX—>
/4
derivablemx:O,quef/(O)ng(O)yquef’escontinuaenx:O. ©

Ejercicio resuelto Sean f,g:]—1,4o00[— R lasfunciones definidas por

L fO) =1 gx)=e/®

fx) = Iog(lx+ X)

Calculalas derivadas primeray seguncade /'y g en 0y deduce @ valor del li mite

e

(1+x)/* —e+=x
[fm > 2
x—0 X

Solucién. Observaquesi x > —1yx #0esg(x) = (1 + x)!/* y g(0) = e. Esclaro
también que f(x)=Ilogg(x). El gercicio consiste en cdcular las das primeras derivadas
de g en x = 0. Por laregla de la calena es afficiente para dlo cdcular las dos primeras
derivadas de / en x=0. Puesentonces g’ (x)=e/® f/(x),y g”(x)=e/® ((f"(x))*+
/" (x)). Fijate en que lafuncién / es més ncilla que la g. De hecho, no es inmediato

1 1/x _e
cdcular diredamente g’(0) porque d limite lim L

se complicaun paco s
x—0 X
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tratas de hacelo pa L‘Hopital. Las funciones como la g, esto es, las del tipo u(x)?™),
tienen derivadas complicadas.

: L. o f(x) = f(0 .
Derivar f esfadl. El limite lim M = lim
x—0 x—0 x—0 x2

[ — —
—og(l +x)—x = ! es bien
2
—1
conccido. Deducimos que f7/(0) = 5 Ahora, para x # 0, se cdcula fadlmente, por
x —log(1 + x) — x log(l + x)

la regla de derivadén de un cociente, que f/(x) = )
X X

Tenemos

S'(x) = £1(0) x —log(1 + x) — x log(l + x) + %xz(l + Xx)
x—=0 B x3(1 + x)

Setratade cdcular € limite parax — 0 de este aciente. Lo primero es quitar e fador
(1 + x) del denominador (evidentemente, (1 4+ x) ~ 1 parax — 0). Hecho esto, nos da

1 1
mos cuenta de que se trata de comparar x — log(1 + x) — x log(1 + x) + Exz + 5x3

con x3. Utili zando &l teorema de Taylor-Young(o, smplemente, recordando los palino-
mios de Taylor delog(1 + x) en x = 0), tenemos que:

1 1
log(l + x) =x — Exz + §x3 + o(x?).
Deducimos que:

1 1 2
x —log(1 + x) — x log(1 + x) + Exz + §x3 = §x3 +o(x?)

(x) — f' 2 2
por lo que Iim S )= /10 = —, esdedr, /"(0) = -.
x—0 x—0 3 3

Resulta asi que ¢'(0) = e/ 1/(0) = —5 y

1 I 2 11
g"(0) =&/ ((f'(0)* + /() = e(z + 5) BETRS

Finalmente, como conseauencia del teorema de Taylor-Young tenemos que:

e
(1+x)1/x—e+_.x 11
lim 2 _
x—0 x2 24

g(x)—g(O)—g’(O)x :%g”(O). @

Porque dicho limite esde laforma lim
x—0 x2

Ejercicio resuelto Estudiala derivabili dad de |as sguientes funciones.

1. f:R* - R,dadapor f(x)=x"/&""D y r(1) = /e
2. f]—1/2,400[— R, dadapor f(x) = (x +€")/*y £(0) = €.
3. f:[0,+00[— R dadapor f(x)= (14 x logx)'/*,y f(0) = 0.
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sen(1/

4. f:R—>R,dadaporf(x):<l+x2) 'y ro)=1.

5. f]— /2, 7/2[> R dadapar f(x) = (?)”x2 y £(0)=e1/6.

_ 1/x
6. fi]— /2 7/2> R dadapor f(x)= (Tﬁ) parax £0y £(0)= 1.

Solucién. En todcs los casos nos piden estudiar la derivabilidad de una funcién ce la
forma F(x) = u(x)**) en un puro “ confictivo” en e que no pedes aplicar las reglas
de derivadon. En este tipo de gercicios lamejor forma de proceder consiste en estudiar
la derivabilidad de lafuncion ¢(x) = log F(x) = v(x) logu(x) en € purto corflictivo.
Para dlo debes reaurrir a la definicion de derivada. Observa que mmo F(x) = e?),
la derivabilidad de ¢ equivale ala derivabilidad de F. Como en e gercicio anterior ya
hemos usado esta estrategia, un par de gemplos més deben ser suficiente para que la
comprendas bien. Consideraremos las dos Ultimas funciones propuestas.

5)
Fo = (T o= e
|0g<ﬂ) —1
Tenemos que ¢(x) =log f(x) = 2x ,9(0) =log f(0) = i Tenemos:
senx 1
e —e | 09(5T)
x—0 x—0 x>0 x3 B

Podemos aplicar L'Hobpital para quitar €l ogaritmo.

X X COSx —senx n 1
— (0 (= )+
lim &) =) _ | seny x 3 _
x—0 x—0 x—0 3x2

1
X COSX —senx + gxzsenx

= |im
x—0 3x3senx

Sustituimos en e denominador sen x por x. Usando que

1 1
senx =x — 8x3 +o(x*), cosx=1-— Exz + o(x?)
. 1
deducimos que x cosx — senx + gxz senx = o(x*), por lo que

1
X COSXx —Senx + §x2$nx

lim =0
x—0 3x4

Concluimos que ¢ esderivable e x = 0y ¢’(0) = 0 por lo que también " es derivable
enx =0y f'(0) = f(0)¢’(0) =0.
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6) /
1/x
f(x)= (—2 — ifosx) . fO)=1

Es més fadl estudiar la derivabilidad de ¢(x) = log f(x). Nbtese que d ser f(x) =
exp(¢(x)), en todo puro « en que seaderivable ¢ también, en virtud de laregla de la
cadena, seraderivable f siendo f7(a) = ¢’(a) exp(¢(a)) = ¢'(a) f (a). Tenemos que

(2 — ZCOSx)
log —
X

X

p(x) =

parax # 0,y ¢(0) = 0. Para estudiar la derivabilidad de ¢ en x = 0 consideremos €

cociente:
log (2 — ZCOSx)
— 2
Hix)y= $0 =20 _ X
x—0 x2

Setratade cdcular Iirr}) H(x). Puesto que
X—>

2 —2cosx

lim === = (6.25)

x—0 x2

d limite buscado es una indeterminadén ce la forma % y se dan las condciones que
permiten aplicar la regla de L' Hopital. Tenemos entonces, suplesto gue los limites en
cuestion existen;

2x2senx — 2x(2 — 2 cosx)

2
, , X 4 ., xsSenx +2cosx —2
lim H(x)=lim X =lim

x—0 x—0 2 —2C0Sx 2x x—0 x4

donck hemos tenido en cuenta (6.25). Podemos volver a usar laregla de L'Hopital para
cdcular € dltimo limite, obtenienda

. xSenx +2cosx —2 . XCOSx —Senx . —=XxSenx —1
Ifim =lim——=Im — = —
x—=0 x4 x—0 4x3 x—0 12x2 12

Hemos probado asi que /' esderivable en 0y 7(0) = —1/12.
Comentario. No debe cdcularse la derivada de f* en 0 aplicando laregla de L' Hopital
para cdcular el limite 1im UAC AV

x—0 x—0

limy_o f/(x). La eistenciade este limite, junto conla continuidad de /* en 0, implican
gue f tiene derivada continuaen 0 y eso es més de lo que se pide y, por €so mismo,
suele ser méas complicado. ©

, pues entonces o que haremos sra cdcular
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Ejercicio resuelto Calculalos limites

1) lim 1 1 2) lim : :

x>0 \sen?x  x2 x—1 |ng x—1

X -2 X 2 ﬁ

3) lim xe fxet—2et 2t 4) lim (z—arctgx)'g

x—0 (ec—1)3 x—+oo \ 2

Iog(ﬂ> tgx 1/x2

5) lim ——2* ~ 6) lim (—)

x—0 (|Og(l + x))2 x—0 X

3 _

7) lim xlog(1 4+ sen2x) arctg(sen’ x) $) lim arctgx —senx

x—=0 (e —=1)(1 — cos?(tg? x)) x—0 x(1—cosx)

2 . 1/x

9) lim arctg(arcsenx*) 10) 1im (3senx 3x COSx)

x—0 (e2* —1)log(1 + 2x) x—0 x3

Sugerencia. Pueden usarse las reglas de L'Hopital pero es conveniente redizar previa
mente dgura transformadén.

Solucion.

1) Reaerda: antes de cdcular un limite debemos dmplificar todo lo que podamos la
funcion. Tenemos que:
1 1 x? —sen?x
sen?x  x2  x2sen?x
Como senx ~ x parax — 0, podemos austituir senx por x en e denominador (jnoen
el numeradar!). Conéllo:

1 1 x2 —sen?x

sen?x  x2 x4

Ahorarecrdamos que x — senx ~ x3/6 parax — 0, conlo cual:

xz—senzx:x—senxx+ser1x (6.26)
x4 x3 X

Finalmente, deducimos que:

I 1 1 1

220 (Sen2 X x2) -3

Observa que una descomposicién como la hedha en (6.26) solamente se te ocurre s
reauerdas que x — senx ~ x3/6 parax — 0 (que esuno e los limites que debes saber
de memoria). En general, descomporer unafuncion en producto (o en suma) de otras dos
solamente debe hacase s sabes € comportamiento de cala una de las nuevas funciones.
Hay quetener cuidado en esto parque esfadl equivocarse. Por gemplo, podiamos haber
puesto:

x2 —sen?x X —Senx x +senx

x4 x2 x2

. . ., X +senx . L
Conlo gue introducimos una funcion ———— que notiene limite en 0.

x2
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2) Esmuy fadl y pareddo a anterior.

3) Estelimite se hacemuy fadl mente por L' Hépital pero, antes de derivar, debes sustituir
e* —1 por x.

1

logx

4) lim (% —arctgx) ** esunaindeterminadon tipo0°. Seaf(x):(% —arctgx)

X—>—+00
log (Z —arctgx)
2
logx
1 .
queparax > 0 &e% —arctgx = arctg —, sesigue que
X

1
Iog(arctg—)
lim logf() = lim —~ "/ _ iy 09@C19D)
X—>+00

X400 1 t—0  logt
—log— >0
X

Tomando logaritmos tenemos que log f(x) = . Teniendo en cuenta

Este ultimo limite puede cdcularse por L' Hopital

t
l[im logf(x)=—-lim—— =
x—>+00 9./ () ;—>(0) (1 + ¢2)arctgt
>

1
Deducimosque lim f(x) = —.
X—>+00 e

5) También puede hacese por L' Hbpital pero, antes de derivar, debes wustituir log(1 + x)
por x. Tereauerdo que puedes sustituir funciones asintéticamente eguivalentesen un po-
ducto o en uncociente, nunca en ura suma. Tampoco se pueden hace estas dustituciones
en ura funcion, es dedr, si g(x) ~ h(x) parax — a,y F esunafuncidn, no es cierto
en general que F(g(x)) sea aintéticamente gquivalente aF(h(x)) parax — a. En este
limite, lafuncion =< ~ 1 parax — 0, pero noescierto que log (=2X) ~ log(1) = 0.

6) Es unaindeterminadon 1°°. Ya debes saberlo hace.

7) Este es el tipico limite en & que si aplicas diredamente L' Hopital, sin antes smplificar
sustituyendo funciones por otras asintéticamente eguivalentes, lo més probable e que
acdes por equivocate d derivar. Apliquemos la primera regla: smplificar todolo que
se pueda lafuncién.

Tenemos que:

sen(tg? x)

1 — cos?(tg? x)) = sen®(tg® x) = ( o

2
) tg4x~tg4x~x4

Tambiénese* —1 ~ x, log(l +sen2x) ~ sen2x ~ 2x y arctg(sen’ x) ~ sen® x ~ x3.
Todas estas equivalencias asintéticas on parax — 0y todas ellas & deducen de latabla
de los limites que debes saberte de memoria. En conseauencia d li mite que nos piden se
reduce a cé&cular € siguiente limite:

co2x
lim — = lim2=2
x—0 X x—0
Los demas limites de este gercicio te los dejo para que los hagas tu. ©
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Ejercicio resuelto Explicas es corredo usar las reglas de L' Hopital para cdcular los
limites: )
—sen sen(1
lim 2> lim x~sen(l/x)
x—>+oo X + Senx x—0 senx

Solucién. Las reglas de L'Hépital dicen que, bgo ciertas hipdtesis, la eistencia de

"(x) . . . ] X -~ .
lim f,( ) implicala existencia de lim Jx) en cuyo caso ambos limites coinciden.

x—a g'(x) x—>a g(x
Una hipdtesis de las reglas de L'Hopita es que la derivada del denominador no se enu-

le en unintervalo que tenga d purto a por extremo y que d limite Ii_r)n Lx; seauna
x—a g(x

indeterminadon.

. X —Ssenx
Esto no accurre en el caso ddl cociente —+ - parax — +oo pues, aungLe puede
X X

verse mmo uraindeterminadon el tipo f, la derivada del denominador es 1 + cosx

(0, @]
que se anua entodos los purtos de laforman + 2kw, k = 1,2, ... por lo gue notiene

. . . . . . 1 — cosx .
sentido considerar €l limite del cociente de las derivadas, |lim ———, pues dicho
) . o ] o x—>+ool—|—COSx_
cociente no esta definido en ningunintervalo delaformalc, 4+oo[. Esclaro, sin embargo,
que
! senx
X —Ssenx -
[im — = Iim ﬁ =1
x—>4+o00 X + Senx X—>400 1+

X

En & caso ddl limite [im Al

x—0

2
sen(1 . L
sen—(/X)’ (ue puede verse como ura indeterminadon del
.0 . . .
tipo 0’ s formamos e cociente de las derivadas obtenemos la funcion

2x sen(1/x) —cos(1/x)
COSx

la cua notiene limite en O (el denominador tiene limite 1, pero el numerador no tiene
limite), luego noes pasible glicar L'Hopital para cdcular este limite d cual, por otra
parte, es evidentemente igual a0, pues.

2 sen(1
jim 2 Y (/a0
x—0 Ssenx x—0 Senx

©

Ejercicio resuelto Prueba que una funcién pdinémicade grado n coincide con su pdi-
nomio de Taylor de orden n centrado en un purto cualquiera a.

Solucion. Las funciones padinémicas on indefinidamente derivables, por o que, dados
x,a €R, podemos aplicar € teorema de Taylor con resto de Lagrange para obtener que
hay alguin purto ¢ comprendido entrea y x tal que:

p P(n) P(n+1)
P()=P(@)+ P'(@)(x—a)+ =D (v—ay et @ (g PO (e
2 n! (n+ 1!
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Como P es unafuncion pdindmicade grado n su derivada de ordenn + 1 esnula en
todo puro. Luego P+ (¢) = 0, por lo que resulta:

p P(n)
P(x) = P(a) + P'(a)(x —a) + 2(") (x—a)® + -+ n,(”) (x —a)"
Por tanto P (x) coincide con su pdinomio de Taylor de orden n centrado en a. ©

Ejercicio resuelto Prueba que una funcion pdinémica P tiene un cero de orden k en
a s,y 0lo s, puede ecribirse de laforma P(x) = (x — a)* Q(x), donce Q(x) esuna
funcion pdindmicaque nose anua en a.

Solucion. Supongmos que P(x) tiene un cero de orden k ena, esdedr €l vaorde Py
el detodas sus derivadas hastala de orden k£ — 1 son ndos en a y laderivada de orden k
de P nose anua en a. Entonces, como conseauencia del gjercicio anterior, tenemos que:

P(x)=>)_
j=0

(x—a)/ 7k

P PV ~ itk
! =) S ) =t 3

i=k i=k

Poniendo Q(x) = Z}’zk %(x — a)/ 7k tenemos que Q es un pdinomio, Q(a) =
% #0y P(x) = (x —a)k Q(x). El redproco esinmediato. @)

Ejercicio resuelto Calcular € nimero de caosy laimagen delafuncion f: R — R
dadapor f(x) =x%—3x2 +2.
Solucioén. Setrata de un pdinomio de grado par con coeficiente lider paositivo, por tanto,
alcanza un minimo absoluto en R, s éste esigua am, setiene que f(R) = [m, +o0l.
El purto (o los purtos) en donee f acanza su minimo absoluto debe ser un cero de la
derivada. Como

fi(x)=6x"—6x =6x(x*—1)=6x(x>—D)(x>+ 1) =6x(x — D(x + D>+ 1)

se anda en —1, 0y 1, se sigue que d minimo absoluto de f debe dcanzarse en alguno
de estos purtosy, como f(1) = f(—1) =0 < f(0), deducimosque f(—1) = f(1) =0
es e minimo absoluto de 1 en R. Luego f(R) = [0, +o0[. Hemos determinado asi la
imagen de /'y también hemos encontrado qe —1 y 1 soncerosde f (cosafédl sin més
gue ver como es ). Observa que —1 y 1 son ceros de orden 2 de f* (porque son ceros
simplesde /). Esclaro que f no plede tener més cearos, porque si f(x¢) = 0 entonces
en xo lafuncion f alcanzaun minimo absoluto y, por tanto, /'’ debe anularse en x¢. En
conclusion, f tiene 4 ceros redes (2 ceros redes dodes). ©

Ejercicio resuelto Calcula @ ndmero de soluciones de la exiadén 3logx — x = 0.

Solucion. Sea f(x) = 3logx — x. Observa que lim f(x) = lim f(x)=—-o0y
eI
f(e) =3 —e> 0. Deducimos, por €l teorema de Bolzano, que f tiene por lo menas

un cero en cada intervalo 10, € y ] e, +oo[. Como la derivada f/(x) = — — 1 tiene un
X

Unico ceo en x = 3, concluimos, por e teorema de Rolle, que f no puede tener més
de dos ceros distintos. En conclusion, la eaiaddn 3logx — x = 0 tiene una solucion en
el intervalo 10, €[ y otra en | e, +o0[. Si quieres, puedes predsar més. Como f(1) <0y
f(€)=6—-¢€ <0,sesiguequelosdoscerosde f estanen e intervao |1, €2[. O
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Ejercicio resuelto Estudia, seginlos valores de «, € nimero de ceos, contando mul-
tipli cidades cuando poceda, de lafuncion pdindmica f(x) = 3x> + 5x3 — 30x — .
Explica @n detale lo gue haces.

Solucién. Como conseauencia del teorema de Rolle, si |a derivada de una funcion tiene
k ceros (redes) distintos entonces lafuncion no plede tener masde k + 1 ceros (redes)
distintos (jpero puede que notenga ningund). Sabemos también, como conseauencia del
teorema de los ceros de Bolzano, que todo pdinomio de grado impar tiene por o menos
un ceo red. Como las raices complgjas, cuando las hay, de pdinomios con coeficien-
tesredes, vienen pa pargjas de raices complejas conjugadas, deducimos que contando
cada cero tantas veces como indica su multiplicidad todo pdinomio de gradoimpar y
coeficientes reales tiene un nimero impar de ceos reales. Por las mismas razones, corr
tandocadacero tantas veces como indica su multi plicidad, todo pdinomio de grado pa
y coeficientes reales tiene un nimero par de ceos reales y también puede que no tenga
ninguna

En nuestro caso:
f(x) =15x* + 15x2 =30 = 15(x2 + 2)(x2 = 1) = 15(x% + 2)(x + D)(x — 1)

resulta que /'’ tiene dos cerosredes, 1y —1, por lo que / no puede tener mas de tres
caos reales distintos (pero todavia no sabemos g los tiene). Lo que & fguro es que
f, por ser un pdinomio de grado impar, tiene por 10 menos un cero red, y en e caso
de gue tenga mas de un cero red debe tener tres (que pueden ser simples o unosimple
y otro doHe). Veamos cuando ccurre una @sa u otra. Tenemos gque f es inyediva en
losintervalos | — oo, —1], [—1,1] y [1, +oc[ (porque su derivada no se anula en ningn
purto de dichos interval os excepto en los extremos). Ademas limy— o f(x) = —0c0 ¥
lTMy— 400 f(x) = +00.

Deducimos que para que f tenga tres ceros redes smples, uno en cada intervalo
]—o0,—1[,]—1,1[ Y |1, +o0[, es necesario y suficiente que f(—1) =22 —a > 0y
f(1) =—-22—a < 0. Condciones que guivalen a—22 < o < 22.

Cuando @ = 22 entornces f(—1) =0y f(1) < 0, por lo que f tiene también tres
ceros redes: unosimple en el intervalo |1, +oo[ y otro dole (porque también anula ala
derivada) en —1.

Cuandoa = —22 entonces f(—1) > 0y f(1) =0, por lo que f tiene también tres ceros
redes: unosimple en é intervalo | — oo, —1[ y otro dole (porque también anula ala
derivada) en 1.

Cuandoux > 22 o < —22, f sdlo tiene un cero red (porque no puede tener tres ceros
redes dmples ni tampaoco uncero red dode).

Ladiscusion anterior puede hacese también representando gaficamente lafuncion pdi-
nomicah(x) = 3x> + 5x3 — 30x y viendo cuantos cortes tiene dicha gréfica mn lareda
horizontal y = «. Para dlo observemos que 2 y f tienen lamismaderivada, por lo que:

XxX<—-1=h'(x)>0, —-1l<x<l1=h'(x)<0, x>1=h'(x)>0.

Por tanto /1 es estrictamente aedente en | — oo, —1], estrictamente deaedente en[—1, 1]
y estrictamente aedente en [1, +oo[. Deducimos que /2 tiene en —1 un méximo relativo
y en 1 unminimo relativo. Ademés, la derivada segunda 2’ (x) = 30x(x2 + 1) se anula
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solamente en x =0, siendo/”(x) < O parax <0y h”(x) > 0 parax > 0, esdedr, /1 es
concava en |—oo, 0] y convexa en |0, +oo|. Conestainformadon ya podemos representar
su gréfica

De esta gréficase deducen fadl mente los mismos resultados antes obtenidos. Nétese que
como f(x) = h(x) + «a, lagréficade f se ohtiene trasladando la de / hada ariba (s
a > 0) 0 hada &agjo (s @ < 0). Seve &l claramente, que auandoa = —22 o =22, la
gréficade f estangente al gje de abscisas en e purto —1 o en el 1 donck hay un cero
doHde. ©

Ejercicio resuelto Justificaque la ewiadén x? = x senx + cosx tiene exadamente
dos sluciones redes.

Solucién. Sea f(x) = x% — x sen x — cosx. Setrata de probar que / se anula en exada-
mente dos purtos. Lafuncion f escontinuay 1(0) =—1, f(7) = f(—7)=n>+ 1. El
teoremade Bolzano nas diceque f se anula en aguin purio del intervalo |— 7z, 0] y en al-
gun purto del intervalo 10, [. Luego f se anula d menos en dos purtos. Veamos que no
puede anularse en masde dos purtos. En efedo, laderivadade f es f/(x)=x(2—cosx).
Como 2 — cosx > 0 paratodox € R, se sigue que laderivada /'’ solamente se anula en
x = 0. Silafuncion f se andara en tres 0 més purtos, en virtud del teorema de Rolle,
su derivada deberia anularse d menos en das purtos, lo cual, seglnacaamos de ver, no
ocurre. Concluimos que f* se anua exadamente en dcs purtos.

Alternativamente, podemos razonar como sigue. Al ser f/(x) < 0 paratodox < 0, la
funcion f* es estrictamente deaedente en R™, luego solamente puede anularse una vez
en R™. Andlogamente, como f/(x) > 0 paratodox > 0, lafuncién f es estrictamente
credente en R ™, luego solamente puede anuarse unavez enR ™. ©

Ejercicio resuelto Sean ag, a;.,...,a, NUmerosredes. Pruebaque para dgunx € [0, 1]

se verificaque
n n ak
k
> arxk = 3
k=0 k=0 e+l

Solucioén. Setrata del tipico gjercicio que unavezque sabes como se hacete parecemuy

;- . . L . , a
fadl. Pero se te tiene que ocurrir como hacelo. La pistala dan los nimeros A f 1 y €

“para dgun x € [0, 1]". El gercicio reauerda d teorema del valor medio. Después de
pensarlo un pao, se nos ocurre mnsiderar lafuncién

n

. Ak k+1
f(x)= X .
= k+1
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El teoremadel valor medio aplicado a estafuncionen el intervalo [0, 1], nos diceque hay
un puno x €]0, 1] tal que

" 1 _ " 0 n
TOZTO iy = pr = Y
k=0
Eso esjustamente lo que habia que probar. ©

Ejercicio resuelto Sea f unafuncién pdindmicay seaa < b. Justificaque, contando
cadacero tantasvecescomo su orden, si /'(a) f(b) < 0 € nimero de ceosde f enla, b|
esimpar; ys f(a) f(b) > 0dicho nimero (caso de que haya dguncero) es par. Deduce
gue si f tiene grado n, es condcidn recesaria y suficiente para que f tenga n raices
redes distintas que su derivadatengan — 1 raicesredesdistintasc; < ¢, < -+ < ¢y
y queparaa < c¢; suficientemente pequefio y para 8 > ¢, suficientemente grande, |os
signes delos ndmeros f(«), f(c1), f(c2), ..., f(cu—1), f(B) vayan dternando.

Solucion. Si f es un pdinomio de gradon y ¢ esun ceo de orden k£ de f, entonces
tenemos que f(x) = (x — ¢)¥h(x) donck i(x) es un pdinomio de grado n — k con
h(c) # 0. Podemos suporer, por comodidad, que /(¢) > 0. Por la continuidad de /1, hay
unintervalo abierto I que mntiene ac tal que paratodo x € I se verificaque (x) > 0.

e Sik espar, tenemos que (x — ¢)* > 0 paratodox # ¢ y deducimos que f(x) > 0
paratodox €1 \ {c}. Por tanto, lagréficade f no draviesa a gede ascisasen x = c.

e Sik esimpar, tenemos que (x —c)f > O parax > ¢y (x — )k < 0 parax < c.
Deducimos que f(x) > 0 parax > ¢y f(x) < 0 parax < c. Por tanto, lagréficade 1
atraviesa a gje de abscisasen x = c.

En atros términos, en uncero de orden par lafuncion f no cambia de signo yen uncero
de orden impar si cambia.

Esclaro ques f(a) f(b) < 0 € nimero de canbios de signo ¢k f entrea y b tiene que
ser impar. Deducimos, por [0 antes visto, que f* tiene en Ja, b[ un nimero impar de caos
de orden impar, por o que d nimero total de ceos de f en Ja, b[, contando cada ceo
tantas veces como su orden, esimpar.

Andlogamente, s f(a) f(b) > 0 & nimero de canbios de signo e f entrea y b tiene
gue ser par (0 ningung y deducimos que d numero total de ceosde f ena, b[ es par.

Si ftienen caros(redes) distintos, oy < oy < -+ < a1 < ap, €SOS Ceros determinan
n — 1 intervalos Jo;, a1 1[ Y, por € teorema de Rolle, en cada uno ck esos intervalos la
derivada tiene que tener algincero ¢; €lo;, o+ 1[. Deducimos asi que la derivada tiene
n—1 raices (redes) distintasc; < ¢; < -+ < ¢,—1. Como en cadaintervalo Jo;, o; 41 [ la
gréficade f atraviesa unavez @ ge de éscisas, deducimos que f(c;) f(cj+1) <0, €s
dedr, losnimeros f(c1), f(c2), ..., f(cy—1) vandternandosusigno Ahora, sl < a,
endintervalo Jo, ¢[lafuncién f tieneuncerosimplea; v, por tanto, su grafica araviesa
unavez d ge de ascisas, luego f(a) f(c1) < 0. Andlogamente, s «,, < S debe ser
f(cu—1) f(B) < 0. Hemos probado asi que la condcidn del enurnciado es necesaria.

Redprocamente, la condcion del enurciadoimplicaque f tienen + 1 cambiosdesigna
luegotiene n raices distintas. ©
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Ejercicio resuelto Determina para qué valores de o lafuncién pdinémica

4

3x* —8x3 —6x%2 +24x + «

tiene auatro raices redes distintas.
Solucién. Sea f(x) = 3x* — 8x3 — 6x2 + 24x + . Como

f(x)=12x3 —24x? — 12x + 24 = 12(x + D)(x — 1)(x = 2)

y lim f(x)= lim f(x)= +oo, sesigue, en virtud del gercicio anterior, que f
X—>—00 X—>+00

tiene4 raicesredes distintas 5,y sdlo s, f(—-1)=—194a <0, f(1)=13+a >0y
f(2) =8+ a < 0. Estas condciones equivalena—13 < o < —8. ©

Ejercicio resuelto DadoneN, sea f(x) = (x2 — 1)". Prueba que la derivada k-ésima
(1 <k <n)de f tiene exadamente k raicesredes distintasen €l intervalo ] — 1, 1].

Solucion. Observa que f* esun pdinomio de grado 2n que tiene un cero de orden n en
x =—1yotrocero deordenn en x = 1. Laderivada de orden k de f serdun pdinomio
de grado 2n — k que tendra un cero de orden n — k en x = —1 y otro cero de orden
n—kenx=1,luego debe ser delaforma f® (x) = (x2 — 1)"~* P, (x) donce Py (x)
esun pdinomio degrado k. Lo que nos piden es probar queparal <k <n € pdinomio
Py (x) tiene k raices redes distintas en €l intervalo | — 1, 1[. Lo haremos por inducdén
(finita). Parak =1, f/(x) = (x> —1)""12n x quetieneunceroen]— 1, 1[. Supongmos
guel <k <n—1yque Pi(x)tiene k raicesredes distintas, a1 < ap < -+ < aj en
el intervalo ] — 1, 1[. Tenemos que

SED ) =2 = D)2 = k) x P(x) + (3% = 1" F P (x)
=(x2 = )" %71 (2(n — k)x Pr(x) + (x2 = 1) P (x)).
Por tanto
Pr1(x) = 2(n — k)x P(x) + (x* = D) P/ (x).
El pdinomio P ’(x) tiene uncero en cada uno e losintervaos Ja;, a; 41y, como hay
entotal k — 1 de dlos, deducimos que P’ (x) tiene k — 1 ceros sSmplesc; €laj, aj41].

En cada uno e dichos ceros Py’ (x) cambia de signg, esdedr, Py'(a;) Py’ (aj+1) < O.
Supongamos, por comodidad, que Py’(a;) < 0. Entonces (—1)/ Px'(a;) > 0 para
1< j<k.Como

Pry1(aj) = 2(n — k)aj P (aj) + (aj — 1) P/ (a;) = (aj — 1) Py (a))
ya} — 1 < 0, deducimos que

(1) Pryi(aj) = (a7 — D(=1)! P'(aj) <0, 1<j<k.

Por tanto Py (x) tiene unaraiz en cadauno celosk — 1 intervalos Ja;j, a; 1.

Probaremos ahora que Py 41(x) tiene unaraiz en | — 1,a4[ y otra en Jay, 1[. Como
(—=1)J Pyy1(aj) < 0, sesigue que Py (a;) > 0. Tenemos también que Py (—1) =
—2(n — k)P (—1) porloque a sern — k > 0, sera suficiente probar que Pi(—1) > 0.
Para dlo basta observar que como P, ’(x) # 0 parax < ¢; y como P'(a;y) < 0, se
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sigue que P;’(x) < 0 paratodox < ¢;. Luego Py (x) es estrictamente deaedente en
el intervalo | — oo, ¢1] y como se anula en a; < ¢y, concluimos que Py (x) > 0 para
X < ayy, portanto, P (—1) > 0. Andlogamente se prueba que Py (x) tiene unaraiz en
lag, 1[. ©)

Ejercicio resuelto Prueba que —a elogx < x ¢ paratodox > 0y todoa €R.
Solucion. La desigualdad propuesta, aparentemente, depende de dos variablesa e R y
x > 0. Debemos escribirla en funcion de una solavariable. Para dlo basta escribir dicha
desigualdad en laforma:
—a
log (x~%) - l
x4 e
Teniendoen cuentaque x ~?=exp(—a logx) puede ser cualquier nimero pasitivo, vemos

I 1
gue redmente se trata de probar la desigualdad ngt < o paratodor > 0.
Sea pues, f(t) = I()ng donce ¢ > 0. Tenemos que f/(1) = L~ logr y, por tanto,

2
f'(t) >0s 0 <t <epoloque f esesrictamente aedente en]0,€]y /() < 0 s
t > eporlo que f esestrictamente deaedente en [e, +oo[. Deducimos que f alcanza
ent =eunmaximo absoluto en R*. Luego f(r) < f(e)=1/e.
Hemos probado que

log? - 1

<o (>0 (6.27)

Ademas, esta desigualdad es estricta parat # e.

Hadendoen (6.27) t = x4, donce x > 0y a € R, deducimos que la desigualdad
—aelogx < x4 esvdidaparatodox > 0y paratodoa eR. ©

Ejercicio resuelto Dado« €]0, 1] demuestra que x* < ax + 1 — o paratodox e R,
x#1.
Solucion. Sea f(x) =ax + 1 —a — x%. Esclaro que f(1) = 0, por tanto, todoconsiste
en probar que lafuncién f acanza en x = 1 un minimo absoluto estricto. Tenemos que
flxX)=a—ax* T=a(l —x*1).Paa0 < x < 1es(ae—1)logx > 0y, por tanto,
x* T=exp((@—1)logx) > 1,lo queimplica por ser e > 0, que f”/(x) < 0. Andloga-
mente se justificaque f'(x) > 0 s x > 1. Por tanto / es estrictamente deaedente en
10, 1] y estrictamente aedente en [1, +oo[. Concluimos asi que f(x) > f(1) = 0 para
todox > 0, x # 1.

Tenemos que:
P p4 Pp—4q 1 Pp—4 1
ab< 4+ = ap'1<” +-=1 +1-=
p q p q p p
Poniendoa = 1 y x = ab!™?, conlo que x* = a?bh 4, esta desigualdad es un caso

particular dela antes probada. Laigualdad ocurre si, y sblosi, x =1, esdedr, a? =59. ©

Ejercicio resuelto Prueba que paratodo x €]0, /2| se verificaque:

. x2 oy 2X
|)1—7<cos>c; i) — <senx <x <tgx
v
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Solucion.

2
i)Seaf(x)=cosx—1+ % Tenemosque f/(x)=—senx+x Yy f”(x)=1—cosx.
Como f"(x) > 0 paratodo x €0, /2, se sigue que /' es estrictamente aedente en
[0,7/2]y, como f’(0) = 0, obtenemos que /' (x) > 0 paratodox €]0, r/2[. Por tanto
f es edtrictamente aedente en [0, 7/2]. Puesto que f(0) = 0, concluimos finalmente
gue f(x) > 0 paratodox €]0, /2]

i) Seaf(x)=senx — 2% Tenemos que f/(x) =cosx — % y f”(x) = —senx.Como
f"(x) < 0 paratodo x €]0,7/2[, se sigue que [’ es estrictamente deaedente en
[0,7/2]. Como f/(0) > 0,y f'(x/2) < 0, deducimos que hay un Urico purto xo €
10, /2] tal que f'(x¢) = 0,y en dicho purio lafuncién f alcanzaun méaximo absoluto
en [0, r/2]. Sabemos, por € teorema de valores maximos y minimos de Welerstrass
gue f tiene que dcanzar un valor minimo absoluto en [0, 7z /2]. Dicho minimo absoluto
necesariamente tiene que dcanzarse en los extremos del intervalo yaque si se dcanzara
en un purto interior, en dicho purio habria de anularse la derivada y hemos visto que
ésta solo se anula en un purto que es de méximo absoluto. Como f(0) = f(x/2) =0
concluimos que f(x) > 0 paratodox €]0, /2]

Observa que en ambos casos interesa trabajar en € intervalo cerrado [0, /2. ©

Ejercicio resuelto Desigualdad de Jensen. Sea / : I — R unafuncién convexa e
intervalo 7,y sean €N, n = 2. Dados nimeros o, > 0, x; €/ tlesque Y _; o = 1,

prueba que:
/ (Z akxk) <)o f (). (6.28)
k=1 k=1

Ademas, s f es estrictamente mnvexa, la desigualdad anterior es estricta siempre que
al menaos dos de los purtos x; sean distintos.

Solucion. Paran = 2 ladesigualdad del enurciado es

Slarxy +azxz) <oq f(xy) +az f(x2)

donck oy y a5, SOn Nimeros positivos con oy + o, = 1. Pero esta s justamente la defi-
nicion de funcion convexa (si nolo vesclaro, pont =y, 1 —t =1 — o) = ay, x; = X,
x, = y conlo que dicha desigualdad es exadamente igual que ladesigualdad (6.24).)
Supongmos que la desigualdad (6.28) sea d¢erta para un nimero natural n = 2y probe-
mos que, en tal caso, también esciertaparan + 1. Sean o > 0 tales que ZZ“I ap =1
yseanxi el paak =1,2,...,n + 1. Tenemos que:

n+1
Z X = (1 —apt1) Z ——— Xk + U1 X041 (6.29
— Opt1
O
Pongamos A, = ——— > 0. Tenemos que:
I —apq

Za l_an—H:l

1—0ln+1 I — ot

n
R
k=1
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n
Por tanto, el nimero x = > A;.x) esta en / porque esta comprendido entre d minimo

k=1
y el maximo delos xi, 1 < k < n. Escribiendolaigualdad (6.29) en laforma:

n+1
Y o = (1 = @ 1)X + g1 Xnt1
k=1

Y usando gLe f es convexa, tenemos que

n+1
f (Z akxk) < (1= 1) f(X) + et /()

k=1

n
Por la hipdtesis de inducdédn apliceda ax = Z AeXp conig > 0y >y A =1,

tenemos que =t
FO) Y e f 0 = Y T f ()
k=1 k=1 Un+1

Delas dos Ultimas desigualdades < deduce que:

n+1 n+1
S (Z Othk) <Y o f(xp).
k=1 k=1
Lo que completalademostrad6n pa inducdén.
Finamente, si la funcion f es estrictamente convexa, entonces las desigualdades on
estrictas salvo en el caso trivial de que todos los purtos x;, coincidan. ©

Ejercicio resuelto Sean xy, ay, donce 1 < k < n, nUmeros positivos verificando gue
Y i1 ax = 1. Usando e la onvexidad de la funcién x +— —logx demuestra la de-
sigualdad:

n
xpIxy2 e xpn < Z o X (6.30)
k=1

¢Cudndose dalaigualdad?

Solucion. Lafuncion f(x)=—logx esestrictamente cmnvexa en Rt porque su derivada
segunch es positiva en R™. Usandola desigualdad de Jensen, tenemos que

n n n
—log (Z akxk) <= Y loglegxy) = — Y log(xp*) = —log (x{' x5 - xan)
k=1 k=1 k=1

Teniendo en cuenta que la funcion logaritmo es estrictamente aedente, la desigualdad
anterior es equivaente alaque se pide probar.

Laigualdad solamente ocurre auandotodos los x; coinciden. ©
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Ejercicio resuelto Sean p., ¢ nimeros redes positivostalesque 1/p + 1/¢g = 1.

P p4
a) Pruebaque ab < e + — vylaiguadad ocurre si, y solo s, a? = b9.
p q

n 1/s
b) Dadoz = (z1,z3,...,z5) € R* y s > 0, definamos ||z||; = (Z |z,-|s) . Prueba

gue paratodo x = (x1,x2,...,X,) Ytodoy = (y1,¥2,...,Vn) en R” se verificala
desigualdad de Hdlder:

n
> xivil < lxlp 1yl -
i=1
¢Cuandose dalaigualdad?
Sugerencias. El punto @) puede hacase como conseauencia del gercicio anterior. Para

il py — il o |2 desigualdad del purto )
X1, Ivlq

b) hégase a =

Solucion.

a) Hadendoen ladesigualdad (6.30) x; =a?, x, =b%, 01 =1/py ay =1/¢, obtenemos
la desigualdad:

1 1
ab < —af + -b1.
p

Laigualdad ocurresi, y solo si, a? = b9.

b) Tenemos que:
il il _ 1 lwal? 1yl
Ixlp, Iyly — pIxIp gyl

Sumando estas desigual dades:
lxi| |yl |xi|p lyil4 1 1
= — = 1
Z “ Ix1, IIyIIq Z IIXII,, Z Iyllg — » Ty

Lo gue prueba la desigualdad de Hélder. Laigualdad ocurre si, y solamente si, |x;|? =
_Ixlp

o|vil? paratodoi = 1,2,...,n, doncke p =T

Paras = 2, e nimero x|, = [ ) x7 sellama norma euclidea del vedor x. La

j=1
desigualdad de HoOlder para p = ¢ = 2 sellama desigualdad de Cauchy-Schwarz:

n
3 x| < DIl Dyl (6.31)
j=1

Laigualdad ocurresi,y solo s, |x;| = A |yj| paraj =1,2,...,ndonce AeR™.
Ladesiguadad (6.31) suele escribirse de laforma:

n
> xivi| < Ixlly (6.32)
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Teniendo en cuenta que:

n n
Zijj < Z |xj~yj , (6.33
j=1 j=1
es claro que la desigualdad (6.32) es conseauencia de la (6.31). Pero basta sustituir en
(6.32) xj e yj por |x;|y |yjl, lo que no afeda para nada alas respedivas normas eucli-
deas, para onwertir (6.32) en (6.31).

Veamos cuando se da la igualdad en (6.32). Es claro que para dlo tiene que darse la
igualdad en (6.33) y en (6.31). Laigualdad en (6.33) equivale aque los ndmeros x; y;
(1< j <n)seantodos mayores o iguales que ceao otodos menores o iguales que ceo. La
igualdad en (6.31) sabemos que eguivale aque |x;| = A |y;| paraj = 1.2, ...,n donce
L eR™T. Estas dos condciones juntas equivalen aque x; = puy; paral < j <n, donce
weR, esdedr, losvedores x, y son linedmente dependientes. ©

Ejercicio resuelto Sea f es unafuncion derivable en unintervalo 1. Pruebaque f es
convexa en I s, y sOlo g, lagréficade f queda siempre por encima de la reda tan-
gente en cualquier purto, es dedr, para todo par de puntos x,a € I se verifica que

f(x) = fl@) + fl@)(x —a).

Solucién. Supongmos que f esconvexasy seax < a. Deladesigualdad:

Jiax+(A-Da)<stf(x)+ A=) f(@=1(f(x)- f@)+ fl@) 0<r<]1

se deduce que

JX) = fla) _ flatix—a) - fla)

X—a h t(x —a)

Como esta desigualdad es cierta paratodo: €]0, 1, tomando limites en la derecha para
t — 0 sededuceque

Sf(x)— f(a)
—da

X

<flla) = f)-fl@)= [ (@)(x—a)

Para d caso en gue x > a se obtiene la misma desigualdad.
Supon@gmos ahoraque f esderivable en 1 y paratodo par de puntos x, a € I se verifica
que:

fx)= fl@)+ [ (x —a) (6.34)
Supon@mos que a < b. Sustituyendo en ladesigualdad anterior x por b resulta:

f< O I@

Sustituyendo ahora en (6.34) a por b y x por a, obtenemos:

b) —
f@z 1o+ - = TOZTD < g,
De esta desigualdad y de la anterior, deducimos que f/(a) < f/(b), lo que prueba que
laderivadade f escredente en 1. ©
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Ejercicio resuelto Prueba que las Gnicas funciones  veces derivables con derivada de
orden n constante son las funciones padindmicas de grado menor o igual que n.

Solucion. Sea f una funcion n veces derivables con cerivada de orden n constante.
Naturalmente, dicha funcion tiene derivada de orden n + 1 idénticamente nua Dado,
x € R, aplicamos €l teorema de Taylor conresto de Lagrange a f en e punoa =0, y
deducimos que eiste un purio ¢ comprendido entre 0 y x tal que:

/! S (0)

! (n+1)
10 = 70+ g 4 L g L2y SE

y como £+ (1) = 0 paratodor € R, concluimos que f coincide con su pdinomio de
Taylor deordenn ena = 0y, por tanto, es unafuncion pdindmicade grado <n.

Fijate que no cabe esperar que este resultado pueda probarse sin usar algun resultado
tedrico profunda Reauerda que se necesita d teorema del valor medio para probar que
unafuncién con primera derivada nula es constante. ©

Ejercicio resuelto Prueba que d pdinomio de Taylor de orden » de unafuncién f esel
unico pdinomio P(x) degradomenor oigua quen tal que f(x) = P(x) + o(x — a)".
Solucion. Supongmos que P(x) y Q(x) sonfunciones padindmicas de grado menor o
igual que n tales que:

i SO PO S0~ 00)
x—a (x—a)* x—=a (x —a)"

Entonces, setiene que
i PO =060 _
x—a (x — a)”
Pongamos H(x) = P(x) — Q(x) que es una funcién pdindmica de grado <n. Sea
T,(H,a)(x) € pdinomio de Taylor de orden n de H en a. Por €l teorema de Taylor—

0

Youngsabemos que:

i HO) = T(H a)(x) _

x—a (x— a)”
Como:

Th(H,a)(x) _ H(x)  H(x)—-Ty(H a)(x)
(x—a)yt  (x—a)y (x —a)y"
Deducimos que:
lim LnH. ) _

x—>a (x —a)"

Evidentemente, la Unica posibili dad de que esto ocurra es que d padinomio 7, (H, a)(x)
seaidénticamente nulo. Pero, como H esunafuncion pdindmicade grado <n, sabemos
que T,(H,a)(x) = H(x), por tanto, H es idénticamente nulo, es dedr, P(x) = Q(x)
paratodox € R. ©

Ejercicio resuelto Sea f:]— n/2,7/2[— R lafuncién dada por:

log(l + senx) —senx
sen? x

Sfx) =
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paax €]l—n/2,7/2[, x #0,y f(0) =—1/2. Cacula d pdinomio de Taylor de orden
3de feno.

Solucion. Laformadelafuncion f sugiere cmnsiderar la siguiente funcion:

log(1 — 1
e VR

Pues s tiene que f(x) = g(senx), por lo que si sabemos derivar g también sabemos
derivar /. En principio, debemos cdcular las derivadas f7(0), /”(0)y f"(0). Pero
también pocemos intentar cdcular diredamente un pdinomio P(x) de grado <3 tal que
f(x) = P(x) + o(x?) pues, por & gercicio anterior, P(x) serd d painomio de Taylor
deorden 3 de /" en 0. Laventagja de proceder asi es que nas ahorramos bastante trabajo vy,
ademas, podemos aprovecharnas de que los padlinomios de Taylor de g en 0 se deducen
fadlmente delos pdinomios de Taylor delog(1+x) en 0y éstos Dnconccidas. Sabemos
que

x2 3 x4 X3 (_1)n+1

log(1 =X — = — 4
g(+x)x2+3 s Tt

x" +o(x")
Deducimos que

1 x x* X3 (=prtto _
e

Acabamos de cdcular € pdinomio de Taylor de orden n — 2 de g en 0. En particular

1 x x* X3
T3(8.0)(x)=—2+ > ——+ —
3(8.0(0) =5 + 3 =+
Tenemos que
_T 3 —T
i £ = TE0C) _ ¥ glseny) ~ Ti(g.0)(ny) _
x—0 x3 x—0 Sen3 x x3
s lim 8D =T
x—0 X
Laidea dora es obtener un pdinomio, P(x), de grado <3 ta que:
T - P
jim 3@ 0 ) = P _
x—0 x3
pues entonces como:
J(x)— P(x) _ g(senx) — T3(g.0)(senx) n T5(g.0)(senx) — P(x)
x3 B x3 x3
tendremos que
— P
i L= PO
x—0 x3
y, por tanto, P (x) seré d pdinomio de Taylor de orden 3 de f en 0.
Teniendoen cuenta que
3
senx =x — % + o(x*)
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esmuy fadl cdcular P(x). De hecho, tenemos que:

3

X 1 1 1 13
T3(g,0)(senx) = T3(g,0 - Nl 2 222 3 3
3(g.0)(senx) =T5(g )(x 6+0(X)) SH3IF 15 F o +o0(x?)

Donde deben hacease los cdculos sahiendo o que se busca para no hace trabajo in-
necesario. Alternativamente, puedes cdcular diredamente P(x) porque es el painomio
de Taylor de orden 3 de T3 (g, 0)(senx) en 0. De una forma u atra, concluimos que €
pdinomio pedido es:

1 1 1, 13,

PxX)=——4+ -x—— —
(x) 2+3x 4x —|—90x

Observa que no hemos necesitado cdcular las tres primeras derivadas de f en 0, pero
ahoralas conccemos:

SO =5 SO =5, 0= 1

©

Ejercicio resuelto Calcula, usando un asarrollo de Taylor conveniente, un valor apro-
ximado del nimero red o con unerror menar que ¢ en cada uno ce los casos sguientes:

1
a)a=+7, e=1073 b)a=+/€, e=107> ¢) a=sen 3 e=10"*d) a=sen(61°), e=10"8

Solucién. a) Elegimos un purto « proximo ax = 7 en € que podamos cdcular de forma
exada d valor de f(x) = 3/x y desusderivadas. El purto ¢ = 8 es un bien candidato,
pues esta proximo ax = 7y +/8 = 2. El error que se omete d aproximar +/7 por el
correspondente valor del poinomio de Taylor T}, ( f, a)(x) viene dado pa

O] o )
Ty A sle=soa=T= 0

donce7 < ¢ < 8. Como

W=t (L) (L_ )...(l_ )1/3n_1'2'5'8"'(3(”—1)—1)3_ﬁ
f (X)—3(3 1) (3 2 3 n+1)x - 3n xn

deducimos que

| £ 0D ()| _12:5:8-Gn—1) V8 B
(I’l + 1)! (n + 1)!3n+1 7n+1 7n+1

y bastatomar n=4 paraque d error cometidoal aproximar /7 por el vaor del painomio
de Taylor T5( f,8)(7) seamenor que 1073,

Si hubiéramos tomado a = 1,9% = 6,859 la groximadon oltenida hukiera sido mucho
mejor porque 7 — 6,859 = 0,141. Y alin mejor tomandoa = 1,913 = 6,96787, pues
7 —6,96787 < 0,05. En ambos casos € valor de f(x) = /x y de sus derivadas puede
cdcularse de forma exada en a.
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d) Lo primero que hay que hace es expresar € seno en radianes. Tenemos que

sen(61°) = sen (61—7[) (Z + @)
61w

180
Claramente, debemos elegir « = /3. El error que se mmete d aproximar sen ( 180) por
el correspondente valor del pdinomio de Taylor T, (sen, a)(x) viene dado pa

|sen(”+1)(c)|| 1 _ 7w 6lx] _ 1 2 \"*!
—_— —da a=—, X = N —
(n+1)! 3 180 ] = (n+ 1! \ 100

donde hemos tenido en cuenta que las derivadas ddl seno estén aootadas por 1 y que
u 3.5 Deducimos que basta tomar n = 3 para que d error cometido al
61w

T80 < 180
aproximar sen ( 180) por e valor del polinomio de Taylor T3 (sen, %) (Glg’g) seamenor
que 1078, ©

100

Ejercicio resuelto Calculalos valores méximo y minimo de las sguientes funciones en
los intervalos que seindican:
1 f(x)=x3—x2-8x+ lendintervalo[-2,2].

1 .
2 X+ end intervalo [—1,2].
x2+1

1
3 f(x)= E(Qen2 X + cosx) + 2senx — x en el intervalo [0, 7/2].
4. f(x)= vx2(5-2x)endintervalo[-1,2].
5. f(x)=—x3+ 12x + 5Send intervalo [-3, 3].
Solucion.

1
3) Lafuncién f(x) = E(szen2 X 4 Ccosx) + 2senx — x, tiene como derivada

1 1
f/(x) =cosx senx — Ewnx +2cosx — 1= 5(—1 +2c0sx)(2 4+ senx)

Por tanto, € Unico cero de la derivada en € intervalo [0, /2] es x = /3. Como para
0<x <m/3es f/(x) >0ypaan/3 < x<nm/2es f'(x) <0, sesigue que d
valor méximo absoluto de lafuncion f en [0, /2] se dcanzaunen x = /3 y vae

f(x/3) == + V3= ? El valor minimo absoluto debe dcanzarse en alguno c los

extremos del intervalo. Como f(0) = 5 y f(z/2) = 5 — 5, se sigue que d vaor
minimo absoluto de /" en [0, 7/2] se dcanza en x = 0.
4) Lafuncion f(x) = ¥/x2(5 — 2x), tiene como derivada
10—4 10(1 —
f(x)—— 2/3- 1(5—2x)— 2x23 = 2/3(M—Z)=\/3x2¥ x#0
X

3x

Claramente, /' noesderivable en x =0. El Unico cero de laderivada esx =1, puesto que
f(x) <0,pra—1<x <0, f/(x) >0paad <x <1y f/(x) <Opaal < x <3,
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sesigue que f es estrictamente deaedente en[—1, 0], estrictamente aedente en [0, 1]y
estrictamente deaedente en [1, 3]. Por tanto x = 0 esunminimo relativoy x = 1 esun
méximo relativo. Como f(—1)=7, f(0)=0, f(1)=3y f(3) =—+/9, sesigue que, en
el intervalo [—1, 3], e minimo absoluto de f se dcanza e e purto x = 3 y & mé&imo
absoluto se dcanza en x = —1. ©

Ejercicio resuelto Para calanimerored ¢ sea f(x) = —%x3 + t2x. Calcula, para cala
vaor det € [—1, 1], d minimo valor de f(x) en € intervalo [0, 1].
Solucioén. Tenemos que:

ff)=—x>+12=@+x)t—x)=0=x=10x=—t

Solamente nosinteresa d cero de /'’ en [0, 1]. Distinguiremos dos casos.

a) —1 <t <0. Eneste cao € Unico purto de |0, 1] donck laderivada se anua es xy = —t.
Ademés, setienequeparal0 < x <xges f'(x) =0y paaxg <x<lesf/(x)<0.
Por tanto en xo hay un maximo absoluto. El minimo absoluto de f debe dcanzarse en
alguno & los extremos del intervalo. Tenemosque £(0) =0y (1) =1>— % Por tanto,
s—-1<t< —LS setiene que f(0) < f(1) y  minimo absoluto se dcanza en x = 0.

7
Si —% <t <0setieneque /(1) < £(0) y e minimo absoluto se dcanza e x = 1.
b) 0 <7 < 1. Sehacede lamismaforma. ©

Ejercicio resuelto Definamos f(x) = 5x2 + ax~ %, donce @ > 0 es una cnstante.
Calcula d valor mas pequefio ce« tal que f(x) = 21 paratodox > 0.

Solucion. Calcularemos € minimo de f(x) enR™, que dependera de o, eimpondemos
que dicho minimo sea>21. Tenemos que:
f/(x) =10x — 5ax % =5x"°2x7 — )

El Gnicocero de /' enRT es xg = {/% Para0 < x < xo setieneque f/(x) <0y
parax > xo €s f/(x) > 0. Deducimos que f acanza e x( su valor minimo absoluto
enR*. Imporemos la cndcién de que dicho valor minimo sea>21:

2 5 7
T g2 7 21\2
f(xo)=5xg+ax0_5:5a—7+a—5:a%—2221<:>a22(—) =543
27 a7 27 7
El valor minimo pedido de o es 54+/3. o

Ejercicio resuelto Calcula @ minimo valor de Y7 _,(x — ax)? donce ay,ay, ..., a,
son nimeros redes dados.

n
Solucioén. Se trata de cdcular el minimo absoluto de lafuncion f(x) = Z(x —ay)?
k=1

cuando x € R. Cuando ura funcion no esta definida en un intervalo cerrado hay que
estudiar €l signo celaderivada si queremos cdcular maximaos o minimos absolutos cuya
exXstencia halra gue justificar. Tenemos

f/(x)=22(x—ak)=2nx—22ak

k=1 k=1
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gue se anula solamente en
S I
X = — af .
, 2
k=1

Como f”(x)=2n > 0, sesigueque f’(x) escredentey, por tanto, //(x) <0si x <X
y f/(x) > 0s x > X.Luego f(X) < f(x) paratodo x € R. Es dedr, & valor minimo
buscado se ohtiene asiandox se sustituye por lamedia aitmética x,deay,as, ..., a,. ©

Ejercicio resuelto[147] Calculalaimagen de / : Rt — R dadapor f(x) = x!/*.

Solucion. Como se trata de una funcién corntinua, definida en unintervalo, su imagen
. : . lo

tiene que ser un intervalo. Escribamos f(x) = exp (ﬂ) Tenemos que f/(x) =
X

1—lo . .

#f(x). Es evidente que f(x) > 0 paratodox > 0. Laderivada se anula sola-
X

menteparax =€y f/'(x) > 0 paa0 < x < g f/(x) < 0 parax > e. Deducimos

gue en x = e lafuncién alcanza un maximo absoluto. Es claro que f no acanzanin-

gln minimo absoluto aungue toma valores arbitrariamente préximos a 0, pues como

lo
[im 09x _ —o00, sesigue que lim f(x) = 0. Concluimos que laimagen de f es €
x—>0 X x—0
x>0 x>0
intervalo ]0, e/ 9. ©

Ejercicio resuelto Sea f:R — R lafuncion ddfinidapor f(x) = e '/** parax # 0,
y f(0) = 0. Estudiala continuidad y derivabilidad de /'y cdcula su imagen.

Solucion. Consideremos lafuncion g : R — R definidaparatodox > 0 por g(x) =

1 -
g !/x =oi/x y g(0) = 0. Reaerda que paratodo nimero r e R se verificaque

oox" . 1
lim —=Ilm——=
x—>4o00 €  x—0 x’el/x
x>0

Como Il’nz) g(x) =0, lafuncién g escontinia en R¢. Parax > 0 es
X—>

x>0

1 1
’ _ - al/x
g(x)_xze _xzel/xa

por lo que Il'mog’(x) = 0y, por un resultado e teoria usado ya en varias ocasiones,
X—>

x>0
concluimos que g es derivable en 0 con g’ (0) = 0 sienda ademas, g’ continua en 0y,

por tanto, en RE. Como parax > 0 es g”(x) = (—2x7% + x~4) e71/*, sesigue que
lim g”(x) = 0, luego g es dos veces derivable en 0 siendo ¢”(0) = 0. De esta forma
x—0

x>0
puedes demostrar por inducdon qLe g tiene derivadas de todcs 6rdenes en x = 0 siendo

g™ (0) = 0 paratodoneN.

Como f'(x) = g(x?) paratodo x € R, se sigue que también f tiene derivadas de todas
érdenes en x = 0 siendo £ ™ (0) = 0 paratodon € N. Por tanto, / tiene derivadas de
todos 6rdenes en R, es dedr, esunafuncion de dase C*° en R.
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Sabemos que laimagen de f es unintervalo. El minimo absoluto de f se dcanza en
x=0.Como f'(x)= %e‘”xz (x #0), setieneque f/(x) <0six <0y f/(x) >0
s x > 0. Luego f es estrictamente deaedente en | — oo, 0] y estrictamente aeden-
te en [0, +oo[. Ademés como f(—x) = f(x), tenemos que f(R) = f([0, +o0]) =
[/(0). lim /Gol=(0.1] ©

Ejercicio resuelto Sea f :[a,b] — R continua en[a, b] y derivable dos veces en Ja, b].
Supongmos que d segmento de extremos (a, f(a)) y (b, f(b)) corta alagréficade f
en un puro (c, f(c)) cona < ¢ < b. Demuestra que existe dgun puro d €la, b ta
que f"(d) =0.

Sugerencia. Interpreta graficamente d enurciado.
Solucioén.

Basta gplicar €l teoremadel valor medio a f en

losintervalos|[a, c] Y [c, b] para obtener que hay
puntos u €la, ¢, v €c, b[ tales que (. /5)
Iy = S(e) - f(a)’ F(v)= JS(b) = f()

c—a b—c y
Como los puntos (a, f(a)), (c, f(c)) y
(b, f(b)) estén dineados es:

(a, f(@)
f)=fl@ _ f(b)— f(c)

c—a  b—c

Por tanto f/(u) = f'(v). ¢ ¥ ¢ v b

Aplicamos ahora d teorema de Rolle a /'’ en
[u, v], para concluir que hay agunz €lu, v[ ta
que f”(z) = 0. ©

Ejercicio resuelto Sea f :[a,b] — R derivabley f’ credente. Prueba que lafuncién

g:la, b] — R dada paratodox €la, b] por g(x) = w es credente.
Solucion.
Podemos derivar g(x) como se deriva un cociente. Tenemos

= LD U@ f@)

(x —a)?

Aplicandod teoremadel valor medio a f en e intervalo [a, x|, tenemos f(x) — f(a) =
f'(c)(x —a) paradgunc €]a, x[. Por tanto

S —a) = (f(x) = f@) = (f"(x) = f(e)(x—a) =0

por ser f/ credente. Concluimos que g’ (x) = 0 paratodox da, b], lo queimplicaque g
es credente en dicho intervalo. ©
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Ejercicio resuelto Justifica que existe unafuncion g : R — R derivable y que verifica
que g(x) + e6®) =x paratodox €R. Calculag/(1)y g'(1 + e).

Solucion.

Setratade probar que lafuncion f: R — R definidapor f(x) = €* +x esunabiyec
cion ce R sohre R, pues entonces llamando g alafuncion inversa de f, se tendra que
f(g(x)) = x, esdedr, g(x) + €™ =x paratodox €R.

Naturalmente, seriaunaingenuidad intentar cdcular deforma explicitalafunciéninversa
de f, pues laiguaddad x + €* =y no permite expresar de forma demental x como
funcion de y. Hemos de contentarnas con demostrar que lafuncion g existe.

Desde luego, como f/(x) =1+ €* > 0, sesigue que f esinyediva, de hecho, estricta
mente aedente e R. Ademdscomo lim  f(x)=-ocy lim f(x)=+o0,sesigue
X—>—00 X—>+00

gue laimagen de f estodoR (porque debe ser unintervalo nominorado n mayorado).
Luego f esunabiyecddn ysu funciéninversa, g = f~! verificaque g(x) + e$™) =x,
paratodox € R.

En virtud del teorema de la funcién inversa, sabemos que g es derivable y la reladon

entre las respedivas derivadas viene dadapor g’ (x) = ﬁ Como g(1)=0 (porque
g\X
f(O0)y=1)yg(l +e) =1 (porque f(1) =1+ e), deducimos que

/ _ 1 _l ’ _ 1 _

6.8. Origenesy desarr ollo del concepto de derivada

El concepto de derivada presupore losdefuncién y delimite funcional, los cuales, como ya
hemos visto en capitulos anteriores, tuvieron uralarga esolucion hasta dcanzar su significado
adual, por eso ladefinicién de derivada 6.1 es relativamente redente. No obstante, témicas en
las que podemos reconacer €l uso, mas o menas explicito, de derivadas, se han venido usando
desde d siglo XV I, incluso antes de que Newton y Leibniz, en e Gltimo tercio de dicho siglo,
las formularan en términos de fluxiones y de cocientes diferenciales respedivamente. Durante
los dglos XVIII y XIX las derivadas fueron ampliamente desarrolladas y aplicadas a canpos
muy diversos y no fueron definidas en los términos aduales hasta d Ultimo tercio del siglo
XIX. Todoeste proceso o resume la historiadora de las matematicas Judith V. Grabiner en ura
frasefeiz[3]: “ Primero, la derivadafue usada, después descubierta, exploraday desarrollada
y, finalmente, definida’ .

En lo que sigue vamos a repasar muy someramente este proceso. Ademés de la referencia
antes citada, he seguido de ceca los trabagjos de Kirsti Andersen [1], Israd Kleiner [10] vy
GonzdezUrbangja[7].
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6.8.1. Lasmatematicasen Europaen €l siglo XVII

Es conccido gLe la caencia de unateoria aitmética satisfadtoria de las cantidades incon
mensurables, hizo que los matematicos griegos consideraran la Geometria como ura dencia
mas genera que la Aritmética 1o que condyjo al desarrollo de un dgebra geométrica que fue
usada por Euclides, Arquimedesy Apadonio pararediza suscdculos. La mnseaenciade esta
aditud fue que durante casi 2000afios, en Europa, casi todorazonamiento matematico riguroso
se expreso en lengusje geométrico.

Yahemaos comentado en capitul os anteriores como la herencia matematicagriega paso alos
arabes de donde regresd a Europaya en d siglo XII. En estos dglos s desarroll 6 sobre todola
aritméticay los comienzos del dlgebra. Pero hay que esperar hasta d siglo XV Il paraque en
Europa enpiecan a naotarse canbios sgnificaivos en laforma de hace matematicasy alograr
avances que abren nuevas perspedivas. Las caraderisticas principales de las matematicas en e
siglo XV I en Europa sonlas gguientes.

e Asimiladon ysintesis de latradicion clésicagriegay del | egado arabe.

e Sesigue aimirandoé rigor demostrativo euclidiano pero se buscan procedimientos heu-
risticos. Seimpore laideade “primero descubrir y luego demostrar”.

e Progresos dedsivos en e simbalismo agebraico (Viéte, Stevin). Concepto de catidad
abstrada.

e Invencién de lageometria enaliticapor Fermat y Descartes.

e Multitud de nuevas curvas, muchas de dlas curvas mecéicas, como la dcloide, que
llevan consigo problemas de tangentes, cuadraturas, centros de gravedad, maximos y
minimos, redificadones.

e Invencién de métodos infinitesimales para tratar problemas de auadraturas, tangentes,
maximos y minimos. Libre uso del infinito.

e Inicios del estudio matemético del movimiento. Concepto de cantidad variable.

e LaRevolucion Cientificaprotagorizada por Copérnico, Galil eo y Kepler. Mecanicismo.

e Invencién deloslogaritmos por Neper. Progresos de la astronamiay de latrigonametria.
Desarrollo de ladptica

e CreadOn ceingtituciones cientificas como la Royal Society (1660 en Londesy laAca
démie des Sciences (1666 en Parisy comienzo de las pulicadones cientificas periddi-
ces.

En € periodo e 1630a 1660empiezan a usarse témicas en las que podemos apredar €
uso de derivadas. Suelen ser témicas espedficas para resolver problemas concretos de forma
empirica, con freauencia dichas témicas no se justifican sino que, simplemente, se comprueba
gue propacionan soluciones corredas. Los mateméticos de la §oca se interesaban pa pro-
blemas de Optica, por egemplo, determinar la forma de una lente que haceque todcs los rayos
luminasos paralelos entre si 0 los que parten de un Urico foco, después de dravesar la lente,
converjan en un unco purto. Problemas fisicos, como la determinaddn ce la trayedoria de
un cuerpo qe se mueve drededor de un centro y que cae amismo tiempo hada ese centro
con acderadon constante. Otros problemas consistian en € cdculo de tangentes y de valores
maximos o minimos. Estaban, ademas, |os problemas reladonados conlaintegral (cuadraturas,
aress de superficies, centros de gravedad, redificadones de aurvas,. . . ) que mnsideraremos en
el capitulo correspondente.
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6.8.2. Célculo detangentesy devalores extremos

L os matematicos de la antigliedad sabian como traza tangentes a diversos tipos de arvas.
El concepto de tangencia de los griegos es estatico y, naturalmente, geomeétrico. Inicialmente, la
tangente se considera como ura reda que toca ala aurva sin cortarla. Esta definicion resultaba
apropiada parala drcunferencia pero nolo era para otras curvas. En d siglo Il a.C., Apdonio
definié la tangente auna secddn conicay procedid a determinarla en cada cao. Las témicas
para d cdculo de tangentes eran, por supLesto, geométricas. Para aurvas como la espiral de
Arquimedes o la concoide de Nicomedes estas témicas no eran de gran tili dad.

Conlainvencién ce la geometria andlitica, habia una enorme variedad de nuevas curvas
para auyo estudio no servian los métodos tradicionales. Los matematicos del siglo XVII se
vieron en lanecesidad de inventar nuevas témicas para cdcular tangentes. Vamos a wnsiderar
algures de las aportadones més sgnificaivas.

6.8.2.1. El método de maximosy minimos de Fermat

En 1637 Fermat escribié una memoria titulada Methodus ad dsquirendam maximan et
minimam (“Método para la investigaddn de maximos y minimos’). En ella se estableda d
primer procedimiento general conacido pera cdcular maximos y minimos. Fermat se expresa
Como sigue.

Toda lateoria de lainvestigadon de maximosy minimos upore la cwnsideradén de dos
incogntasy laUnicareglasiguiente:

1. Seaa unaincégnta aualquiera del problema (que tenga una, das o tres dimensiones,
segunconvenga d enurciado).

2. Se expresarala cantidad méxima o minimapor medio de a en términaos que pueden ser
de aualquier grado.

3. Sesustituird a @ntinuadoénlaincogntaoriginal a por a + e, y se expresarala catidad
maxima o minima por medio dea y ¢, en términos que pueden ser de aualquier grado.

4. Se “adigudard” parahablar como Diofanto, las dos expresionesde la cantidad maxima
0 minima.

5. Se diminaran los términos comunes de anboslados, traslo cual resultara que a anbos
lados habratérminos afedados de ¢ 0 de unade sus potencias.

6. Sedividirantodoslostérminaspor ¢, 0 pa algura paotenciasuperior de e, de modo qie
desaparecealae, de d menosuno celostérminosde unocuaquieradelos dos miembros.
7. Se suprimirén, a cntinuadon, todos los términos donde todavia garecelae o urade
sus potencias, y seigualalo que queda, o bien s en uno d los miembros no queda nada,
seigualarg, lo que viene aser lo mismo, los términos afectados con signo paitivo alos
afedados con signo regativo.

8. Laresolucion ce esta Ultima eaiaddn dard d valor de a, que conduira d maximo o
minimo, utilizandola expresion ariginal.

Fermat il ustraba su método hellando el purto £ de un segmento AC que hacemaxima d area
del redanguo AE.EC.

Pongamos AC = b.

1. Seaa uno celos ssgmentos, € otro serab — a.
2. El producto del que se debe encontrar el maximo es ba — a?.
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3. Sea @oraa + ¢ € primer segmento de b, €l segundosegmento serd b —a — e,y d
producto de segmentos: ba — a® + be — 2ae — e?.

4. Se debe “adigudar” al precadente: ba — a® + be — 2ae — e ~ ba — a*.

5. Suprimiendo términos comunes. be ~ 2ae + e2.

6. Dividiendotodcs lostérminospor e: b ~ 2a + e.

7. Sesuprimelae: b = 2a.

8. Pararesolver € problema se debe tomar por tanto lamitad de b.

El reaurso de hace ¢ = 0 es equivalente alo indicado en lainstrucdén 7 ce Fermat. Esto
erapredsamente lo que se hada d aplicar el méoda, apesar de que antes eranecesario dividir
por e, lo que resultaba dgo contradictorio.

Debemos observar que d método ce Fermat da una condcidn recesaria para los maximos
y minimos, pero esa andcién noes aficiente y tampoco distingue maximos de minimos. Es
un método puamente dgebraico y algoritmico, no geométrico.

Estentador reprodicir este razonamiento en términos aduales. Hagamosa = x, e= Ax,y
pongamos f(x) = x(b — x).
1-5 f(x+ Ax) — f(x) ~ 0.

g SOt AN~ f(x)

0.
Ax
- (f<x+ Ax)—f(x)) 0
Ax M=0

Para funciones derivables podemos interpretar todo esto como que d valor de x que hace
maximo o minimo a f(x) eslasolucion ce resolver la ewadon

LS 80— ) _
0

o= i, LS o

Sin embargo, esto significa etrapdar demasiado € contenido estricto del méodo. Lo que
estamos hadendo es interpretar con nwestra mirado de hoy lo que hizo Fermat. En primer
lugar, Fermat no pensaba en ura caitidad como ura funcion, y por eso habla de “cantidad
maxima o minima”, no de una funcién qe dcance un madximo o unminimo. Fermat no tiene
clara la nocion e variable independiente. El esta pensando en ura ewiadon algebraica ®n
dos incognitas que interpreta como segmentos, es dedr, magnitudes linedes dadas. Fermat no
deda nada acecade que e fuese uninfinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequefia, y €
método noimplica ningunconcepto de limite, sino gue es puramente dgebraico. Ademas, la
condcion 6 notiene sentido en esta interpretaddn. Los problemas a los que Fermat aplicé su
método son problemas de nstrucdones geométricas mas que de optimizadon de cantidades.

6.8.2.2. El método delastangentes de Fermat

En la misma memoria antes referida, Fermat, determina la subtangente a una pardbda
hadendo wso de su método para maximos y minimos. Su razonamiento es como sigue.

En lafigura (6.12), € segmento T'Q es la subtangente ala pardbola en un purio dado P.
El vértice de la pardbda e V. Teniendo en cuenta que los tridnguos TQP y TQ; P; son
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71///
Py
P
R
e
T 4 0 01

Figura6.11. Célculo delasubtangente

semejantes, resulta
I'Qy  TO,

70 - 70 (6.39
Teniendoen cuenta ehoralapropiedad de lapardbda

Vo, _ P10}

vo  pQ?
y que P1 Q1 < T1Q1, deducimos que:

v TQ?

1% < 7o (6.36)

Pongamos ahora VQ = a, que es la abscisa de la pardbda en P, conccida porque se conace
P. Hagamos también TQ = x que es la subtangente que queremos cdcular,y Q01 =e. La
igualdad (6.36) se expresa por:

2
a+e - (x+e)

5 < ax? + ex? < ax? + 2aex + ae?
a X

Fermat aplicasu méodo ce méximosy minimosy sustituye estadesigualdad par laadiguddad

2 2

ax? + ex? ~ ax? + 2aex + ae

Cancdandotérminos y dividiendo pa e obtenemos
x% ~2ax + ae

Eliminandoahora d término qLe queda en ¢, igualando ysimplificando pa x, se oltienes que
x = 2a, resultado ya conacido ok la Antigliedad y que expresa que la subtangente es el dode
dela escisa.

Redmente no se entiende bien larazdn ce por qué Fermat usa su método e méximos y
minimos para cdcular tangentes y Descartes hizo ura dura aiticade esta forma de proceder.
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Pararesponder a estas criticas, Fermat desarroll 6, en ura memoria de 1638 un procedimiento
bastante general para cdcular tangentes que, con ndadén adual, podemos resumir como sigue.
SeaP = (x, y) un purio deunaaurva f(x, y) =0y seaP; =(x +e, y1) otro purto dela aurva
préximo a P como en lafigura (6.11). Llamemos b = T'Q, la subtangente en P. Teniendoen
cuentaque PQ = y, laigualdad (6.35) se escribe como

y(b +e)
b
Como 77 Q1 escasiigual ay; = P;Q1, Fermat escribe

e ) o

1001 =

y a estaadiguddad le glicasu méodo mra maximos y minimos. Esfadl ver que dlo condu
cira auna expresion para b dada por

af
y@(x,y)

——r
a—i(x,y)

b=

Que, usando que la tangente viene dada por y/b, podemos escribir, viendo y como funcién
(implicita) de x, en laforma famili ar
af
3—(96, »)
y ] _xi
f
a_(xv y)
y

Laideade “adiguddad’ en Fermat puede interpretarse dgoasi como “cantidades infinitamente
préoximas’. De dguraforma Fermat esta considerando cantidades infinitesimales.

Estentador expresar en términos aduales lasideas de Fermat para cdcular tangentes. Esen-
cialmente, dado un pumo P =(a, f(a)) enura aurva y = f(x), setratade cdcular lapendiente
dela arva en P. SeaQ Q; unincremento de TQ en ura caitidad E. Ya que los trianguos
TQP Yy PRT; sonsemgantes, setiene

PO TiR
70 E
Pero, dice Fermat, 71 R escasi igual a Py R; por tanto tenemos la adiguddad

PO PO QP
70 E

Poniendo PQ = f(a), laiguadad anterior puede escribirse como:

fl@) fla+E)-f)
TO E

Ahora, dice Fermat, se cancdan términos igualesen f(a + E) — f(a), se divide por E y
finalmente, se ignaran los términos que ain contengan E (lo que equivale ahace E = 0), y
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T’I/
Py
P
R
E
E
T 4 0 01

Figura6.12. Célculo delatangente

el resultado es la pendiente de la tangente en P. Est4 daro que d procedimiento gque indica
Fermat es equivalente a cédcular

im J@+ B f@

E—0 E

Naturamente, a esta interpretadn se le pueden hace las mismas observadones que hicimos
alainterpretad6n andoga del méodo para maximosy minimos.

6.48 Ejemplo. Sea f(x) = x?> — 2x 4+ 3y a = 2. Entonces f(2) = 3. Pongamos ¢ = TQ la
longtud de la subtangente. Tenemos laadiguddad
3 fQ+E)-f(2) 2E+E?

b =2+ F
c E E +

Hadendo £ = 0 se obtiene 3/¢ = 2, por la que la subtangente esc = 3/2 y € valor de la
pendiente de latangente es3/c = 2 que, efedivamente esigua aladerivadade fenx =2. ¢

6.8.2.3. El método de Roberval y de Torricdli paralastangentes

En 1630Roberval y Torricdli descubrieron independientemente un método para cdcular
tangentes por medio de mnsideradones cinemaéticas. Este método se gpoya en dcs ideas ba
sicas: la primera es la de considerar una aurva como la trayedoria de un purio movil que
obedece ados movimientos smultaneamente, y la segunch s la de mnsiderar la tangente en
un purio de la aurva como ladirecaén cel movimiento en ese mismo purto. Si larazdn entre
|as velocidades de los dos movimientos es conacida, ladirecaén del movimiento resultante se
puede halar mediante laley del paralelogramo. Ya en la antigledad, Arquimedes habia usado
un método andlogo paratraza latangente asu espiral.

Consideremos una dcloide, esto es la aurva que describe un purto de una drcunferencia
gue rueda sin dedlizar. El purto que genera la dcloide tiene una velocidad anguar igua ala
velocidad de asance horizontal, por tanto, su tangente en un purto P se obtiene sumando €
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Figura6.13. Tangente ala dcloide

vedor tangente ala drcunferencia generadora en P y un vedor horizontal en P, y ambos
vedores tienen igual méduo.

Naturamente, esta idea de la tangente solamente poda glicase a arvas mecaicas, s
bien tenialavirtud de reladonar geometriay dindmicasiguiendolas ideas de Galil eo.

6.8.2.4. El triangulo diferencial de Barr ow

IsaacBarrow (1630- 1677 también dio unmétodo para cdcular tangentes. Barrow eraun
admirador de los gedmetras antigucs y edité las obras de Euclides, Apoonio y de Arquimedes,
ala vez que pulicaba sus propias obras Lediones Opticae (1669 y Lediones Geometricae
(1670 enla dicion ce las cuaes colabord Newton. El tratado Lediones Geometricae se on
sidera una de las principales aportadones a Célculo. En él Barrow quiso hace una puesta d
dia de todcs los Ultimos descubrimientos, principalmente de problemas de tangentes y cuadra-
turas. Barrow haceun tratamiento detallado de todcs estos problemas incluyendo conceptos
como tiempo y movimiento y usando métodas infinitesimales y métodos de indivisibles.

Unade las herramientas alas que sacagran partido esal trianguo caraderistico otrianguo
diferencid.

Partiendo cHl tridnguo PRQ, que resulta de un incremento PR, como este tridnguo es
semejante d PN M , resulta que la pendiente de la tangente PM/M N esiguad a QR/PR.
Barrow afirmaque auandoée arco PP; esmuy pequeiio pocemos identificarlo con el segmento
PQ delatangente en P. El trilngdo PRP; de lafigura de la derecha, en € cua PP; es
considerado a la vez @mo unarco de la aurva'y como parte de la tangente, es e trianguo
caracteristico o dferencial. Yahabia sido usado mucho antes por Pascd y otros en problemas
de auadraturas.

EnlalLecddn X de Lediones, Barrow cdcula latangente auna aurva, dada por una edla-
cion pdindmica f(x, y) = 0, en un puro de la misma P = (x, y) de la forma siguiente.
Pongamos Py = (x + e, y 4+ a) un purio dela aurvaproximo a P y sustituyamos estas coor-
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=
X

N M N M

Figura6.14. Trianguo diferencial

denadas en la ewiadon f(x, y) = 0. En palabras de Barrow:

Recdhacemos todos los términos en los que no hay a 0 e (porque se anulan uncs a otros
por la naturalezade la aurva); rechacemos todos los términos en los que a 0 e estén par
encimadela primerapotencia, o estan multi plicados ambas (porque, siendoinfinitamente
pequefias, no tienen valor en comparaddncon el resto).

Después de estas operadones < puede cdcular € cociente a/e que &slapendiente de la aurva
ene purto P.

6.49 Ejemplo. Consideremos la aurva x* + »3 = r3 y sigamos & método ce Barrow para
cdcular su pendiente en un purio P = (x, y) delamisma. Como el punto P; = (x +e,y +a)
estd en la aurva setiene:
x+e++a)’=r?
Estoes
x3 4 3x%e +3xe? + e + 33+ yP +3p%a + 3pa® +ad =13
Simplificamos usando que x* + y3 = r3 y diminandolas patencias de a y e de grado mayor
gue ung, y obtenemos
3x2e 4+ 3y%2a=0

de donck resultala pendiente:

¢

Observa que este procedimiento equivale aquedarse mnla groximadon lined de la fun-
cionen € purto P y eso es como reamplaza €l triangdo PRP; en lafigura de laizquierda
por e trianguo diferencid.

El método ce Barrow es pareddo a de Fermat, la diferencia es que Barrow considera
incrementos independientes de las dos variables con €l propésito de cdcular € cociente a/e.
Pareceque Barrow no conccia directamente la obra de Fermat.
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6.8.3. Losinventoresdel Calculo

El méodo e Fermat para d cdculo de valores maximos o minimos y la témica para €
cdculo de tangentes que, esencialmente, consistia en cadcular e cociente:

Sx+h)—f(x)
h :

redizando las operadones agebraicas necesarias para desarrollar y simplificar €l numerador
y después dividir por /4 para, finalmente, hace 4 = 0, fueron aplicados en ura gran variedad
de situadones. Lareladédn entre anbos tipos de problemas acd6 siendo hien entendida: los
valores extremos £ obtenian en los purtos donce la pendente de la tangente se anuaba. Asi
mismo, de la multitud de casos particulares estudiados, emergieron ciertas regularidades que
llevaron a reformular las citadas témicas de forma mas genera. De esta forma, aungle en €
1660 nose disponia de un concepto general de derivada ni se cnccialareladon crucia entre
problemas de tangentes y de &eas, se habian desarrollado bestantes métodos eficaces, aungue
no rigurosos, pararesolver muchostipos de problemas de cdculo. Solamente faltabaredizar la
gran sintesis detodod trabajo redizado desde 163Q Eso eslo que hicieron Newton y Leibniz.

Lainvencion del Célculo es uno ¢k los grandes logros de la humanidad. El Calculo se ha
convertido en la linguafranca de todas las ciencias. Ha sido, y sigue siendg, una herramienta
fundamental parala comprension cientificade laNaturaleza

En € Ultimo tercio del siglo XV I, Newton (en 1664- 1666 y Leibniz (en 1675, deforma
independiente cala ung, inventaron el Céalculo. Esto quere dedr que:

e Unificaron y resumieron en das conceptos generales, €l de integral y derivada, la gran
variedad detémicas diversasy de problemas que se ebordaban con métodas particulares.

e Desarrollaron unsimbaismo y ures reglas formales de “cdculo” que podan aplicase
afunciones algebraicas y trascendentes, independientes de aualquier significado geomé-
trico, que hadafadl, casi automético, € uso de dichas conceptos generales.

e Remnacieron lareladon inversa fundamental entre laderivadén y laintegradon.

Newton llamé a nuestra derivada una fluxion — ura razdn de cambio o flujo; Leibniz vio la
derivada como urarazdn ce diferencias infinitesimales y lallamé el cociente diferencial. New-
ton hizo sus primeros descubrimientos diez dios antes que Leibniz quien, sin embargo, fue d
primero en pulbicar sus resultados.

6.8.4. Newtony €l calculo defluxiones

Los principales descubrimientos mateméticos de Newton en €l
campo del cdculo infinitesimal datan delosllamados Anni Mirabi-
les 1665 y 1666LaUniversidad de Cambridge, en la que Newton
se habia graduado como bachelor of arts en 1664 estuvo cerrada
por la peste esos dos afios. Newton pasd ese tiempo en su casa de
Wodstharpe y, como é mismo reconacié cincuenta aios después,
ése fue d periodo més credivo de su vida

Figura6.15. Newton
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A principios de 1665 descubre d teoremadel binomio y € cdculo conlas sries infinitas.
A finales de ese mismo afio, e método e fluxiones, es dedr, el cdculo de derivadas. En 1666
el método inverso de fluxiones y la reladdn entre auadraturas y fluxiones. En esos dos afios
también inici6 las teorias de los colores y de la gravitadon uriversal. Newton tenia 24 afics,
habianaddo € diade Navidad de 1642

Newton desarroll 6 tres versiones de su cdculo. En la obra De Analysi per aequaiones
numero terminorum infinitas, que Newton entreg6 a su maestro Barrow en 1669 y que pue-
de considerarse d escrito fundadonal del Célculo, Newton wsa conceptos infinitesimales de
manera similar a como hada d propio Barrow.

Una segundh presentadon del Calculo es la que rediza Newton en € libro Methodus flu-
xionum et serierum infinitorum, escrito hada 1671 y que se pulicé mucho después en 1736
Newton considera caitidades variables que van fluyendo con € tiempo, alas que llama fluen-
tes. Después = introducen las razones de canbio instanténeas de las fluentes, alas que llama
fluxiones, que son las derivadas respedo al tiempo cke las fluentes. Newton representaba alas

primeras por letras x, y, z, ... y alas ssgundbs por letras purteadas x, y, z, . . .. Losincremen-
tosdelasfluentes x, y, z, .. ., los representa por medio de las correspondentes fluxiones en la
formaxo, yo, zo, ...,y losllama momentos, donck o es entendido como unincremento infini-

tesimal detiempo. Newton desarroll 6 uraserie de dgoritmosy redujo muchas problemas como
determinadon ce tangentes, maximosy minimos, aress y superficies, curvaturas, longtudes de
arcos, centros de gravedad etc., a dos problemas fundamentales que pueden formularse tanto
en términas mecanicos como en términas mateméticos:

Problema 1 Determinadén ce la velocidad de movimiento en un momento de tiempo dado
segln uncamino dado. De otro moda dada la reladon entre las cantidades fluentes,
determinar lareladon de las fluxiones.

Problema 2 Dada la velocidad de movimiento determinar el camino recorrido en untiempo
dado. Mateméticamente: determinar la reladén entre las fluentes dada la reladén entre
las fluxiones.

Hay que notar que Newton no pensa en términos de funciones con € significado adua de
ese término, sino que imagina aurvas o superficies descritas por las variables, 0 seq conside-
ra reladones entre las fluentes del tipo f(x, y,z,...) = 0, donce f para d es una expresion
analiticafinita o infinita. Por tanto, el primer problema planteado puede verse como un poble-
ma de derivad6n implicita: supuesta mnacida la expresién analiti ca que satisfacen las fluentes
f(x,y,z,...)=0, obtener la expresién andlitica F(x, y,z, x, y, z,...) = 0 que setisfacen las
fluxiones. Para este problema, Newton introdyo unagoritmo que sistematizaba los cdculos
necesarios. Por gemplo, seala aurva de eaiadon

x3 —ax2+axy—y3 =0
Sustituyendo x e y por x + xo € y + yo respedivamente, tenemos:
(x® + 3x0x2 4 3x20%x + %30%) — a(x? + 2xox + x20%)+

+ a(xy + X0y + yox + xj0%) — (> + 3y0x? 4+ 35%0%y 4+ 3°0%) =0
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Teniendoen cuenta ehoraque x3 — ax? + axy — y* = 0, dividiendo pa o y despredandolos
demas términos que contengan ao, resulta

3xx2 —2axx +axy +axy —3yy*> =0

Esta eslareladon gue satisfacen lasfluxiones. A partir de dla puede obtenerse latangente ala
curvax3 —ax? 4+ axy — y3 = 0 en cualquier purto (x, y) delamisma, que viene dada por:

)'/_3x2—2ax+ay

X 32—ax

Como ya hemos indicado, Newton aplica los resultados obre fluentes y fluxiones a la reso-
lucion de multitud de problemas. Por gemplo, con respedo a los problemas de maximos y
minimos, escribe;

Cuando ura cantidad es lamas grande o la mas pequefia, en ese momento su fluir ni crece
ni deaece s credera, eso probariaque eamenor y quelo que sigue seriamés grande que
lo que ahora es, y redprocamente pasariasi deaedera. Asi, caculese su fluxion como se
ha explicadoen e problemal eigudlese a ceo.

De nuevo, Newton usa d teorema fundamental del cdculo pararedizar cuadraturas. Escribe:

Problema9: Determinar €l dreade aualquier curvapropuesta.

Laresolucion del problema esté basada en el establedmiento de lareladén entrela canti-
dad fluentey su fluxion (problema2).

Newton reduce laintegraddn al proceso inverso del cdculo de fluxiones, esto es, al cdculo de
primitivas.

El problema 2, es mucho més dificil que d problema 1, pues < trata de resolver una etdia-
cion dferencial que puede ser muy general. Newton considerd varias paosibili dades resolviendo

alguncs casos particulares. Para dlo utili z6 témicas de cdculo de primitivas y de desarroll os
en serie.

En De Quadratura Curvarum, escrita en 1676 y pulicada en 1704 Newton propore fun-
damentar su cdculo de fluxiones en lo que llama razones primera y Ultima de incrementos
evanescentes. De esaforma se refiere Newton a los cocientes de los incrementos infinitesima-
les de las cantidades variables, y su oljetivo es determinarlos en e momento en que dichas
cantidades nacen desde ceo (“razdn pimera”) o se anulan (“razon dtima”). Un gemplo ayu-
dard a etender € significado e estas ideas. En la introducdon de la dtada obra, Newton
cdculalafluxion de x". Para dlo, considera un incremento o de forma que x pasa ax + o.
Entonces x" se mnvierte en

nn— 1)Ozxn—z

(x +0)" = x" 4+ nox"1 + 5

Losincrementos de x y x", a saber,

—1
n(n )ozxn—z

oy nox" '+
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estén entre si en lamismarazn qe
nn—1)
2

Dice Newton “degjemos ahora que los incrementos s anulen y su Ultima propacion sera 1 a
nx"~1: por tanto, lafluxion dela cattidad x esalafluxion dela cantidad x” como 1 : nx"~1”.

1 a nx" 14+ ox"r ...

Hay distintas interpretadones de las razones que llevaron a Newton a exporer su cédculo
de unau atraforma. La més extendida es que su intencién era cnseguir una fundamentadon
rigurosa del mismo. La primera exposicion, basada en e concepto de cantidad infinitesimal,
entendida como ura caitidad menor que aualquier cantidad pasitiva pero no nua, presentaba
problemas de mherencialdgicadelos que Newton eramuy consciente. En sus propias palabras,
su cdculo estaba “ concisamente exlicado mas que exactamente demostradd’ .

En Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum (1671), el concepto basico es €l de canti-
dad en movimiento o qe fluye mntinuamente en e tiempo. Las magnitudes estdn generadas
por e movimiento continuo y no po agregadén de cantidades infinitesmales; la idea basi-
ca e lade continuidad tal como se observa en los procesos de la Naturaleza Quizés Newton
pretendia de esta forma evitar € uso de “infinitesimales estaticos o geométricos’, pero lo que
redmente hizo fue sustituirlos por losinfinitesimales de tiempo usados para definir los momen-
tosdelasfluentes. Conviene avertir quelo que Newton considera esla ebstracdon matematica
andoga d tiempo, es dedr, unamagnitud independiente imaginaria ebstrada que fluye unifor-
memente y con la que se reladonan todas las fluentes. Puede verse aqui unintento de Newton
por evitar los problemas matematicos del continuo (infinitesimales, indivisibles) y trasladarlos
al mundofisico, ala continuidad de los procesos naturales y a movimiento. Por otra parte,
Newton aceptaba como algo dado laideaintuitiva de velocidad instantéaneade las fluentes, no
le pared6 predso definirla.

En Quadature of Curves (1676, Newton expresa su propésito de ebandorer por completo
el uso de cantidades infinitesimales. Manifiesta en este sentido que * errores quam ninimi in
rebus mathematicis nonsunt contemnend” , esto es, que en mateméticas ni siquiera los errores
mas pequeios pueden ser admitidos. Y eso es justamente [0 que se hada auando se despreda
ban en los cdculos cantidades infinitesimales. Seguidamente, enurcia su teoriade las” razones
primeray Ultima de cantidades evanescentes’ . Estasideas sfialan claramente d concepto ma-
tematico delimite. Lo que expresa, a su manera, Newton es, en términcs aduales, € limite de
un cociente de funciones que se anulan. Pero estamos en el siglo XVl y se necesitaran casi
200afios para predsar matematicamente @ concepto de limite. Debemos natar que Newton usa
dicho concepto a partir de laintuicion mecanicadel movimiento.

Por velocidad Uitima se entiende aquella conlaque d cuerpo se mueve, no antes de dcan-
za e purtofinal y cesa, por consiguiente, el movimiento, ni tampoco después de haberlo
alcanzado, sino agquella con la que se mueve auandolo alcanza, esto es, aquella velocidad
conlaque d cuerpo acanza @ punto final y aquella con la que cesa d movimiento. De
igual manera, ha de entenderse por razdn Utima de cantidades evanescentes, larazon de
cantidades, no antes de que desaparezcan, ni después de desapareddas, sino aguella con
laque desaparecen.

Newton tenia su particular ideade “limite”.

L as razones Ultimas con las que tales cantidades desaparecen en redidad no son razones
de cantidades Ultimas, sino limites a los que tiende a acecarse siempre las razones de
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cantidades continuamente deaedentes, limites a los que pueden acecarse mas que una
diferenciadada, pero nurcatraspasarlo, ni tampoco alcanzarlo antes de que las cantidades
disminuyan in infinitum.

La teoria de las razones Ultimas puede verse omo ura teoria dnemética de limites. Con esta
teoria, Newton pretendia recuperar € rigor de la geometria de la Antigledad.

[...] investigar las razones primeray Ultima de cantidades finitas, nadentes o evanescen-
tes, esta en armonia conlageometriadelos antigucs; y me he esforzado en probar que, en
el método cefluxiones, noesnecesario introducir en lageometria cantidades infinitamente
peguerias.

Otros autores opinan gue estos tres métodos emplealos por Newton responcden, mas que a
fundamentar conrigor su cdculo, adistintos propdsitos. Asi, lateoria de fluxiones proparciona
métodas heuristicos de descubrimiento y algoritmos (til es para d cadculo; lateoria de “razones
primeray Ultima” serviria d propdsito de proparcionar demostradones convincentes y el uso
de los infinitésimos serviria para proparcionar atajos a las pruebas mas rigurosas. Newton usd
simultdneamente estas tres aproximadones en laresolucion de unagran variedad de problemas.

Newton rediz6 también contribuciones importantes en la teoria de eaiadones, donck po-
demos destaca las “identidades de Newton” parala sumade las potencias de las raices de una
eaadoén pdindmica y alateoria de aurvas, sendo ndable su clasificadén e las curvas de
tercer grado.

Considerandola matematica desde d comienzo del mundo hata la época de New-
ton, lo que é ha hecho es, con mucho, la mitad mejor. Leibniz

Lastres obras consideradas, escritas entre 1666 y 1676se puldicaron ya end siglo XV I,
por eso la primera naticia impresa de la teoria de fluxiones aparedd, de forma bastante dr-
cunstancial, en la obra magna de Newton Phil osophiae Naturali s Principia Mathematica, cuya
primera alicion se hizo en 1687 Los Principia consta de tres libros escritos en €l estilo tra
dicional a la manera de los Elementos de Euclides, y su lengugje es principalmente d de la
geometria sintética

Los Principia estan considerados como laobra dentificamas importante de todos lostiem-
pos y una hazdia inteledua incomparable por sus logros y sus conseauencias. En dicha obra
Newton estable los fundamentos de la mecanica y enurcia las tres cdebres leyes del movi-
miento, asi como la ley de la gravitaddn uriversal. En los dos primeros libros, se estuda d
movimiento de los cuerpos en el vado y en unmedio resistente. Newton deduce mateméticar
mente las tres leyes que Kepler habia obtenido empiricamente. En € libro Ill, titulado Solre
el Sstema del Mundaq Newton desarrolla la mecéiica céeste. Haceun detall ado estudio de
los movimientos de la Luna, explicando las causas de las mareas. Calculalamasa del Sol con
respedo aladelaTierra, estudialaprecesidn celos equinoccos, predice é achatamiento dela
Tierrapor lospdos....

Enlos Principia é mundoaparece ®mo unsistema ordenado y armonioso en € que todao,
los ciglos, latierray € mar, obedecen unas pocas leyes mateméticas fundamentales. A partir
de Newton qedard daro que no hay diferencias entre un mundosublunar y otro supralunar,
ni entre laTierray e Cielo; las leyes de la Naturalezano hacen estas distinciones y en todas
partes del Universo |os procesos obedecen alas mismas leyes natural es inexorables.
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El Universo newtoniano es un Cosmos di&ano y sereno dreddo a la exploradon rado-
nal del hombre. La gran olra de Newton proparcionard ala llustradén, en el siglo XVIIl, la
base dentificanecesaria para acé&ar con ura cncepcion conservadora y absolutista del poder
pdlitico apoyada en dognéticas concepciones reli giosas.

El prestigio y admiraddn que goz6 Newton en vida queda reflejado en las palabras de
Alexander Pope:

Nature, and Nature's Laws lay hid in Night:
God said, Let Newton ke — andAll waslight.

Y ¢qué pensaba d propio Newton ce si mismo? Escuchemos dus palabras, ya cai al final desu
vida.

No sé admo puedo ser visto par el mundg pero ami me parecehaber sido solamente cmo
un nfio que juega d borde del mar, y que se divierte d encontrar de vez en cuando ura
piedra mas pulidao ura conchamas bontade lo namal, mientras que d gran océano ce
laverdad yace ate mi completamente desconccido.

Newton murié en lanoche del 20 de marzo de 1727, y fue enterrado con grandes honaes en la
abadia de Westminster entre los grandes hombres de Inglaterra.

6.8.5. Leibnizy e célculo de diferencias

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716 nado en Leipzig (Ale-
mania) en € seno de una piadosa familia luterana. A los quince
anos entro en laUniversidad de su ciudad natal donce estudio ura
gran variedad de materias incluyendo cerecho, teologia, filosofia
y matemédtices. Se doctoré a la edad de 21 afios en la Universi-
dad de Altdorf, en Nuremberg, donce le fue ofreddo un pesto de
profesor que 4 rechaz.
A lolargo de su vida, Leibniz rediz6 milti ples adividades. Como
abogado y dplomatico trabajé para d Principe dedor arzobispo
de Magurciay, desde 1676 fasta su muerte, para los Duques de
Brunswick-Luneburgo (conccidos como principes eledores de
Figura6.16. Leibniz Hanowver desde 1692, lo quelellevé avigjar por gran parte de Eu-
ropa. Inventé una maguinade cdcular, la primeramaguina de este
tipo cgpazderedizar las operadones de multi plicaddn, division y extracdén de raices cuadra-
das. Como ingeniero trabaj6 en prensas hidréulicas, molinos de viento y desarroll 6 proyedos
para drenar €l agua de las minas de plata de las montafias de Harz en la Bgja Sgjonia. Co-
mo historiador escribi6 la historia de la caa de Brunswick, redi zando muchas investigadones
geneddgicas. Trabg 6 también como hibliotecaio en la dudad de Hanower.

Leibniz fue un pensador profunda Como filésofo se propuso la aeaddn ce un dgebra
del pensamiento humano, algo asi como unlengugie simbdico universal para escribir los ra
zonamientos con simbaos y formulas, cuyas reglas de combinaddn permitieran reducir todo
discurso radona a cdculos rutinarios. Esto explica @ gran interés de Leibniz en desarrollar
una notad6n matemética gropiada para su cdculo; de hecho, su ndadon, muy superior ala
de Newton, es la que usamos adualmente. Leibniz fundéla Academia de Ciencias de Berlin
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en 1700 yfue su primer presidente; también fue uno ¢k los fundadores de la primera revista
cientifica demana, € Acta Eruditorum.

Aungue Leibniz pudicd poco, mantuvo correspondencia an mas de 600 eruditos y se
han conservado sus manuscritos que estén en € archivo que lleva su nambre en la dudad de
Hannower. Las contribuciones de Leibniz d agebra (determinantes, resolucion de eawiadones),
la historia natural, la geologia y lalingtistica son también importantes.

En 1672 estandoen Parisen mision dplomatica Leibniz se dedicd intensamente d estudio
de la matemética superior teniendo como guia d matemético y fisico Christian Huygens (1629
-1695. Enlosafios 1673 y 1676edizd, también en mision dplomética dosvigies aLondes
donce tuvo acceso a manuscrito de Newton De Analysi, circunstancia que se usd para aaisar,
hoy sabemos que sin motivo algung a L eibniz de plagio cuandose prodyo la agria controversia
sohre laprioridad en el descubrimiento del Calculo. Los progresos matematicos redi zados por
Leibniz en estos cuatro afios fueron extraordinarios.

En las mateméticas de Leibniz son importantes |os estudios sbre sucesiones numérices y
sus sucesiones de diferencias conseautivas asociadas. Dada una sucesion de nimeros;

ai,az,as,d4,...,dp—1,dy, . ..
Podemos formar la sucesion de sus diferencias primeras:
bi=ai1,by=ay—ay,b3=a3—ay,bs=a4—as,....bp=a,—ay_1,...
Leibniz se habia dado cuenta de lareladon:
by +by+ b3+ -+ by =ay

lo queindicaque las sucesiones de diferencias pueden sumarse fadl mente, y que d proceso de
formar la sucesién e diferencias y después sumarlareaupera la sucesion inicial, es dedr, que
se trata de operadones inversas una de la otra. Esta sencillaideg cuandose lleva d campo de
la geometria, condwce d concepto central del cdculo de Leibniz que es € de “diferencia”, €
cual tuvo pera 4 diferentes sgnificados en distintas épocas.

Leibniz consideraba una aurva como un pdigono ¢ infinitos lados de longtud infinitesi-
mal. Con uratal curva se asocia una sucesion e ebscisas x1, x», X3, X4,... Y unasucesiéon de
ordenadas y1, y», y3, ¥4, ... doncelos purtos (x;, y;) estan todos ellos en la aurvay son algo
asi como los“vértices’ delapdigoral deinfinitoslados que formala arva Ladiferencia entre
dos valores aucesivos de x es llamada la diferencial de x y se representa por dx , significado
andlogotiene dy . El diferencial dx es una caitidad fija, no nda, infinitamente pequefia en
comparadon con x, de hecho es una cantidad infinitesimal. Los lados del pdigono qe consti-
tuye la aurva son representados por ds . Resulta asi € triAnguo caracteristico de Leibniz que
es el mismo gue ya habia sido considerado pa Barrow.

LU T3

Curiosamente, los términos “abscisa”, “ordenada” y “coordenadas’, tan propios de la geo-
metria andlitica, nofueron usados nuncapor Descartes sno que son cebidos aLeibniz; y mien-
tras que nasotros hablamos de “diferenciales’, Leibniz siempre hablaba de “diferencias’.

El trianguo caraderistico tiene lados infinitesimales dx, dy, ds y severificalareladon
(ds)2=(dx)2+4(dy)2. Ellado ds sobrela aurvao pdigonose hace oincidir conlatangente
ala arrva en @ purto (x, y). La pendiente de dicha tangente viene dada por g_)yc, gque e un
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/

dy

ds

dx

Figura6.17. Tridnguo caraderistico

cociente de diferenciales al que Leibniz Ilamé cociente diferencial. Leibniz nunca onsider6 la
derivada como unlimite.

Leibnizinvestigd duante dguntiempo hasta encontrar |as reglas corredas para diferenciar
productos y cocientes. Dichas reglas s expresan fadl mente cn su nadadon dferencial:

drv —xd
d(xy) = ydx + xdy, d(f):w
y y

Lamanera en que Leibniz lleg6 a estas formulas pudoser como sigue. Consideremos

n n
m= |5 || 2w
Jj=1 Jj=1

Entonces
n+1 n
Zn+1 — Zn = Xn+1 Z Vi + Yn+1 Z Xj (6.37)
j=1 j=1

Si interpretamos, a estilo de Leibniz, que x; e y; son dferencias de valores conseautivos
de las cantidades x e y respedivamente, entonces los valores de dichas cantidades vendran
dados por las simas respedivas x = Y 7_  xj ey = 27:11 yj, mientras que dx = x,41 Y
dy = y,+1 por ser diferencias de valores conseautivos. De lamismaforma, z,+1 — z, Seria
la diferencia de z = xy. Por tanto, laigualdad 6.37 es interpretada por Leibniz en la forma
d(xy) = xdy 4+ ydx,loquelleva alareglaparaladiferencial de un producto.

A partir de laregla para la diferencial de un producto, Leibniz obtuvo la regla correspon
diente paraladiferencial de uncociente z = f Poniendox =zy setieneque dx =y dz +zdy,
de donce despgjando -, resulta:

4 — dx —zdy _ dx —%dy :ydx —xdy
y y »?

Ademas, dicha nataddn tiene una gran paencialidad heuristica, como ya hemos visto a estu-
diar la derivada de una funcién compuesta.

Consideremos ahora una aurva aomo la de la figura 6.18 con ura sucesion de ordenadas
trazalas a intervalos de longtud uridad. La suma de las ordenadas es una gproximadon de la
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Figura6.18. Aproximadon de una cuadratura

cuadratura de la aurva (del éreabgjo la arva), y la diferencia entre dos ordenadas sucesivas
es aproximadamente igual ala pendiente de la correspondente tangente. Cuanto mas pequefia
se dijalaunidad 1, tanto mejor serén estas aproximadones. Leibniz razonaba que si la unidad
pudera ser tomada infinitamente pequefia, estas aproximadones £ harian exadas, esto es, la
cuadratura seriaigual ala suma de las ordenadas, y la pendiente de la tangente seriaigual ala
diferencia de dos ordenadas aucesivas. Como las operadones de tomar diferencias y sumar son
redprocas entre si, dedujo Leibniz que d cdculo de auadraturas y de tangentes también eran
operadones inversas una de otra.

Las investigadones de Leibniz sobre la integraddn y €l origen de sus notadones para la
integral y los diferenciales, pueden seguirse con todo cetalle en uma serie de manuscritos del
25 deoctubre d 11 denoviembre de 1675 Nos ocuparemos de dlo en €l capitulo dedicado ala
integradén. En 1676L eibniz ya habia ohtenido pradicamente todos |os resultados descubiertos
por Newton un p@o antes.

Laprimera puldicadén sobre cdculo diferencia fue d articulo de Leibniz Nova methodus
pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractals nec irrationdes quartitates
moratur, et singuare pro illis calculi genus, que fue pulicado en Acta Eruditorum haceya
maés de tres sglos, en 1684 En este trabgjo, Leibniz definia d diferencia dy de forma que
evitaba d uso de las spechosas cantidades infinitesimales. Poco después, en 1686 Leibniz
pulicé untrabajo con sus estudios bre laintegradon.

Remnacido hoy da como un genio unversal, Leibniz vivié sus Ultimos afios en Hannower
en unaislamiento cadavezmayor y murio el 14 de noviembre de 1716 A su entierro solamente
asistio su seaetario.

6.8.6. Desarrollo del calculo diferencial

Aunge las pulicadones de Leibniz eran breves y dificiles de lee, su cdculo, mas n-
cillo de entender que d de Newton y provisto de una excdente natadon, triunfé pronto en €
continente auropeo logrando gandes éxitos, mientras que en Inglaterra la fidelidad a la teoria
de fluxiones y ala nataddn newtoniana cndyo a un cierto aislamiento, agravado pa senti-
mientos nadonales y ladisputa sobre la prioridad, y no consiguid éxitos comparables alos del
continente.

Los hermanas Jkob y Johann Bernodilli, mateméticos y profesores de la universidad de
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Basilea estudiaronlostrabajos de Leibniz con queniniciaron uraproductiva arresponcencia.
A partir de 1690 pulticaron ura serie de trabgjos en € Acta Eruditorum y en otras revistas,
poriendo ce manifiesto que d cdculo de Leibniz erauna herramienta poderosa anlaque habia
gue oontar. Paradivulgar dicha herramienta eapredso un bien libro de texto que explicara con
detall e los pormenores del nuevo cédculo. Dicholibro aparedd bien pronto, en 1696 y su autor
fue d matemdtico y nole francés Guillaume Frangois, marqués de L'Hopita. El titulo del
libro, del que ya hemos dado ndicia en anteriores capitulos, era Analyse des infiniment petits
pou I'intelli gence des lignes courbes. Hoy sabemos que los resultados originales que gparecen
en dicholibro son debidas noa L’ Hopital sino asu profesor Johann Bernouilli .

Ensulibro, L'Hépital desarrollaba d cdculo diferencial tal como habiasido concebido pa
Leibniz, esdedr, usando cantidades infinitesimales paralas que se establedan ciertas reglas de
cdculo. La definicion de diferencial es como sigue: “L a parte infinitamente pequefia en que
unacarntidad variable esaumentada o dsminuida de manera continua, sellama la diferencial
de esta cartidad’ . Para trabgjar con infinitésmos $ establecela siguiente regla: “ Dos carti-
dades cuya diferencia es otra cantidad infinitamente pequefia pleden intercambiarse una po
la atra”.

L os escritos de los Bernouilli, Leibniz y L'H6pital popdarizaron € cdculo leibniziano y
ya en la primera décala del siglo XV Il otros mateméticos s interesaron pa é. Lapotencia
lidad del concepto de derivada se puso de manifiesto en las aplicadones del cdculo alafisica
newtoniana.

Parano hace excesivamente larga esta expasicién, voy a resumir muy esquematicamente
los purtos clave en & desarrollo del cdculo diferencial.

e El descubrimiento en 1715 po Brook Taylor de las llamadas sries de Taylor, que se
convirtieron en ura herramienta basica para d desarrollo del cdculo y laresoluciéon de
eauadones diferenciales.

e El extraordinario trabajo, tanto par su asombrosa anplitud como pa sus notables descu-
brimientos, de Leonherd Euler (1707- 1783 que, sin dud, es lafigura principal de las
mateméticas en e siglo XV Il . En sus tres grandes tratados, escritos en latin, Introductio
in andysin infinitorum (1748, Institutiones calculi differentiales (1759 e Institutiones
calculi integralis (1768, Euler dio a cdculo laforma que conservé hasta d primer ter-
cio ddl siglo XIX. El cdculo, gueiniciamente e@aun céculo de variables o, mas exada-
mente, de catidades geométricas variables, y de ewmiadones, se fue transformandao, por
influencia de Euler, en uncdculo de funciones.

e Lapropuesta de Joseph Louis Lagrange (1736- 1813 de fundamentar €l cdculo sohre
un algebraformal de series de patencias. Si bien laideade Lagrange de evitar € uso de
limites no era acetada, su propuesta, concretada en su olra Théorie des fonctions andy-
tiques (1797, tuvo € efedo de liberar el concepto de derivada de sus sgnificadones
mas tradicionales. De hecho, la termindogia “funcién derivada”, asi como la natadén
f(x) pararepresentar la derivada de una funcién ', fueron introducidas por Lagrange
en dicho texto. A partir de este momento la derivada deja de ser algo de naturalezaim-
predsa (fluxion o cociente diferencia) y empieza aser considerada simplemente como
una funcion.

e Los problemas planteados por las sries de Fourier. Dichas series hacen sus primeras
apariciones a mitad del siglo XV Il en reladén con el problema de la auerda vibrante,
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y nacen dficidmente en €l trabgjo de Joseph Fourier (1768- 1830 Théorie andytique
delachaeur (1822. Taes sries plantean problemas reladonados con las ideas centra-
les del andlisis: & concepto de funcidn, e significado e la integral y los procesos de
convergencia

o El proceso de “agebraizaddn del andlisis’ quetiene lugar en los das Ultimos tercios del
siglo XIX y que aulmina aon lafundamentadén del andlisis obre d concepto de limite
(Bolzano, Cauchy, Weierstrasg y la teoria de los nimeros redes (Dedekind, Cantor). Lo
esencial de este proceso ya hasido considerado en el capitulo anterior.

Si e temate interesa, puedes encontrar mucha mas informadon en las referencias citadas
a principio.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculodiferencial eintegral



