Optimering og udledning af formler ved brug af CAS-veerktgijer.

CAS-veerktgijer er kraftfulde redskaber, som fint kan bruges til at
udlede formler, bade simple og mere komplicerede. Nedenfor er en
lille formelsamling i emnet optimering. Den omfatter velkendte
gymnasieopgaver, men formlerne er ikke almindeligt kendte fra
matematikpensum og geengse leerebgger.

En elevopgave kunne veere at bevise nogle af formlerne ved hjeelp
af et CAS-veerktgj - under kyndig vejledning. Jeg har brugt Maple til
at lave saddanne beviser, GeoGebra kan ogsa bruges men det kan
let ga hen og blive tungt. Om andre CAS-vaerktaijer er brugbare ved
jeg ikke.

'‘Beviserne' nedenfor med Maple er uden forklaringer, hvilket
selvfglgelig hagrer med i et ordentligt matematisk bevis, dog er
fortegnstilfeeldene for de afledede meget enkle.

Heine Stremdahl, december 2023.



Optimering.

Det minimale overfladeareal af cylinder og kegle med givet
rumfang, med og uden lag.

Seetning.

A: Det minimale overfladeareal af en cylinder uden lag og med et givet rumfang V.

Det minimale overfladeareal findesved r = h = 3\/% , det har veerdien

Opin, = 33 V?2

B: Det minimale overfladeareal af en kegle med l1ag og med et givet rumfang V.

3
Det minimale overfladeareal findes ved r = ﬁ L h = 23 ﬂ, det har vaerdien
V2rm T

Opin = 2+ 3/ 97V 2
C: Det minimale overfladeareal af en kegle uden lag og med et givet rumfang V.

33V
V2¥im
383VnV?2
Omn ="

D: Det minimale overfladeareal af en cylinder med lag og med et givet rumfang V.

3|6V

Det minimale overfladeareal findes ved r = h = — det har vaerdien

. . ,V ,4V .
Det minimale overfladeareal findes ved r = P ,h = ’ — det har veerdien

Opin = 33/ 21V2
E:

Overfladearealet af et prisme uden lag, med en regulaer polygon som grundflade og
med et givet rumfang V. Det minimale overfladeareal er O0,,,;, = 3 tan(g) YnV2 og

3 VtanZ(g)

det findesved r = 2 ~
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Optimering af cylinders overfladeareal - uden I3g. De enkelte skridt er gennemfgrt nedenfor med
GeoGebras CAS.

T i
V=1m*h*rA2
1
- V=hn
O=2*1"r*h + w2
2
- O0=Pr7+2hrm
Beregn(V=hr21, h)
i V
¥ T
O=r2*mm + 2*(V / (rZ*m))*r*m
4 Pr+2V
r
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7ﬂ Enter expression or select input, then activate tool If
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with(Gym

[Chig{vzdr)atGOF test, ChiKvadratUtest, Cos, ExpReg, Fcdyf, Fpdf, Gini, KPplot, KvadReg, LPplot, (1)
LinReg, LogistReg, MultiLinReg, NormReg, PolyReg, PowReg, PropReg, Q0Oplot, Sin, SinReg,
TVM, Tan, afdragAmort, afrund, amort, antalobs, antalstabel, arcCos, arcSin, arcTan, arealP,
arealT, art, balanceAmort, bidrag, bincdf, binomialTest, binpdf, boksplot, cart2pol, chi2 GOFtest,
chi2Kritiskveerdi, chi2Sim, chi2Teststorrelse, chi2 Utest, chicdf, chipdyf, det, dotP, enhedsvektor,
ev, fintervalsolve, forventet, fraktil, frekvens, frekvensTabel, gennemsnit, gradient, grupperData,
hat, hyppighed, heeldningsfelt, intervalPlot, intervalsolve, invCos, invF, invSin, invTan, invbin,
invchi, invnorm, invt, irr, konfidensInterval, kumuleretFrekvens, kvartiler, len, linjeelementer,
median, middel, niveaukurver, normalcdf, normalpdf, npv, nulpunkter, omskrivKP,
pindediagramBIN, plotHistogram, plotLorenzdiagram, plotPindediagram, plotResidualer,
plotSumkurve, plotTrappekurve, pol2cart, polygonOmrdde, populationsspredning,
populationsvarians, proj, punktPlot, reelSolve, renteAmort, residualQQOplot, residualer,
residualspredning, skraver, spredning, standardafvigelse, stikprovespredning, stikprovevarians,
sumkurve, tinterval, tTest, tabelsum, tangent, tangentplan, tcdy, testLin, tpdf, trappekurve,
trappekurveBIN, trekantsolve, trigSolve, typeinterval, typetal, varians, vektorPlot, vinkel,
visMatrix, vsolve, zInterval, zIntervallAndel, zTest |

with(Plot)

[AnalyzeData, AnimatePoints, ColorParse, ColorRange, ColorScheme, ContourPlot, 2)
CoordinateSystems, DataPlot, DefaultColorScheme, DualAxisPlot, Export, Extrude, FormatText,
GetAdaptiveOptions, GetLocalOptions, Import, Inequality, IsCoordinateSystem, IsOption,
LogPlot2D, MakeColorBox, MergeAXIS, ModuleApply, Plot2D, Plot3D, PlotArray, PointPlot,
PolarPlot, PolygonPlot, Preprocess, ProcessLocalOptions, ProcessUnits, Redraw, ResetView,
SetColors, SetColours, ShadeBetween, SpaceCurve, StackedPlot, Structure, TernaryPlot,
TextPlot, TranslateOptions, Utilities, VerifyAdaptiveOptions|

Optimering. Keglers overfladeareal.

Problem.

Find minimumsvardien for overfladearealet af en kegle med 14g, keglen har et givet rumfang V.
Resultatet skal udtrykkes ved keglens hgjde h og grundfladeradius r.

Setning // resultat.

Minimumsverdien for overfladearealet for en kegle med lager O, = 2 T £ 2R

31/3\/71/1/3 . 2V1/331/3
211:1/3 > n1/3

Det findes ved r=

Problemet og den resulterende satning udsprang af denne Systime opgave:
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Figur 9.76

Der skal fremstilles tre beholdere som vist pa figuren:
s en cylinder
* en kegle

* en kasse med en kvadratisk grundflade.

Der skal ikke vaere 13g pa, vist pa figuren som hvid.

Alle beholdere skal have et rumfang pa 10 liter.

1. Bestem for cylinderen og keglen den vaerdi af r og h og for kassen
den vaerdi af b og h, der giver det mindste overfladeareal.

2. Hvilken type beholder har det mindste overfladeareal?

Kilde. Systime Mat B HTX Opg. 9.74.
with(RealDomain)

[, R, ', arccos, arccosh, arccot, arccoth, arccsc, arccsch, arcsec, arcsech, arcsin, arcsinh, arctan, 3)

arctanh, cos, cosh, cot, coth, csc, csch, eval, exp, expand, limit, In, log, sec, sech, signum, simplify,
sin, sinh, solve, sqrt, surd, tan, tanh |

Dokumentation ved differentialregning.

Kegle med lag.

Rumfangsformel og overfladearealformel for en kegle med lag.

2 1
O=nrr+hn +n7, V=? nher

1 2 3V
V=—mnhr &h=
3 -
3V
h =
T
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restart
2
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Opogte = T 7 +hn +7wr

=qnr b +7° +17

Okegle
9 y*
f(r)y=mr > . +7
T r
9.7
f=rermn >, +7 +ni
T r
S'(r)
36 1
- L e N +2r
9V 2 T r
T > . + 7 + +2nr
T ¥ 9 )2 5
2 >+
4
T r
assuming real
27t2r6+2nr3w/ 1t2r6-|-9V2 —97?
I 71:2r6—|-9V2
with(RealDomain)

[, R, ", arccos, arccosh, arccot, arccoth, arccsc, arcesch, arcsec, arcsech, arcsin, arcsinh, arctan,

arctanh, cos, cosh, cot, coth, csc, csch, eval, exp, expand, limit, In, log, sec, sech, signum, simplify,

sin, sinh, solve, sqrt, surd, tan, tanh |
solve(f'(r)=0,r)

31/3\/7(1/2)1/6 3]/3\/7(V2)1/6

271:1 /3 > 2751 /3

assuming positive

31/3\/71/1/3 _31/3\/71/1/3
21t1/3 2n1/3
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