Elipsa ve stinu Sumavskych hvozdu

Priklad 1: Oléetrhent a Bozena

Ve stinu sumavskych hvozdu® vede piimé cesta g a ve vzdalenosti
d = 3km od nf je Oléetrhentiv srub F° (viz obr.).
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Obrazek 1: ,Kde je Bozena?*

Olcetrhent hraje na schovku s Bozenou Némcovou, kterda mu
ve srubu na stole nechala nasledujici vzkaz:
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JSarli, najdes mne v misté, pro které plati, ze jeho
vzdalenost od srubu je vzhledem ku vzdalenosti od cesty
v pomeéru 1 : 2! ¢

Jak bude Oléetrhent Bozenu hledat?

“https://wuw.respekt.cz/tydenik/2012/16/nadpis-clanku-30-2
bOlcetrhent mu ifkd pevnost, po anglicku fortress, odtud onaceni F.

Olca si nacrtne mapku a pouzije pro prehlednost miizku 250 x
250m (obr. 2). Rekne si — je-li hledany bod X vzdélen tieba 500 m
od F', musi lezet na kruznici k se sttedem F' a polomérem 500 m
(dva ¢tverecky v miizce). Soucasné musi byt jeho vzdélenost od
q dvakrat tolik, tedy 1000 m a musi tedy lezet na piimce m rov-
nobézné s g ve vzdalenosti 1000m (4 ctverecky v miizce). Ale z
obrazku je vidét, ze takovy bod X neexistuje, pa¢ se piimka m s
kruznici k£ neprotina!



https://www.respekt.cz/tydenik/2012/16/nadpis-clanku-30-2
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Obrazek 2: Olca zacind pfemyslet.

Budeme-li pomaloucku zvétsovat polomér kruznice k, bude se
m vzdalovat od ¢ dvojnasobnou rychlosti a priblizovat se ke k, az

se ji koneéné v jednom bodé dotkne (obr. 3 — tam by mohla byt
Bozka schovana!)
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Obrazek 3: ,Tady by Bozka mohla byt,...ale neni...!“

Pti dalsim zvétSovani poloméru kruznice k& dostaneme dvojice
pruseciku osové soumérnych podle piimky QF' (obr. 4 — Boze, tam
viade by Bozka mohla byt taky schovanal).
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Obrazek 4: , Ty ve, téch moznosti je ndk hodné!*

Nakonec se piimka m bude dotykat k opét jen v jednom bodé
(obr. 5) a pak ji utece a dalsi pruseciky uz vznikat nebudou.
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Obrazek 5: ,Nenf to snaf elipsa?

A Olcetrhent uz vi, ze Bozena musi byt nékde na kiivce,
ktera naramné pripomina elipsu.

Staci, aby ji obéhl dokola a jisté brzy na Bozku narazi (obr. 6).
Doufam, ze ma nabitou medvédobijku!
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Obrazek 6: Olca obstal (zatim)!

Priklad 2: Olcetrhenttv dikaz lasky

Po néavratu do srubu dostane Ol¢etrhent od Bozeny dalsi tikol —
ma dokazat, ze ji opravdu miluje — a to tak, ze néco kvalitniho
uvaii a dale, ze dokéze, ze kiivka, na které mél Bozenu hledat, je
opravdu elipsa. Umis to dokazat i ty?

Zavedeme soutradnou soustavu s osou y v piimce ¢, pocatkem D
a osou x v piimce QF (obr. 7).

Vzdélenosti méfme nyni v kilometrech. Soufadnice bodu F'
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jsou potom ziejmé F[3;0]. Pro bod X|z;y] plati dle Bozcina
papirku

XF 1
e ()
| Xql 2
Odtud mame ekvivalentni rovnici
21X F| = |Xq| (b)

Pritom dle obrézku plati | XF| = /(x — 3)2 + y? a |X¢q| = x. Po
dosazeni do (b) méame

[ 2v/(z—-3)2+y*==x ] (c)

Dostali jsme rovnici Bozeniny kiivky. Nyni ji ekvivalentné
upravime do tvaru sttedové rovnice elipsy!
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Obrazek 7: Jak ja vzdycky fikam,
L,Soutadnd soustava je takovy to nase zlato, néco jako chmel!*
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Obé strany rovnice jsou nezaporné, takze muzeme rovnici
ekvivalentné umocnit®:

4(x — 3)* + 4y* = 2*

4o — 242 + 36 + 4y* = 2°
32% — 24z + 4y* 4+ 36 = 0
3(x? — 8x) +4y* +36 =0
3w —4)? —48 +4y* +36 =0
3(x —4)? + 4y =12

Po vydéleni dvanécti dostavame

(x—4)?
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To je vskutku SREL! Podstatné je, rovnice (c) a (d) jsou ekvi-
valentni, pa¢ jsme pouzivali vyhradné ekvivalentni upravy. To
znamena, ze mnozina schovek, kterou definovala Bozena na svém
papirku, je rovna mnoziné bodi, kterou nazyvame elipsa’. Z rov-
nice (d) vidime, ze

) 8 G

Pac¢ e = va? — b?, je linedrni excentricita

e=1

a ohniska jsou
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Tedy srub lezi v jednom z ohnisek. Numericka excentricita je € =
€ tedy
a

A heleme se, numericka excentricita vysla stejna, jako pomér %,
ktery nam Bozka zadala pti popisu své mnoziny schovek. Je to

nahoda? Zahy vokazeme, ze neni.
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Obrazek 8: Jak ja vzdycky tikam:
WMit srub v ohnisku je lepsi, neZ mit vodu na plicich!“

2Qdborné feceno prdnout na kvadrdt.

bKdyby nase tpravy byly jen disledkové, tak by kazd4a Bozenina schovka
lezela jisté na elipse, ale mohly by existovat body elipsy, které do Bozeniny
mnoziny nepatii, pa¢ bychom védéli pouze, ze Mpo; C M.
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Pojd'me predchozi pifklad vyfesit iplné obecné.

Priklad 3: Olcetrhentuv dukaz obecné

V roviné je dana piimka ¢ a bod F', ktery na ni nelezi. Déle je
dano kladné cislo e, které je mensi nez 1.

Dokazte, ze mnozinou vSech bodu X v roviné, pro které plati

| X F|
— =
| Xq|

je elipsa, jejiz jedno ohnisko je F' a numerickd excentricita je &!

Poznamka: Vsimnéme si, ze pozadujeme € kladné — to je jasné,
pac je to pomér dvou vzdélenosti, nemuze to byt zaporné a nula
by byla trividlni, pa¢ by to byl jediny bod splyvajici s F' (to by
Bozka byla ve srubu).

Ale také pozadujeme € mensi nez jedna, to uz samoziejmé neni

— vzdyt Bozka mohla taky klido pido zvolit pomeér % rovny
jedné nebo vétsi nez jednal
Pozdéji vokazeme, ze pokud Bozka zvoli ¢ = 1, nevznikne

elipsa, ale parabola a pro ¢ > 1 vznikne hyperbola. To jsou
kiivice, které budeme délat samolitr pozdéji.

Jinac¢ postupujeme stejné jako v minulém piikladé. Opét zave-
deme soufadnou soustavu, vzdalenost |Fgq| oznac¢ime d (obr. 9).
Bod F maé soutadnice F'[d;0]. Pro bod X|[xz;y| plati dle zaddni

| XF|

Xq ~° @

Odtud mame ekvivalentni rovnici
| XF|=¢-[Xq| (b)

Pritom dle obrézku plati | X F| = \/(z — d)? + y? a |X¢q| = x. Po
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dosazeni do (b) méame

[ (x—d?+y?=c-z ] (c)

Nyni tuto rovnici ekvivalentné upravime do tvaru stfedové rovnice

elipsy!
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Obrazek 9: Moc a sila analytické methody!

Obé strany rovnice jsou nezaporné, takze muzeme rovnici
ekvivalentné umocnit®:
(x —d)?* +y* = %2
2? — 2dx + d* + 9y = &%2” (d)
(1—e*)a® —2dx +d*> +y* =0

2d
(1—¢?) (x2—1_€2x)+d2+y2:o
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d \? d?
(1—52)(35— ) —1_€2+d2+y2:0

1—e?
2
d d?e?
1—¢?) |2— 2 _
(1= e 1— g2 ty 1— g2
d?e?
(1—52)(:c—m)2—|—y2=1_62

Zlomek ve druhé zavore jsme pro prehlednost oznacili jako m
(bude to zfejmé x-ové soutadnice stfedu nasi elipsy). Pa¢ prava
strana v posledni rovnici je nenulova, muzeme rovnici timto vej-
razem vydélit:

Zeleny zlomek je na beton kladny a muzeme ho oznacit jako a”:

) d?e?
a = m (e)

Cerveny zlomek je také na beton kladny, pac jsme si vytycili, ze
e < 1 a muZeme ho oznacit jako b?:

d?e?

=2
1—eg2
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Tim padem jsme vskutku dostali rovnici elipsy:’.

(h)
Pa¢ Prava strana (h) je mensi nez jedna, je b < a, takze elipsa je
lezata.

Z (h) vyjadiime e:

2
2_ b
o] -
a2
) a2 — b2 o2
e’ = T =
a a

Odtud

Vidime, ze vskutku plati, ze ¢islo ¢ je numericka excentricita!

Podivejmez se jesté na semi-latus rectum, ¢iliz parametr elipsy
5

b
p. Vime, ze p = " tedy dle (e) a (f)

d?e?

_ 1= g2
de

1 — g2

Odtud
p=de
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Pace <1, jep <d°

tam raci lise{
A Hledvinky?

Obrazek 10

20Odborné teceno frknout to na druhou. VSimnéme si, ze pokud by bylo
e = 1, tak se v (d) odectou kvadraty 22 na levé a pravé strané a vyjde rovnice
paraboly — tu teprva budeme délat.

b Vsimnéme si, ze pokud bychom méli € > 1, byl by cerveny zlomek
zaporny, takze bychom ho oznaéili jako —b? a dostali bychom rovnici hyper-
boly &= m) - z—z =1 — tu teprvé zavedeme.

‘U paraboly bude € = 1 a diky tomu bude p = d. U hyperboly bude € > 1

a diky tomu bude p > d.
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