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10-TEORIA Y DESAFIO TP N°1 DESIGUALDADES CLASICAS

ESTA LECTURA SE COMPONE DE RECORTES DE TEXTO DE LUIS SANTALO.

EL OBJETIVO DE ESTE TRABAJO ES LA LECTURA Y LA ELECCION DE UN SOLO PROBLEMA PARA
REALIZAR EN EL GEOGEBRA.

PUEDES INVESTIGAR MAS INFO EN EL TEXTO DE ADAM PUIG ..LECCION 24 PAG 142.

1. Algunas designaldades clasicas

La desigualdad aritmético-geométrica, es la cldsica

| < XY
(1 141}’ S

suponiendo X, y nﬁ{nems reales positivos. La igualdad vale tnicamente si
X = y. La demostracidn es una consecuencia de la desigualdad

(Vx-Vy ) 20, osea, X+y-24xy 20.

En general, para n niimeros reales positivos, vale

@ {x]xl_.-:t.nj”" ¢ Xy +Xp 4. +X,

n

Vamos a demostrarlo para n = 4, n = 3. La demostracién general
puede ser por induccién. Para n = 4 tenemos
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(3 (ayzth=(xy)iz tilﬂ(r‘;y): [z?]]ﬁ [[Igﬂl:] l?;l ]]
5[;+y+2+1]*
4

y para n = 3, aplicando 1a dltima desigualdad

iy = [eyz (o) £ 2EY T VR
' 4

de donde

@) 3Vnyz € x4y+z, EI-E-H"HI:I.'_!_I-‘E itytz
3

Las igualdades vablen dnwcamente cuando las variables son iguales.

Ohiras desigualdades. Siendo 0 < (a- by = o'+ b - Lab, resulla
ab = (0" +b%) 7 2. De agui

[":ﬂw---”‘-]’ I Wt Rt
— 1 = - nz

. T A e T o

(5}
R A .

gt o

Aplicands (2} resulta ambién

=T
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LT N (_La_’&]

Desigualdades de este tipo pueden verse en BECKENBACH-
BELLMAN, Inequalities, Springes, Berlin, 1966,

1 Aplicaciones

1. Inzeribir en una esfera ¢l cono de revolucion de volumen
maximao,

Elvolumenes V= (1/3 xrfh vademds, vale & = (2R - hib Se
puede eseribi

Vo (dm /30 (0 /2) (b 2) (2R - b
y segiin la desigualdad (4)
VS (4n/3) (2RAP
donde La igualdad vale cuando los 3 factores son iguales, o sea,
hi2=2IR-h

Luego la solucidn se obtiene para h={4 /3 R.

2, Inscribir en un cono de revolucidn dado, el eilindro de volomen mdximo,
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5 H es la alturz v R el radio de 1a base del cono v b, r 1a altura v el
radio de 1a base del cilindro inscrito, ¢8 ¥V =xr' h. Ademis

Hih=R/(R-f], dedondeh=H{R-r/R

Por tanto, V' se puede escribir (aplicando (4))

Ve[dnH) /R [ie/(r/ 2)(R-1)] = (dnH/R) (R/3Y
con laigualdsd para r/2 = R-r yportamte r={2/3) K.
3, Se pide construir una [ota cilindrica de un volumen dado de manera gue
el drea total {includas |as hases) sea minima.

Setiene F=2nrh + In¢ = ath+nch+2n ¢y porla
desigualdad (4)

F = 30w r'o’)"

Laipualdad (F minimo) vale para ®rh =2n¢, osea h=12r.

4. Inseribir en una esfera dada un éiindro circalar recto de volumen
miximo (KEPLER}
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de donde, sumsamde,
14';1_}' * '-J'}.T.:. +fnz = X+¥y+2L

Maltiplicando ambos miembros por 2 ¥ afiadiendo la suma
£+ Y+ I, resulia

(&) {‘E+'E+1E]F53{:+y+z}

donde la igualdad vale dricaments si x =y = I.

Problema 1. Hallar el méximo de la suma de las alturas dado el perimetro
del trdnpguio.

Recordemos que lamando 2p al perimetro y F al drea, es (fdrmula
de Heron)

F=vpip-a)ip-blip-c}
¥ coma también 2 F = sh, = bh, = ch,. resulta

b, =2/ a)}¥pip-a)ip-hj{p-c}
Pero

4(p-b)(p-c)=(2p-26) (2p- 2eh="(a-(b-ch){a+(b-c))=

=g'-(b-clf<at
¥ por tanto
h, < Ypip-a)

Sumando las designaldades andlogas para by, . b, resulia
hy+hy+h, € Vpfp-a + Vp-b + Vp-c)
v segiin la desigualdad (6)
b, +hy +h, <¥pV3Ep-a-b-ci=13 p
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La igualdad valdri solamente sip-a=p-b=p-c, o sea, s el
trifinguko es equildtern,

En resumen, se tiene ka desigualdad
(Th O<h,+hy+b, <3 p
que s puede enunciir también: entre todos los tridgngules de perimetro
dado, ¢l equilitero es el que liene mixima suma de alturas:

Problema 2. Diesigualdades entre el perimetro v la suma de Las bissetrices.

Se sabe gue wl={1fqh+r:j|]‘q'§h¢{p-i}

¥ enmn
b+cz2vbe
resulia
wus".'p'_fp'-_a_}
0 seq,
Wyt wptw, £ VpOipra+pebapoc)
que aplicando () permite escribir

wotW W, = V3 P
comn la ignaldad solamente para el tridngulo equildtero.
Para ehlener una acotacidn inferior, llamando a7, #; @ los
segmentos en que la bisectniz divide al lado a, v siendo un lado de un
triingulo mayor ¢ igual que la diferencia de los otros des, se dene

w.lal:l-a] e Wy T e-gp, 2wy 2b+c-a

Escribiendo las destgualdades anilogas para wy, , w_ v sumando,
resulta

W kW kw2 p
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La igualdad valdrd solamente sip-a=p-b=p-¢, 0 sea, 5 el
tridnguio &5 equilitern,

En resumen, s¢ tiene la desigualdad
(7 Osh, +h #b <43 p
que se puede eouncias tmbién: entre todos los triingules de perimetra
dado, el equilitero es el que tene meixima suma de alturas;

Problema 2. Desigualdades entre ¢l perimetro v la suma de las bissctrices.

Se sabe que  w, = {2!{h+cjj'n'ﬁbt{p-i]

¥ COMmD
b4cz2vbe
resu]ta
w, = Ypip-al
o se,
Wy W W, = 'l.rl:_;{"ufp-a +p-b + vp.c )
que aplicando (6) permite escribir

Wy twy FwW, 5 V3 P
con la igualdad E-I:II-E.I'D:I:I'I:II:].}IIE.E-I ridngale equiliters,
Fara obtener upa acotacidn inferior. llamandao 3y, 43 @ los

segmentos en gue la bisectriz divide al lado 2, y siendo un lado dc unm
tndngulo mavor o igual gue la diferencia de los otros dos, s tiene

Wy 2b-a; . w, 2¢-3,, 2Iw,Zb+c-a

Escribiendo las designaldades andlogas para Wy, . W, ¥ sumando,
resulta

wokwytw, Z p
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La igualdad vale en este caso para ¢l tndngulo limite de uno
isdsceles cuyo dngulo desigual tenda a cere.

Problema 3. Desigualdades entre el perimetro y la suma de las medianas,

C Al

mmmeE AR

Prolongande la mediana m, de un segmento MA'=m, , resulta el
paralelogramo ABA'C, del cual se deduce

Im, 2 b+c

Escribiendo las desigualdades andlogas para las otras medianas,
resulta

m, 4+ My + M = 2p

La tgualdad vele dnicemente para el caso limite de un tridngulo
isdaceles cuyo dngulo desigoal tienda a 0.

Para haller una acotacion infenor de la suma de las medianas
observemos la figura adjunta v el tridngulo CCA' que tene por lados
2m,, 2my, 2m, ¥ por medianas (37 2y e, (3420, (372, Aplicando |2
ltima desigualdad resulta

(312 (a+b+e) S 2(m, +my+m)

¥ por Lafto
M, + Ok, + M, 2(312)p
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El signo de igualdad vale en el mismo case de antes.

Problema 4. Dessgualdad entre el perimetro v ¢l drea.

Recordando la expresion del drea F en funcién de los Jados
(HEROM) v teniendo en cuenta que ¢l prodocts de tres factores de soma
constants s miximo cuando los 3 factores son iguales (foemuda (4) del
nimern anfendor) resulta

(37 asbtc) 2 F
donde el signo igual vale dmcamente para el ndngulo equildter.

EJERCICIOS

ando b dluma figura de la pagma antenor, $& obtiene f3ciments
la suma de las medianas, ¢l iridngulo de mayor drea es el

COMIO 58 GUISra.

3. Probar 12 desigualdad

Bl (e + P+ ¢ 2 b} + by

4. Otras desigualdades:

Feb 4 24F, miem+miz3IV3F
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5.8 P es cualguier punto snierior de un I.riﬁn_;lﬂﬂ. kp» Ag, X3 50n Jas
istancias a los vértices ¥ Py, Py, Py 508 distancias 2 los lados, valen las

dast

2Epmn . Mt h 2 2Tty

Se laman dssigualdades de ERDOS - MORDELL {Guggenheimer,

pig. 188}

. Otras desigualdades:
(3/2) € alfpre) + bli+axe/{ashl £ 2
13 £ (#+b 4 a+bacf UL

Rerf 2 F, HREFFTE

OTRA BIRLIOGRAFIA. Es interesante, por la cantidad Ce probleiias
el trabajo G. CORACH - J. McGOWAN - 1. PORTA, Some

inequalities for the triangle, Instituto Argenting de Matemitica, prepeind
124, 1987,
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