Zadatak 061 (Matea, gimnazija)
Luk mosta ima oblik parabole. Visina mosta je 2 metra, a duljina raspona 24 metra. Napisi
jednadzbu luka mosta.
Rjesenje 061
Ponovimo!
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik

f(x)= a-x2 +b-x+c,
gdje su a#0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Nultocka grafa je tocka u kojoj graf sijece os apscisa (y = 0). Vrijednost x za koju je f(x) = 0 zove se
nuliSte funkcije. NajceSce se za oba pojma rabi izraz nultocka.
Graf kvadratne funkcije

f(x)= a-(x—xo) +30

parabola je
2

y=a- (x—xo) +

s tiemenom u to&ki T(Xo, yo) dobivena translacijom parabole y = a - x*. U to¢ki x, funkcija f poprima
najmanju vrijednost y, ako je a > 0, a najvecu vrijednost y, ako je a < 0.

1.inacdica
A
y

1(0,2)

X
>

N.(- 12, 0) o N.(12, 0)

Postavimo most u pravokutni koordinatni sustav kao na slici. Visina luka mosta je ordinata tjemena
T parabole. Budu¢i da tjeme parabole ima koordinate T(0, 2), jednadZba luka mosta (parabole)

je:
(3 %) =7(0.2) 2 2
2 = y=a-(x-0)"+2 = y=a-x"+2.
.

Da bismo izracunali vode¢i koeficijent a parabole, uvrstit ¢emo koordinate jedne od nultocaka (N, ili
N,) u jednadZzbu parabole.

Ny (x, y)=N,(12,0) )
= 0=a-12"+2 = 0=144-a+2 = -144-a=2 =

y=a-x2+2
2 1
= -144-a=2/:(-144) > a=-——"— = a=-—.
144 72
Tada jednadZba luka mosta (parabole) glasi:
I 2
y=——x +2
72

2.inacica



T(12, 2)

X

: >
0O(0, 0) P(12, 0) N(24, 0)

Postavimo most u pravokutni koordinatni sustav kao na slici. Tjeme parabole ima koordinate T(12, 2)
pa jednadzba luka mosta glasi:

T(xy, yo)=7(12, 2)
(xO yO) ) = y=a-(x—12)2+2.
v=ax) 4y

Bududi da graf sadrzi tocku O(0, 0) (isto tako moZemo uzeti tocku N(24, 0)), uvrStavanjem dobivamo
vrijednost vodeceg koeficijenta a:

O(x, y) = O(O, O)

) = O=a-(0—12)2+2 = 0=a-(—12)2+2 = 0=144-a+2 =
y=a-(x—12) +2

2 1
= —144-a=2 = —144-a=2/:(-144) > a=——"" = a=——

144 72
JednadZba luka mosta glasi:
1 2
=——(x-12) +2.
Y 72 ( )
Uocimo da se parabola
1
=——-(x-12) +2
y=—(x-12)
dobije translacijom parabole
y=——-X 2 +2

za broj xo = 12 u pozitivnom smjeru X — 0si.

Vjezba 061
Luk mosta ima oblik parabole. Visina mosta je 5 m, a duljina raspona 40 m. Napisi
jednadzbu luka mosta.

1
Rezultat: y =——~x2 +5.
80

Zadatak 062 (Matea, gimnazija)
Ako su — 11 2 nultoc¢ke polinoma drugog stupnja, a najveca vrijednost polinoma iznosi 3,
odredi taj polinom.
Rjesenje 062
Ponovimo!
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik

f(x):a-x2+b~x+c,

2



gdje su a#0, b i crealni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)
f(x)= a-x2 +b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom
b
0 2-a
Vrijednost ekstrema iznosi:
- 4-a-c—b2
"0 4-a
Broj x¢ je nultocka kvadratne funkcije f ako vrijedi
f(xo)z() = a~x02 +b~x0 +c=0.
Kvadratna funkcija
f(x):a-,\*Z +b-x+c,
ima dvije nultocke X, i X,. Tada za apscisu x, tocke u kojoj funkcija ima ekstrem vrijedi
X +x
172
Xy =——=
0 2
Ordinata tjemena iznosi
Yo = f(xo) = Yy=a x02 +D" X e

Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 & a=011%=0ili a=b=0.

l.inacica
Budu¢i da su zadane obje nultocke x; = — 1.i'x, = 2 kvadratne funkcije, lako se izracuna apscisa xg
tjemena.
x,=—1, x,=2
! 2 142 B
. :x1+x2 :>.x0— 2 :XO—E
07 2

Tocke x; 1 x, su nultocke funkcije pa vrijedi

fly)=0 . r(x)=o0.

Za tocku X, vrijednost funkcije je

f (%) =3.

Postavimo sustav od tri jednadZzbe sa tri nepoznanice.
2
X =1 = a-(—l) +b~(—1)+c=0

x2=2 = a~22+b~2+c=0

1 2 1
= a|—| +b-—+c=3.

Rijesimo sustav jednadzbi.



2
a-(—l) +b'(_1)+C=O a-b+c=0 a-b+c=0
a-22+b-2+c=0 = 4.a+2:b+c=0 } = 4-a+2-b+c=0 =
2 1 1 1 1
1 1 Za4—- = Za+—- =3/
a_(_j thmte=3 1 a+2 b+c=3 p a+2 b+c=3/-4
a-b+c=0 c=b-a
metoda
= 4.a+2-b+c=0 = 4.a+2-b+c=0 ; = { L } =
supstitucije
a+2-b+4.-c=12 a+2-b+4.-c=12

4-a+2-b+b-a=0 4-a+2-b+b-a=0 3-a+3:b=0
= = =
a+2-b+4-(b—a)=12 a+2-b+4-b-4-a=12 -3-a+6-b=12

{metoda suprotnih}

12 4
o = 9.h=12 = 9-b=12/:9 = b=— = b=—.
koeficijenata 9

3

Racunamo koeficijent a.

3-a+3-b=0 4 4
b 4 = 3~a+3~§=O = 3.a+3-—=0 =2 3.4+4=0 = 3.a=-4 =
=3 g
4
= 3.a=-4/:3 = a=—§.
Racunamo koeficijent c.
c=b-a
4 4 ¢ = 4 = 4+ = 8
c=——| —— c=—+— c=—
a=——, = — 3 3 3
3 3
Polinom glasi
2
f(x)—a-x +b-x+c _ f(x)__i,x2+i_x+§
P S 3 3003
3 3 3
2.inacica
Budu¢i da su zadane obje nultocke x; =— 1 i x, = 2 kvadratne funkcije vrijedi

n=-1= a~(—1)2+b-(—1)+c=0 = a-b+c=0

Xy =2 = a-22+b-2+c=0 = 4-a+2-b+c=0.
Vrijednost ekstrema kvadratne funkcije iznosi 3 pa slijedi

2 2
4-q-c— 4.-qg-c—
dacth 329D 34 = dac-bl=12a
4-a 4-a

Rijesimo sustav jednadzbi.
a-b+c=0 c=b-a

4-a+2-b+c=0 = 4.a+2-b+c=0 = [ )

=
4-a-(b—a)-b"=12-a

metoda 4-a+2-b+b-a=0
=
supstitucije

4-a-c—b2=12-a 4-a-c—b2=12-a



3-a+3-b=0 3-a+3-b=0/:3
= = =
2 -a 2 —12-a=0

4-a-b-4-a —b2

4-a-b—-4-a -
a+b=0 metoda
: 2 2 2 : . .. :
4ea-b-4a’-b>-12.a=0 4a b—4-a“—=b"-12-a=0 supstitucije
2 2
= 4-a-(-a)-4 ) 12420 = —4-a%—4-a’—a’-12.a=0 =

:>—9-a2—12a 0= 9.42-12.a= 0/(,):3-a2+4-a=0:>

a=0 a1:O nema smisla 4
= a-(3-a+4)=0 = = = 3a=-4/:3 > a=——.
3-a+4=0 3.a=—-4 3

Racunamo koeficijent b.

a=—— 3 3
3
Racunamo koeficijent ¢
c=b-a
A W 4 ( 4}3 4.4 8
c= —— c=—+— c=—
a , b=— 3 3 3
3
Polinom glasi
f(x)=a-x"+b-x+c AR 4 2+4 +8
X)=——'x 4+—-x+—.
a=—i b=i c=§ 3 3 3

37 37
Vjezba 062
Ako su — 2 i 2 nultocke polinoma drugog stupnja, a najmanja vrijednost polinoma iznosi — 4,
odredi taj polinom.
2

Rezultat: f (x) =x -4
Zadatak 063 (Matea, gimnazija)

Odredi jednadZbu parabole koja dira os apscisa u toci s apscisom 3, a prolazi tockom (5, 12).
Rjesenje 063

Ponovimo!
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik

f(x)za‘xz +b-x+c,

gdje su a #0, b i ¢ realni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

. 2
f(x)=a-x"+b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom

Vrijednost ekstrema iznosi:



Broj x, je nultocka kvadratne funkcije f ako vrijedi
f(xo)zo = a~x02 +b~x0 +c=0.

Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 & a=01li b=01ili a=b=0.

(a—b)2 =a 2 —2-a-b+b 2
Graf kvadratne funkcije
) 2
f (/x) =a~(x—x0)
je parabola
2

¢ije je tjeme (toCka u kojoj funkcija poprima najmanju ili najveéu vrijednost) tocka

T(xo, 0).
Graf kvadratne funkcije
f(x)zwxz +b-x+c,
je parabola
y:a-x2 +b-x+c.
Parabola
y:a-x2 +b-x+cC

simetricna je s obzirom na os koja je paralelna s osi yi prolazi njezinim tjemenom T. Os koja prolazi
tjemenom parabole paralelno s y osi zove se os simetrije parabole. JednadZba osi (pravca) glasi:
X=X
0 ~ b
xX=——.
X = —L 2 )
Q 2-a
l.inacica
Budu¢i da parabola dira os apscisa u tocki s apscisom 3, ta tocka je njezino tjeme i vrijedi
T(xo, yo) =T(3, 0).

Parabola prolazi i tockom A(5, 12) pa je
T(xy.0)=T(3.0)

Alx, y)=A(512) p = 12=a-(5—3)2 = 12242 = 12240 = 4a=12 =
2

(o)

= 4.a=12/:3 = a=3.
JednadZba traZene parabole glasi:
a=3 ., T(x,.0)=7(3,0) ) ,

P = y=3(x-3)" = y=3-(x —6-x+9) =
=afos)

=y =3-x2—18-x+27.
2.inacica
Budu¢i da parabola dira os apscisa u tocki s apscisom 3, ta tocka je njezino tjeme i vrijedi:



T\x,, y =T(3, O)

(x0- %) 3___b _b 5 ~———=3/-(-2-q)

b 2-a 2-a 2-a
Xy =——— = = = =
0 2.4 2 2 2
4-a-c-b 4-a-c-b 4-a-c-b
, g bac @b e —0/4a

_4.a.c_b 4'(,1 4'(,1 4 a

U 4-a

Parabola prolazi i tockom A(S5, 12) pa je

A(x, y)=A(5,12) ’
5 = 12=a-5"+b-5+¢c = 12=25-a+5-b+c = 25-a+5-b+c=12.
y=a-x +b-x+c

Rijesimo sustav od tri jednadZbe sa tri nepoznanice.

b=-6-a
2
4-a-c—-b" =0 = { =

metoda } 4-a-c—(—6-a)2 =0
=
25-a+5-b+c=12

supstitucije 25-a+5-(=6-a)+c=12

4-a-c—36-a2=0 4-a-c—36-a2=0 4-a-c—36-a2=0/:4
= = = =
25-a-30-a+c=12 —5-a+c=12 c=12+5-a

2

-c=9- = metoda

= @¢ 9-a 0}: { ' } :>a-(12+5.a)_9.azz():>12.614_5.612_9,612:0:>
c=12+5-a supstitucije

— 12-a-4-a2=0 = 12.a=44>=0/4 = 3a-a’=0 = a(3-a)=0 =

a=0 a = 0 nema smisla
-

= = —a=-3/(-1) = a=3.
3—a=0 —a=-3
Racunamo koeficijente b i c.
b=-6-a
b=-63 b=-18
c=12+5a ; = = .
3 c=12+5-3 c=27
a=

JednadZba trazene parabole glasi:

a=3,b=-18, c=27 )
) = y=3-x —-18-x+27.
y=a-x +b-x+c
3.inacica
Budu¢i da parabola dira os apscisa u tocki s apscisom 3, ta tocka je njezino tjeme pa je
T(xy- v9)=T(3.0) , ,
b = 3=—— = —=3= -—=3/(-24a) = b=—6-a
X = 2-a 2-a 2-a
0 2-a

Prema uvjetu zadatka na paraboli leZe dvije tocke T(3, 0) i A(5, 12) pa vrijede jednadzbe:



T(x, y)=T(3,0) ’
2 = 0=a-3"+b-3+¢c = 0=9-a+3-b+¢c = 9-a+3-b+c=0.
y=a-x +b-x+c

Ax, y)=A(5.12) ’
> = 12=a-5"+b-5+c = 12=25-a+5-b+c = 25-a+5-b+c=12.
y=a-x +b-x+c

Rijesimo sustav od tri jednadZbe sa tri nepoznanice.

b=-6-a
metoda 9-a+3-(—6-a)+c=0
9-a+3-b+c=0 = R =

supstitucije 25-a+5-(—6-a)+c=12
25-a+5-b+c=12

9-a-18-a+c=0 -9-a+c=0 c=9-a metoda
= = = = =
25-a-30-a+c=12 -5-a+c=12 —5-a+c=12 supstitucije

c=9-a metoda
= = = -5a+9a=12 = 4-a=12 = 4-a=12/:4 = a=3.
—5-a+c=12 supstitucije

Racunamo koeficijente b i c.
b=-6-a
b:—6-3} b=-18 }
c=9-a = = .

a=3
JednadZba trazene parabole glasi:

a=3,b=—18,c=27} )
) = y=3-x"-18-x+27.
y=a-x +b-x+c
4.inadica
Budu¢i da parabola dira os apscisa u tocki's apscisom 3, ta tocka je njezino tjeme T(3, 0). Pravac x = 3
je os simetrije parabole pa je tocki A(5,.12) parabole simetri¢na tocka B(1, 12).
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‘ “i““““‘é““““‘ :‘3““““1““““ é i
Budu¢i da tri tocke B(1, 12), T(3, 0) i A(5, 12) pripadaju paraboli, vrijede jednadzbe:

B(x, y)=B(1,12) ’
2 = 12=a-1"4+b-14+¢c = 12=a+b+c = a+b+c=12.
y=a-x +b-x+c

T(x, y)=T(3, O) )
2 = 0=a-3"+b-34+c = 0=9-a+3-b+¢c = 9-a+3-b+c=0.
y=a-x +b-x+c



Alx, y)=A(5,12) ’
5 = 12=a-5"+b-5+c = 12=25-a+5-b+c = 25-a+5-b+c=12.
y=a-x +b-x+c

Rijesimo sustav od tri jednadZbe sa tri nepoznanice.

a+b+c=12 c=12—a-b

metoda 9-a+3-b+12—a-b=0
9-a+3-b+c=0 = 9.a+3-b+c=0 = =

supstitucije 25-a+5-b+12—a-b=12
25-a+5-b+c=12 25-a+5-b+c=12

=
24-a+4-b=12-12 24.-a+4-b=0 koeficijenata

8-a+2-b=-12 } 8'a+2'b=—12} {metoda suprotnih}
= = =
8-a+2-b=-12/:(-2)

24.-a+4-b=0/:4 6-a+b=0

—4.a-b=6
= = 2-a=6 = 2-a=6/:2 = a=3.
Racunamo koeficijent b.
8-a+2-b=-12
3 } = 83+2:b=-12 = 2442-b=-12 = 2:b=-12-24 = 2:b=-36 =
a=

= 2:b=-36/:2 = b=-18.
Racunamo koeficijent c.
c=12—-a-b
a=3, b=-18
JednadZba trazene parabole glasi:

a=3,b=-18, c=27

} = ¢=12-3-(-18) = ¢=12-3+18 = c=27.

) = y=3-x2—18-x+27.
y=a-x +b-x+c

Vjezba 063

Odredi jednadZbu parabole koja dira os apscisa u toci s apscisom 3, a prolazi tockom (0, 27).

Rezultat: y =3~x2—18-x+27.

Zadatak 064 (Boris, gimnazija)

Za svaki realni broj m, m # 0, jednadZbom y = m - x* + X + m, odredena je neka parabola.
a) Za koji m se dobije parabola s tjemenom na osi apscisa?
b) Za koji m se dobije parabola kojoj je pravac 2 - x — 1 = 0 os simetrije?
Rjesenje 064

Ponovimo!
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik

f(x)= a-x2 +b-x+c,

gdje su a# 0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

f(x):a-x2 +b-x+c,

ima ekstrem u tocki s apscisom

Vrijednost ekstrema iznosi:



- 4-a-c—b2
-0 4-a ’
Broj x¢ je nultocka kvadratne funkcije f ako vrijedi
f(xo):() = a-xo2 +b~x0 +c=0.
Graf kvadratne funkcije
f(x)= a-x2 +b-x+c,
je parabola
2
y=a-x"+b-x+c.
Parabola
2
y=a-x"+b-x+c

simetri¢na je s obzirom na os koja je paralelna s osi y i prolazi njezinim tjemenom T. Os koja prolazi
tjemenom parabole paralelno s y osi zove se os simetrije parabole. JednadZba osi (pravca) glasi:

X=X
0 1 b
= X=——

X :_bJ 2-a
0 2-a

Diskriminanta kvadratne jednadzbe « - x 2 +b-x+c=0 jebroj D=b 2 4.-a-c.
e Ako je D > 0, jednadZzba ima dva realna rjeSenja (korijena).
¢ Ako je D =0, jednadzba ima jedno dvostruko realno rjesenje (korijen).
e Ako je D <0, jednadZba ima kompleksno-konjugirana rjeSenja (korijene).

1 NI n+m
a =a , d\kay =a .
Parametar

Vladimir Ani¢, Ivo Goldstein, Rjecnik stranih rije¢i, Novi Liber, Zagreb, 2002.

Velicina, obi¢no realna varijabla, Cije vrijednosti sluZe za razlikovanje elemenata nekog skupa tocaka
funkcija, jednadzbi ili drugih matematickih objekata.

Bratoljub Klai¢, Rjecnik stranih rijeci, Nakladni zavod MH, Zagreb, 1983.

Velicina o kojoj ovisi funkcija ili oblik krivulje.

a) Racunamo za koji m se dobije parabola s tjemenom na osi apscisa.

l.inacica
Budu¢i da tjeme parabole lezi na osi apscisa (osi X), njegova je ordinata jednaka nuli.
7 (%9 %) =7 (%9 ) 2
4-a-c-b
2 ——=0.
4-a-c—b 4-q
Yo=——
0 4-a
Racunamo vrijednost parametra m.
y=m x2+x+m
= 2 2 2
4-m-m—1 4. -1 4. -1
a=m,b=1,c=m =" 00 0" T _0/4m >
4-m 4-m 4-m
4-a-c—b2
2T 0
4-a
1
S 4mPo1=0 = dmP=1= dm’=1/4> mz=Z = m2=4/f =

10



2.inacica
Budu¢i da tjeme parabole leZi na osi apscisa (osi X), pripadna kvadratna jednadZba ima jedno
dvostruko realno rjeSenje (korijen) pa je njezina diskriminanta jednaka nuli.

2
y=m-x +x+m

a=m , b=1,c=m :>12—4-m-m=0:>1—4-m2=0:>—4-m2=—1:>
b2—4~a-c=0
2 2 1 2 1, \/T 1
= 4dm =-1/:(-4)>m"=—=>m ==/ = =+ [— = —

b) Racunamo za koji m se dobije parabola kojoj je pravac 2 - x — 1 = 0 os simetrije.
Parabola
y=m-x 2 +x+m

simetri¢na je s obzirom na os koja je paralelna s osi y i prolazi njezinim tjemenom T. Os koja prolazi
tjemenom parabole paralelno s y osi zove se os simetrije parabole i njezina jednadzba je

b
xX=——
2-a
2 1
y=m-x_ +x+m == —-—.
2-m
a=m , b=1, c=m

JednadZba pravca koji je os simetrije zadane parabole glasi:
1
2. x=-1=0 22:x=1 > 2.-x=1/:2 = xzz.

Vrijednost parametra m iznosi:
1

xX=——
2-m {metoda }
=

1 1
= ——=—/-(—2-m) = 1l=—m = m=-1.
komparacije 2

2-m
x=—
2
Vjezba 064
Za svaki realni broj m, m # 0, jednadZbom y = x> + X + m, odredena je neka parabola. Za koji
m se dobije parabola s tjemenom na osi apscisa?

1
Rezultat: —.
4

Zadatak 065 (Tea, gimnazija)
Funkcija f(x) = — x* + 4 - X ima tjeme u to&ki:
A. (2,2) B.(2,4) C.(-2,2) D.(-2,4

Rjesenje 065
Ponovimo!
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.

a-b=0 < a=01li b=01ili a=b=0.
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik

11



f(x)za-xZ +b-x+c,
gdje su a # 0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

f(x)za-xz +b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom
b
0 2-a
Vrijednost ekstrema iznosi:
- 4-a~c—l72
-0 4-q '
Broj x¢ je nultocka kvadratne funkcije f ako vrijedi
f(xo):() = a-xoz +b~x0 +c=0.
Graf kvadratne funkcije
f(x)za-xZ +b-x+c,
je parabola
2
y=a-x"+b-x+c.
Koordinate tjemena T(x, yo) mogu se izraCunati i na sljede¢i nacin:
® apscisa X( tjemena je
X0k,

xo—z,

gdje su x; 1 X, nultoc¢ke kvadratne funkcije
f(x):anx'z +b-x+c
e ordinata y, tjemena je
Yo = f(xo) = Y :a~x02 +b-x0 +c.
l.inacica
Apscisa tjemena parabole iznosi:
f(x)=—x2+4-x

a=-1,b=4,c=0; = X =~

b

XA =
0 2-a

U toj tocki funkcija ima vrijednost:

x0=2

f(x0)=—x02+4-x0

Koordinate su tjemena (2, 4).
Odgovor je pod B.

= f(2):—22+4~2 = f(2)=-4+8 = f(2)=4.

2.inacica
Najprije odredimo nultocke funkcije.

2 x:O x=0
-x +4-x=0 = x-(—x+4)=0 = 0 = =

12



x=0 M=
= .
—x=-4/ (1) Xy =4
Apscisa tjemena parabole iznosi:

x, =0, x, =4
! 2 0+4
x1+_x2 :>x0=T:>x0=2
x =
0 o

U toj tocki funkcija ima vrijednost:

x0=2

f(x0)=—x02+4-x0 - f(2)

Koordinate su tjemena (2, 4).
Odgovor je pod B.

Vjezba 065

22142 = f£(2)

Funkcija f(x) = — x> + 8 - x ima tjeme u tocki:

A. 4,8) B. 4, 32) C.(4,16) D. 4, 4)
Rezultat: C.

Zadatak 066 (Mimi, medicinska Skola)

Luk na slici ima jednadzbu y

0.3-x 7 +1.8-x, gdjejey udaljenost tocke na luku od
X — osi izraZena u metrima. Kolika je maksimalna visina.luka?

A
y
1
0 1 X 4
A. 1.7 m B.23m C.27m D.33m
Rjesenje 066
Ponovimo!

Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.

a-b=0 < a=01ili b=0ili a=b=0.
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik

f(x)za-xz +b-x+c,
gdje su a # 0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

f(x)za-xz +b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom
b
X9 = s
Vrijednost ekstrema iznosi:

13
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- 4-a-c—b2
- 0 4 -a ’
Broj x¢ je nultocka kvadratne funkcije f ako vrijedi
f(xo):() = a-xoz +b~x0 +c=0.
Graf kvadratne funkcije
f(x)za-xZ +b-x+c,
je parabola
2
y=a-x"+b-x+c.
Koordinate tjemena T(xo, yo) mogu se izracunati i na sljede¢i nacin:

® apscisa X, tjemena je

gdje su x; 1 X, nultoc¢ke kvadratne funkcije
f(x)=a~x2 +b-x+c
¢ ordinata y, tjemena je
Yo = f(xo) = Y :a~x02 +b-x0 +c.
l.inacica

f(x)=a-x2+b-x+c

2 2
2 4-a-€5'b 4-(-03)-0-1.8
x)=-03-x"+18-x = |y, = = =
/() 70 ¥.d Y0 4-(-0.3)
a=-03,b=18, c=0
0-3.24
= = =27
070 Y0

Odgovor je pod C.

2.inacica

Najprije odredimo nultocke kvadratne funkcije.
03 x2+18x=0 = —0.3~x2+1.8~x=0/-(—1()) = 3.2 18:x=0 =
— 322 18x=0/:3 = x2—6-x=0 = x(x-6)=0 =
x=0 x =0
— 32218 x=0/:3 = x> —6:x=0 = x-(x-6)=0 = }: ! }

Apscisa tjemena parabole iznosi:

x =0, x,=6

! 2 0+6 .
. =x1+_x2 3XO—T:.XO— B
0 2

Maksimalna visina luka y, ima vrijednost:
Xo = 3

=y =—0.3-32+1.8-3 = y,=-039+18-3 =
2 0 0
y0=—0.3-x0 +1.8-xO

14



= Yo = -27+54 = Yo = 2.7.
Odgovor je pod C.
Vjezba 066
Luk na slici ima jednadzbu y =—-0.6-x 2 +3.6- x, gdje je y udaljenost tocke na luku od
X — osi izrazena u metrima. Kolika je maksimalna visina luka?

A

y

\ 4

A.34m B.46 m C.54m D.6.6m
Rezultat: C.

Zadatak 067 (Vesna, gimnazija)

Za x = 4 funkcija f(x) = x> + b - X + ¢ postiZe najmanju vrijednost jednaku — 9. Koliki je c?
Rjesenje 067

Ponovimo!

n n
(a+b)2:a2+2-a~b+b2 s (—a—b)zz(a+b)2 s [Z] :L.

2
a 2 —2~a~b+b2 z(a—b)
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 &a=01ili b=0ili a=b=0.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a~c:a~(b+c).
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x):a~x2 +b-x+c,
gdje su a # 0, b i ¢ realni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)
f(x)zwxz +b-x+c,

ima ekstrem u tocki s apscisom

Vrijednost ekstrema iznosi:

. _4~a~c—l72
-0 4-q '
Za x = 4 funkcija f(x) = x> + b * x + ¢ ima vrijednost jednaku — 9 pa vrijedi:
F(4)=4+4b+c metoda 2
= | > 47 +4b+c=-9 = 16+4-b+c=-9 =
f (4) =_9 komparacije

= 4-b+c=-9-16 = 4-b+c=-25. (1)

15



Odredimo koeficijente kvadratne funkcije.
a=1

f(x)=x2+4-b+c = b=b
c=cC

Buduéi da za x, = 4 funkcija f(x) = x* + b * X + ¢ postiZe najmanju vrijednost jednaku y, = — 9, slijedi:

b b b
Xy =——— , X, =4 —— =4 ——=4
0" 2.4°70 2.1 2
= = =
_4-a-c—b2 __9 4-1-c—b2__9 4 c—b2__9
Y0 4a 70 41 4
—o =41 (=2) b=-8 (2)
= =
2 2
4.c— —pT ==
c=b”_ o, 4-c—b 36 (3)
1.inadica

1z sustava jednadZzbi (1) i (2) dobije se c.

4-b+c=-25 metoda
= = 4-(-8)+c=-25 = —32+c=-25 = ¢c=-25+32 = c=7.

b=-8 supstitucije
2.inacica
1z sustava jednadZzbi (1) i (3) dobije se c.
4-b+c=-25 4.-hb=-25—¢ 4halos_c/ 4 b=—25—c
2 = 2 =, > = 4 -
4-c-b"=-36 4.c=b"=-36 A.c—b”=-36 4c_b?=_36

metoda =25—¢ 2 (_25_C)2
- > 4o\ — =-36 = 4 c-——52-=-36 =

supstitucije 4
2 2 2
25+¢ 25+50-c+ 25+50-c+
N 4.6_( ) —_36 = 4.0_655%:_36 N 4.6_655%:_36,.16 N

16
= 64~c—(625+50~c+62)=—576 = 64~c—625—50~c—c2=—576 =

o 64-c—625-50-c—c > 4576=0 = —c > +14-c—49=0 = —c > +14-c—49=0 /- (-1) =

= 2 14c449=0 = (c—7)2=O = (c—7)2=0/\[ = c-7=0= c=7.

3.inadica
1z sustava jednadZzbi (2) i (3) dobije se c.
b=-8 metoda 2
) = | > 4c—(-8)"=-36 = 4.c-64=-36 =
4.c—b" =-36 supstitucije

= 4.c=-36+64 = 4-¢c=28 = 4-¢c=28/:4 = c=1.

Vjezba 067
Za x = 4 funkcija f(x) = x> + b * X + ¢ postiZe najmanju vrijednost jednaku — 9. Koliki je b?

Rezultat: - 8.
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Zadatak 068 (Franjo, srednja Skola)
Temperatura T (u °C) u stakleniku t sati nakon pocetka sumraka dana je formulom

1
T(t)=Z~t2—5-t+3O , 0<t<12. Uzima se da sumrak pocinje u 19 h.

a) Kolika je temperatura bilau 21 h?
b) U koliko je sati temperatura bila minimalna?
¢) Koliko je iznosila minimalna temperatura u stakleniku?
Rjesenje 068
Ponovimo!

a-c

<
d b

._
S|
S

SRS AN
SR
Y

Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x)= a~x2 +b-x+c,
gdje su a#0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b

linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

: 2
f(x)=a-x"+b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom

Vrijednost ekstrema iznosi:

Vrste ekstrema:

¢ minimum ako je a >0
e maksimum ako je a < 0.

a) Racunamo temperaturu u 21 h. Budu¢i da sumrak pocinje u 19 h, od pocetka sumraka do 21 h
prosla su 2 h.
t=21h-19h = t=2h.

~t2—5-t+30 metoda 1 2
= = T(2)=Z-2 -5-2+30 =

supstitucije

1

t
= T(2):i~4—10+30 = T(2):4~ -10+30 = T(2)=

~-10+30 = 7(2)=1-10+30 =

>—~|.l;

1
4
= 1(2)=21 = 7(2)=21cC.

b) Racunamo u koliko je sati temperatura bila minimalna.
Bududi da je
1
7(1) =% 50430
4
kvadratna funkcija (varijabla je t), a vode¢i je koeficijent pozitivan
1
a=— = a>0,
4

funkcija ima minimum. Temperatura je bila minimalna u 10 h.

17



1
T(t)=Z~t2—5~t+3O s B 3
__ v __ __1 =1
:[to— ~a}:t0_ 13t0—21:t0—2:
=—  bh=-5,¢=30 2.~ i fd
Ty ’ 4 14 4
= tO:IO = tO:IO h.
¢) Racunamo minimalnu temperaturu u stakleniku.
l.inacica
1 2
T(t)=—1t"-51+30 2 4.1.30_(_5)2 41
4 4-a-c—b 4 1 4
> |l =——|=>T,= =T, =
L h==5, e=% b " 4t vooal
Ty T 0T 4 14
.1 30-25
14 _1-30-25 _30-25 5 3 <0
= Ty= 11 To—ijo— " :TO_T:TO_SDTO_S C.
1 4
2.inacica
T(t)=—-t2—5-t+30 ) 1
= T(10)==10"-5-10+30"= T(10)=—-100-50+30 =
=1, =10 4 4
0
1 100 100
= T(10)=Z-T—50+30 = T(10)=T—50+30 = T(10)=25-50+30 =
T(10)=5"= 7(10)=5 %C.
8
?
Vjezba 068
Temperatura T (u °C) u stakleniku t sati nakon pocetka sumraka dana je formulom

1
T(t)=Z-t2—5-t+30 , 0<t<12. Uzima se da sumrak poc¢inje u 19 h.

Kolika je temperatura bila u 20 h?
Rezultat: 25.25 °C.

Zadatak 069 (Mario, srednja Skola)

1
Za koji realni parametar b polinom f (x) = —5 X 2 + b - x+5 poprima najvecu vrijednost 13?

A. *1 B. 2 C. %3 D. +4
Rjesenje 069
Ponovimo!
n a c a-c
n=— , ——= .
1 b d b-d

Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
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f(x):a~x2+b~x+c,

gdje su a # 0, b i ¢ realni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

. 2
f(x)=a-x"+b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom

Vrijednost ekstrema iznosi:

Vrste ekstrema:
¢ minimum ako je a >0
¢ maksimum ako je a <0.

f(x)za-x2+b~x+c r | ]

a=——<0 1 2

f(x)=—l-x2+b-x+5 2 4(— )S—b
2 = | vrijednost maksimuma | = 13=
a=——,b=b,c=5

—_
o

Q

a

|

Nl

\]
N

|

N | =
~

)
13

= 1B3=—= S 3=—— =/ O 13=== 7 s 3=—=- " -
4.(_1) 4.(_1J 2.(_1) )
172 1\ 1
2 2
- 13:% - 13:%/-(—2) = 26=-10-b% = b2 =—10+26 =
= p2=16 = b2=16/" = b=t.16 = b=+4.
Odgovor je pod D.
Vjezba 069

1
Za koji realni parametar b polinom f (x) = E x 2 +b - x+ 5poprima najmanju vrijednost — 13?

A t4 B. %5 C.t6 D. t7
Rezultat: C.

Zadatak 070 (Ivan, srednja Skola)

Tjeme parabole y = 2 * x — X’ je todka:

A. (0, 2) B.(2,-1) C.(1,1) D.(-1,2)

Rjesenje 070

Ponovimo!
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik

f(x):a~x2 +b-x+c,

gdje su a#0, b i crealni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
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Graf kvadratne funkcije f (x) =a-x 2 +b-x+c je parabola koju dobivamo translacijom parabole

y=a-x 2, tako da joj tjeme bude u tocki T(xo, yo), pri Cemu je

. __ b . _4-a-c'—b2
0 2. > 70 4-a
Odredimo koeficijente jednadzbe parabole.
2 a=-1
2 2 y=a-x +b-x+c
y=2-x—-x = y=—x +2-x = = b=2
y=—x +2-x -0
Koordinate tjemena T(x, yo) iznose:
a=-1,b=2,c=0 5
* = Xn =— = Xf=—— = X~ =1.
xoz—i 07 2.(-1) 0" 0
2-a
a=-1,b=2,c=0 )
5 _4(-1)-0-2 _0-4 -4 B
) 4-a-c-b ST 0y T Ty T T T st
Yo = 4-(-1) 4 4
0
4.-a
Tjeme parabole je tocka:
T(xg. o) =T (1. 1):
Odgovor je pod C.
Vjezba 070
Tjeme parabole y = 2 * x + x” je tocka:
A (-2,0) B.(-2,1) C.(-11) D.(-1,-1)

Rezultat: D.

Zadatak 071 (Antonio, srednja Skola)

Ovisnost brzine kocenja automobila i zaustavnog puta dana je formulom

f (x) =0.004- x 2 +0.3-x pri ¢emu je x brzina ko¢enja automobila u m/s, a f(x) zaustavni put u
metrima. Ako je automobil i§ao 72 km/h, koliko mu je trebalo da se zaustavi?
Rjesenje 071
Ponovimo!
1 km=1000m , 1h=3600 s.

Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x)za-xZ +b-x+c,

gdje su a#0, b i crealni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Mjernu jedinicu brzine km/h moramo pretvoriti u m/s.
w=72 M o 1000m oy,
h 3600 s s

Sada raCunamo zaustavni put automobila.

—_ . 2 .
f(x)=0.004-x"+03 x} = £(20)=0.004-20%+03-20 = f(20)=7.6.
x=20

Automobil je trebao 7.6 m da se zaustavi.
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Vjezba 071
Ovisnost brzine ko€enja automobila i zaustavnog puta dana je formulom
f (x) =0.004- x 2 +0.3-x pri ¢emu je x brzina ko¢enja automobila u m/s, a f(x) zaustavni put u
metrima. Ako je automobil iSao 36 km/h, koliko mu je trebalo da se zaustavi?
Rezultat: 3.4 m.

Zadatak 072 (Ivona, srednja Skola)

Zadana je funkcija f (x) =x 2 +2-x—3. IzraCunajte koordinate tjemena grafa zadane
funkcije.
Rjesenje 072

Ponovimo!

(x+ )7)2 =x2 +2~x~y+y2
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x)zwxz +b-x+c,

gdje su a#0, b i crealni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b

linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

f(x)zwxz +b-x+c,

ima ekstrem u tocki s apscisom

Vrijednost ekstrema iznosi:

Graf kvadratne funkcije
2

f(x) = a~(x—x0) +Y

parabola je
2

y=a '(,\”—XO) + )’O

s tiemenom u to&ki T(xo, yo) dobivena translacijom parabole y = a - x*. U to¢ki x, funkcija f poprima
najmanju vrijednost y, ako je a > 0, a najvecu vrijednost y, ako je a < 0.

Primjeri:
. f(x)=a~(x—3)2+5 = f(x)=a (x—3)2+5 = T(3,5)
o F(0)=a-(x-3)2 -5 > f(x)=a-(x-3)7 +(-5) = T(3 -5)
o f)=a(x43)245 = f(x)=a-(x—(-3))7 45 = T(-3.5)
. f(x)=a-(x+3)2—5 = f(x)=a (x—(—3))2+(—5) = T(-3,-5)
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f(x) =a . (x- %)%+
T~

APSCISA ORDINATA
TJEMENA TJEMENA

T~
T(xo, Yo)

Nultocka grafa je tocka u kojoj graf sijece os apscisa (y = 0). Vrijednost x za koju je f(x) = 0 zove se
nuliSte funkcije. NajceSce se za oba pojma rabi izraz nultocka.
Broj x¢ je nultocka kvadratne funkcije f ako vrijedi

f(xo):() = a-xOZ +b~x0 +c=0.
Kvadratna funkcija
f(x)za-xz +b-x+c,
ima dvije nultocke x; i x,. Tada za apscisu x, tocke u kojoj funkcija ima ekstrem vrijedi
X +x
172
Xy =——=
0 2

Ordinata tjemena iznosi

Yo = f(xo) = za-xoz +b-x0 +c.

1.inacica
b 2
f(x)=x2+2-x—3 Z=2 XO__TU xo__i
= b= = = =
F(x)=a-x2+b x+e o3 ; :4-a-c—172 _ 4l (-3)-22
0 4-a Y0 4.1
X = 2 X = %
0 fz 47 : f6 - xo— 1}:‘ T(xg. 39) =T (-1 4).
_ e __9 Yo =—4
Yo = 1 Yo = 4
2.inacica

Nadopunjavanjem trinoma na potpuni kvadrat zadanu funkciju transformiramo u sljedeci oblik:

f(x)=x2+2-x—3 = f(x)=x2+2-x+l—l—3 = f(x)=(x2+2-x+1)—1—3 N

= f(x)z(x2+2~x+1)—4 = f(x)=(x+1)7 -4 = f(x)z(x—(—l))2+(—4).

Koordinate tjemena su:

2
P == e (9) | xp=m
5 = = T(xg. y9) =T (-1 —4).
yo=—4
f(x)=a-(x—x0) + 0
3.inacica
Odredimo nultocke zadane funkcije.
Fle)=xa2x=3 2 ) gig o X ¥2x3=0 =
f(x)=0 a=1,b=2,c=-3
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a=1,b=2,c=-3
9 9 2

—244/27-4.1-(=3) —2+.,/4+12
= bt b —4-a-c |~ M2~

2 = XHyE— =
.= 21 1.2 2
12 2-a
_—2+4 2
~2+/16 —2+4 1T, 173 * =1
D X yE T D Ny E—— = = = .
’ 2 ’ 2 _—2-4 _ 6 Xy ==3
2T T
Racunamo apscisu x, tjemena zadane funkcije.
x, =1, xo4=-3
1 2 _1+(-3) 1-3 2 _
xo:x1+x2 3)(0— ) :xo_T:xo__ijO__
2

Racunamo ordinatu y, tjemena te funkcije.

2
= 2-x=3
f(X) e f(x)=x2+2-x—3
-1 =

2
yozf(_l) = y0=(—1) +2:(-1)-3 =

Xp =
v =1 )
= Y =1-2-3 = Yo =~4.
Koordinate tjemena glase:
T(xg. o) =T (54 —4).
Vjezba 072
Zadana je funkcija f (x) =X 2 + 2 x—2, Izracunajte koordinate tjemena grafa zadane
funkcije.

Rezultat: T(—l, —2).

Zadatak 073 (Anita, srednja Skola)

Visina na kojoj se nalazi projektil t sekundi nakon ispaljivanja dana je formulom
h (t) =-2. (t -1 1) +310 (h je izrazeno u metrima). Koliko ¢e sekundi projektil biti na visini iznad
182 m?

A 4ds B. 10 s C.16 s D.22 s

Rjesenje 073

Ponovimo!

\laz =a , a=0.
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x)za-xz +b-x+c,

gdje su a# 0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b

linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Graf kvadratne funkcije

f(x)za-xZ +b-x+c,
parabola je

2
y=a-x"+b-x+c.
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Graf kvadratne funkcije f(x) = a - (x — x,)” + y, parabola je s tjemenom u to¢ki T(xo, yo) dobivena
translacijom parabole y = a - x*. U to&ki x, funkcija f(x) = a - (x — Xo)* + yo poprima najveéu vrijednost
yo ako je a < 0, a najmanju vrijednost y, ako je a > 0.

Racunamo vrijeme t za koje je visina projektila jednaka 182 m.

2 2 2

h(t)=182 = —2-(+-11)"+310=182 = —2-(r-11)" =182-310 = -2-(r-11)" =-128 =

= —2-(t—11)2:—128/:(—2) = (t—11)2:64 = (r—11)2=64/f = t-11=1,/64 =

t—11=-8 t=—8+11 Hn=3s
= t—-11=%8 = = = .
t—11=8 r=8+11 t2=19s

Prvi put projektil dosegne visinu 182 m nakon 3 s poslije ispaljivanja. Penje se do maksimalne visine,
a onda pri padu ponovno dode na visinu 182 m nakon 19 s od ispaljivanja. Ukupno vrijeme At za koje
¢e projektil biti na visini iznad 182 m iznosi:

At=t = At=19s5s-3s = Ar=16s.

271

Odgovor je pod C.

h/m

182 Q- -l

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
l
A ti1=3s ta =19 s \ t/s

Visina na kojoj se nalazi projektil t sekundi nakon ispaljivanja dana je formulom

Vjezba 073
h (t) ==2. (1 1 —t) +310 (h je izraZeno u metrima). Koliko ¢e sekundi projektil biti na visini iznad

182 m?
A 4s B.10 s C.16 s D.22 s

Rezultat: C.

Zadatak 074 (Andelka, Katarina, HTT)
Koliki su koeficijenti funkcije prikazane na slici:
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Rjesenje 074
Ponovimo!
2

a =b 2 (a—b)~(a+b).
Funkcija zadana formulom:
f(x)=a~x2+b~x+c ,a,b,ceR , a#0
zove se kvadratna funkcija ili kvadratni polinom. Za broj a kazemo da je vodec¢i koeficijent, b je
linearni, a c slobodni koeficijent kvadratne funkcije. Graf kvadratne funkcije f (x) =a-x 2 +b-x+c
je parabola y=a-x 2 +b-x+c.
Broj x¢ je nultocka funkcije f ako vrijedi
RENE
Realna nultocka funkcije apscisa je tocke u-kojoj graf funkcije sijece (ili dira) x — os. Graficki nultocke
odredujemo tako da nacrtamo parabolu
2
y=a-x +b-x+c

i odredimo tocke na x — osi u kojima parabola sijece (ili dira) x — os. Ako su poznate nultocke x; i X,
kvadratne funkcije, tada se ona moZe faktorizirati

c :a~x2+7~x+c
Fzat e | ().

x| Xy —nultocke funkcije J
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1.inacica
Sa slike vidi se da su nultocke funkcije x; =— 11 x, = 1 pa funkciju moZemo zapisati u obliku

f(X)=a'(x—x1)'(x‘x2)} = f(x)=a-(x=(=1))-(x-1) = f(x)=a-(x+1)-(x-1).

x1=—1 R x2=1

Buduéi da tocka T(0, — 1) pripada grafu funkcije (paraboli), njezine koordinate uvrstit ¢emo u
jednadZbu parabole.
T(x, y)=T1(0, -1
(x5} =T (0.-1) = —1=a-(0+1):(0-1) = -1=a-1:(-1) = ~-l=-a = a=1.
y =a-(x+1)-(x—1)
Funkcija glasi:
a=1

f(x) =a-(x+1)-(x—1)

Koeficijenti a, b i c su:

a=
f(x)za-x +b-x+c
) = b=0
f(x)=x"-1 c=—1
2.inacica
Sa slike vidi se da tocke A, B i T pripadaju paraboli. Njihove koordinate glase:
A(x,y)=A(-1,0) , B(x,y)=B(1,0), T(x, y)=T(0,-1).

Ako uvrstimo koordinate to¢aka u jednadZbu parabole-dobit ¢emo sustav od tri jednadZbe sa tri
nepoznanice a, bic.
A(x, y)=A(-1,0) 5
. 5 = a(-1)"+b(-1)+c=0 = a-b+c=0.
y=a-x +b-x+c
. = a1l " +b1+c=0 = a+b+c=0.

y=a-x2+b~x+c

B(x, y)=B(1,0) } )

T(x, y)=T(O,—1) )
° 2 = a-0"+b-0+c=-1 = 0+0+c=-1 = c=-1.
y=a-x +b-x+c

Rijesimo sustav.

a—-b+c=0

metoda a-b-1=0 a-b=1 metoda suprotnih
a+b+c=0; = = = = =
supstitucije a+b-1=0 a+b=1 koeficijenata

c=-1
= 2-a=2 = 2-a=2/:2 = a=1.
Racunamo b.

a=1
= 1+b=1= b=1-1 = b=0.
a+b=1

Koeficijenti a, b i ¢ su:
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Vjezba 074
Koliki su koeficijenti funkcije prikazane na slici:

a=___
b=___
c=___
A
y
-2 1] 2 x
-2
1
Rezultat: a=— , b=0 , c=-2.

2

Zadatak 075 (Terminator, tehni¢ka Skola)
Odredi nulto¢ke funkcije f(x)=-x 212443,
Rjesenje 075

Ponovimo!
Broj x( nazivamo nultocka funkcije f, ako'je

£(xg)=0.
Funkcija zadana formulom:
f(x)=a~x2+b~x+c ,a,b,ceR , a#0

zove se kvadratna funkcija ili kvadratni polinom. Za broj a kazemo da je vode¢i koeficijent, b je
linearni, a c slobodni koeficijent kvadratne funkcije.
JednadZba oblika

a~x2+b~x+c=()

(a#0, b i crealni brojevi) naziva se kvadratna jednadZba. Svaki broj x (realni ili kompleksni) koji
zadovoljava tu jednadzbu naziva se rjeSenje kvadratne jednadZbe. RjeSenja kvadratne jednadzbe

a~x2+b~x+c:0

su brojevi
—b+\l172—4~a~c —b—\lb2—4~a~c
.Xl: ’X2:
2-a 2-a
ili krace
2
—-bt\ b -4-a-c
X5 = .
1.2 2-a

TraZimo nultocke.
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o x2 4224320 = —x242.x+3=0/. (-1) =

f(x)=0
) a=1,b=-2, c=-3
= 2 0.x-3=0 = ¥ “2¥73=0 = —b+«/b2—4~a~c =
a=1,b=-2,c=-3 X, A = -
12 2-a
2
—(—2)1\/(—2) -4-1-(-3) 2+.[4+12 24416
= X 4= D X D X = ——
_2+4 6
244 17 173 x =3
= X5 = = = =
’ _2-4 2 Xy =—1
xz—T Xy ==

Vjezba 075
Odredi nulto¢ke funkcije f(x)=-x 212 2415,

Rezultat: X = -3, Xy =5.

Zadatak 076 (Terminator, tehni¢ka Skola)

Odredi polinom drugog stupnja f (x)=a-x 2 i berde , ako je zadano f(0) = — 4, f(3) = — 4,
f(— 6) = 14.
Rjesenje 076

Ponovimo!

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an a

—=—,n#0, n#l.
b-n b

Funkcija zadana formulom:

.]“(x)za~x2+b‘x+c ,a,b,ceR , az0

zove se kvadratna funkcija ili kvadratni polinom. Za broj a kazemo da je vodec¢i koeficijent, b je
linearni, a c slobodni koeficijent kvadratne funkcije.

f(0)=_4 x=0, a-02+b-0+c=—4

f(3)=-4 { = [f(x)za‘xz—l-lrx-i-c} = x=3, a3%+b34c=—4 =

f(-6)=14 x=-6, a-(—6)2+b~(—6)+c=14

a-0+b-0+c=-4 c=-4 q 9 3 h—de4
toda a+3-b—-4=-

= 9.a+3-b+c=-4 } = 9-a+3-b+c=-4 ;} = {me(.) 1} = 36a 6.b_d 14}
zamjene d—0-0—4a4=
36-a—6-b+c=14 36-a—6-b+c=14 !

9-a+3~b=—4+4} 9-a+3~b=0} {metodasuprotnih} 9~a+3-b=0/‘2}
=

= = =
36.a—6-b=14+4 36.a—6-b=18 koeficijenata 36-a—-6-b=18
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18-a+6-b=0
=
36-a—-6-b=18

1 1 18 1
= 54-a=18 = 54-a=18/- — = a:—8 => a=— = a=—.
54 54 54 3

Racunamo b.

9-a+3-b=0 ] ,

1 = 9-§+3-b=0 = 9-;+3-b=0 = 343-b=0 = 3-b=-3 =
a=— :

3

= 3-b=-3/:3 = b=-1.
Polinom drugog stupnja glasi:

Vjezba 076

Odredi polinom drugog stupnja f (x)=a-x 2 iboxe , ako je zadano f(0) = 7, f(1) = 10,
f(- 1) =6.

Rezultat: f(x) :x2+2-x+7.

Zadatak 077 (Real, gimnazija)

Totka T(2, 3) je totka maksimuma funkcije f(x)=a-x 2 4 b-x. Odredite vrijednost
koeficijenta a.
Rjesenje 077

Ponovimo!

(a~b)n =a " -b ”.

Polinom drugog stupnja (kvadratna funkeija) ima oblik
¥ (x) :a~x2 +b-x+c,
gdje su a#0, b i crealni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)
f(x)za‘xz +b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom

Xy =———
0 2-a
Vrijednost ekstrema iznosi:
- 4-a-c—b 2
0 4-a '
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
c14(17+c')=a4b+a-c s all7+a-c=a-(l7+c).

Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 < a=01l b=01ili a=b=0.
Odredimo koeficijente zadane funkcije.
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f(x)=a-x2+b-x+c a=a
) = b=b
f(x)=ax"+b-x c=0

Budué¢i da je tocka T(2, 3) tocka maksimuma navedene funkcije, vrijedi:

T(xy, yo|=T(2,3)
(%0- %) b b weal  2e_ b 2o b
b 2-a 2-a 2-a
X0="5 = (= |0=b|= h (= B
2-a 4-a-c—b 0 4.-0-0-b 0-b
2 3= c= 3= 3=
_4-a-c—b 4 4-a 4-q
Y0~ 4-a
YL RS IR i S8
2-a 2-a 2-a b=-4-a metoda
= 217 2 = 2 =2 = supstitucije =
TR DRSS A YA br=-12a o
-a -a -a
2 2 2 2 .
= (-4-a)" =-12-a = 16-a”"=-12a = 16:a” +12:a=0 = 16-a” +12-:a=0/:4 =

a =0 nema smisla

= 4.a°+3:a=0 = a-(4-a+3)=0 =
4-a+3=0

} = 4.a4+3=0=

=>4a=-3 = 4.a=-3/4 > a=—§.
Vjezba 077

Tocka T(2, 3) je tocka maksimuma funkcije f(x)=a-x 2 4 b-x. Odredite vrijednost
koeficijenta b.

Rezultat: 3.

Zadatak 078 (4A, 4B, TUPS)

Koja slika prikazuje kvadratnu funkciju f (x) =a-x 2 +b-x+c, kojoj je diskriminanta
negativna i koeficijent ¢ pozitivan?
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Rjesenje 078
Ponovimo!
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x):a~x2 +b-x+c,
gdje su a # 0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b

linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Graf kvadratne funkcije

f(x):a~x2 +b-x+c,
je parabola
2
y=a-x"+b-x+c.
Diskriminanta kvadratne jednadzbe « - x 2 +b-x+c=0 jebroj D=0 2 4-a-c.
e Ako je D > 0, jednadZba ima dva realna rjeSenja (korijena), tj. parabola sijece os x u dvije
tocke.
e Ako je D =0, jednadZba ima jedno dvostruko realno rjesenje (korijen), tj. parabola dira os x u
jednoj tocki.
* Ako je D <0, jednadZba ima kompleksno — konjugirana rjeSenja (korijene), tj. parabola ne
sijece oS X.

Uoc¢imo da parabola sijece os y za x = 0, odakle slijedi
2
y=a-x +b-x+c} = y=a-02+b-0+c = y=c
x=0

Dakle, sjeciste je u tocki (0, ), tj. ¢ je odsjecak parabole na osi y.
Analizirat ¢emo svaku sliku posebno.

AN v\
D<O D=0
c>0 c>0
i N 0 )
A. | % B. =

r_ } 4 >
c<0 c<0 *
D=0
D<O
C. 0.

Diskriminanta je negativna i koeficijent c pozitivan na slici A.
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Odgovor je pod A.
Vjezba 078
Koja slika prikazuje kvadratnu funkciju f(x)=a-x 2 box+ ¢, kojoj je diskriminanta

negativna i koeficijent ¢ negativan?

Rezultat: D.

Zadatak 079 (Martina, hotelijerska skola)

1
Odredite najmanju vrijednost funkcije f (x) =a-x 2 -3-x+ E ako se ta vrijednost postize za

x=2.
A -3 B 2 C.i D.5
2 2
Rjesenje 079
Ponovimo!
“
n a ¢ a-d-b-c a c a-c p a-d
n=— , —_——_——= s —_——— = — s —_——=
1 b d b-d bd bd ¢ b-c
d

Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x)zwxz +b-x+c,
gdje su a # 0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)
f(x)zwxz +b-x+c,
ima ekstrem u tocki s apscisom
b
0 2-a
Vrijednost ekstrema iznosi:
- 4~a~c—172
70 4-q ’
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1 =
f(x)=a~x2—3-x+— a=d
2V = b=-3
f(x)=a~x2+b-x+c 1
c=—
2
Budu¢i da zadana funkcija ima ekstremnu vrijednost za x = 2, vrijedi:
b b a=a 3 3 3
x:—_ = p—
2ogr=> —=2 = > —=2= —=2 = —=2/-2a =
=2 2-a b=-3 2-a 2-a 2-a

= 3=4.a = 4.a=3 = 4-a=3/4 = azz.

Sada su poznata sva tri koeficijenta funkcije pa njezina najmanja vrijednost iznosi:

3 1
— - - 31 2 31 2
a=—,b=-3,c=— 4.2.——(-3) 4.2~ —(=3)
4 2 4 2 4 2
’ = y= = y= =
daeb 3 NE
4.-a 4 4
3 39 3-18 15
I T SO S 15 15
= y==— == 1 = y=—~t— = y=—5- y=—— =—— = y=-=
y 3 y é y 3 y g y 6 y 6 y
1 1 1
Odgovor je pod B.

Vjezba 079
1
Odredite ekstremnu vrijednost funkcije f (x) =a-x 2 +3- x+— ako se ta vrijednost postiZe

zax =2.

S

|
W
jos]

|

|
a

SRR

)
N

Rezultat: C.

Zadatak 080 (Nina, gimnazija)
Polinom f(x) = a - x* + b - x + ¢ prima negativne vrijednosti ako i samo ako je xe < -11, 5 >
Za funkciju f vrijedi:
A. £(0)=-55 B. £(0)=6 C. £(0)=25 D. f(0)=-5
Rjesenje 080

Ponovimo!
Broj x, je nultocka funkcije f ako vrijedi f(xo) = 0.

Prima li polinom f(x)=a-x 2 +b- x+c negativne vrijednosti ako i samo ako je xe < Xp» Xy >,

onda su njegove nultocke x; i X,. Na intervalima < =%, X > i < Xy, Hoo > polinom prima pozitivne

vrijednosti.
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RjeSenja x; i x, kvadratne jednadZbe:

P, l .
°* a-x 2 +b-x+c =0 zadovoljavaju Vieteove formule: XXy = . s XXy = <
a

* X 2 +b-x+c =0 zadovoljavaju Vieteove formule: X+ Xy = -b X)Xy =C.
1.inacica

Budu¢i da polinom f(x) = x> + b - X + ¢ prima negativne vrijednosti ako i samo ako je xe& < -11, 5 >,

tocke x; =— 111 x, = 5 su nultocke pa vrijedi:
f(-11)=0 2 (—11)2+b~(—11)+c:0 121-11-b+c=0

= [f(x):x +b~x+c} = = =
f(5)=0 52 p 5120 25+5:-b+c=0

—11-b+c=-121 metoda suprofnih -11-b+c=-121/-5
= =
5-b+c=-25 koeficijenata 5b+c==-25/-11
-55-b+5-¢c=-605
=
55-b+11-¢=-275
Sada imamo

} = 16.¢=—-880 = 16-¢=-880/:16 = ¢=-55.

2
f(.X)—)C +b-x+c N f(x)=x2+b-x—55.
c=-55
Za funkciju vrijedi:
2
fx)=x ”’"‘_55} = £(0)=02+5-0-55 = £(0)=-55.
x=0

Odgovor je pod A.
2.inacica
Buduéi da polinom f(x) = x> + b - X + ¢ prima negativne vrijednosti ako i samo ako je xe& < =11, 5 >,
tocke x; =— 111 x, = 5 su nultocke pa po drugoj Vieteovoj formuli vrijedi:
X =-11, Xy =5}
= —-11-5=¢ = c=-55.
XXy =c

Odgovor je pod A.
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Vjezba 080
Polinom f(x) = a - x> + b - X + ¢ prima negativne vrijednosti ako i samo ako je xe& < -4,7 >
Za funkciju f vrijedi:
A f(0)=-28 B. £(0)=-20 C. f(0)=-9 D. £(0)=5
Rezultat: A.
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