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1 Algoritme
Doe de volgende stappen om een goede schets van een functie f te krijgen:
e stap 1

1. Bepaal het domein

2. Kijk naar de grenzen van het domein: wat zijn (eventueel) de limieten als z — +oo of

x — a, waar a een singulariteit (pool) is?

3. Welke asymptoten zijn er?
e Stap 2

1. Bepaal de nulpunten van f(x) en het snijpunt met de y-as

2. Kan je een soort symmetrie herkennen?

e Stap 3

1. Bepaal de afgeleiden f’ en f”, zoek hiervan de nulpunten. Maak hiervan een tekentabel.

2. Stel vervolgens de verlooptabel op
e Stap 4

1. Schets de grafiek op basis van je bevindingen

2 Domein en nulpunten

Overzicht bepalen domein:
In het functievoorschrift staat een
breuk:
,6[ Bepaal de nulpunten van de N

even machtswortel:

oy Bepaal m.b.v. tekentabel

waar het functiegedeelte onder het wortelteken negatief is
toon domein

logaritme: 5
i
lo 2-Vi-z=0&2=v1-2
a ’ >4=l-z&r=-3
Bepaal m.b.v. tekentabel s -
waar het functiegedeelte waarvan de log wordt genomen negatief en nul is. x 1 +oo
-
Figure 1: https://www.geogebra.org/m/Mh4vDIFD
; fl@)=+a?—4a
s (a) Bepaal domein f, notatie D:
V#?—4:2*—4>0  bepaal tekentabel van gedeelte onder wortelteken f(xx) =0
5
(b) Bepaal nulpunten D=
s
Ve —i=o
3 :>(\/12—4)2:(0)2®1‘774:0
2 sat=4
z=342  « controleer of np tot het domein behoren
1
(c) bepaal tekentabel
P R P e S R T V| x | —o0 -2 //] 2 +00 < grenspunten van het domein én np
= f(x) | + 0 /// 0 + « tekens bepalen door getallen in te vullen
2 (d) Bepaal beeldverzameling f(D) (bereik, codomein)
) a€f(D) & TweR:vVal-4=a
© a>0

o Bijgevolg f(D) = [0, +oo|

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/yarbCjsw

dom, f =] — 00,~3[U] - 3,1]

-2 2
0 0

+00


https://www.geogebra.org/m/Mh4vD9FD
https://www.geogebra.org/m/yarbCjsw

voorbeeld
o fle)y=x— vz
(2) Bepaal domein f, notatie D:

Vaiz>0=1 0

(b) Bepaal nulpunten

5

o

3
VI
2 . P P
Sel = (@) et —a=0
3 Safv-1)=0
z=00fz=1  contrclcer of np tot het domein behoren
- — 2 3
Cant] e s e Nant Annains e saana et (c) bepaal tekentabel
-1
[\/] x | —eo 0 1 “oo < grengpunten van het domein én np
P f(x) o -0 + +« tekens bepalen door getallen in te vullen

(d) Bepaal beeldverzameling f(D) (bereik, codomein)
ae f(D)

JeeR:x—Vr=a

Vi=z—a

(Va) = (z—a)

z =% — 20z +a®

2’ — (2a+ 1)z + a = 0 heeft reéle worlels

Discriminant : (2a+ 1) —da? =4a + 120
1

az—

4
|
Bijgevolg f(D) = [— 7, +ocl

v

t e

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/yarbCjsw

3 asymptoten

Limieten en asymptoten

asymptoten kunnen verschijnen aan de grenzen van het domein. Daarom altijd eerst domein bepalen

Limietberekening Conclusie
. lim f(x) = etal
lim f(-’B) = getal HA :y = getal r—a 'f( ) 9
r—too Py »
Loo invullen a invullen ﬂ:OO VA= X=a
controle op SA: y=ax+b getal
ioo algemeen bij 0 i1og(0)
a= lim f(z) .
| adw T Onbepaaldheid:
b= lim f(z)-az
e 0 L Hoo |
bij rat functies : VW : gr(T)— gr(N) =1 ) 30 oo; Fog TRF®
Euclidische deling : T|N
. ophe f fen door :
Onbepaaldheid : *T en N o.i.f en gemeenschappelijke factor schrappen

«L'Hospital
=« met toegevoegde

: erforatiepunt : P(a, getal
Maak pdf (:pheﬁen door < e f= as =20 = getal perforatiep (a, getal)
=hoogste graadstermen Letop:Vvz® = (openmg)

—z als x<0

+oo 0
+00 F 00; iw;l]-i:oo; G

= et toegevoegde
« L' Hospital

W « 28128 m M m 2 s 4

Figure 4: https://www.geogebra.org/m/rrexMe2E


https://www.geogebra.org/m/yarbCjsw
https://www.geogebra.org/m/rrexMe2E

Limietberekening bij

irrationale functies
o

lim vVa?4+z = lim 24+ = 4oo+4+ 0o =—+00
z—+00 £—+00,
7 4
hoogste graadsterm vl=zalsz >0

@®

lim Va?+3z—4+4x = lim Va4 = lim —z+z = —(—00)— 00 =+4o00 — oo
hoogste graadsterm Va2 = —zalsz <0 onbepazald
VI + 3z —4—
= lim (\/w2+3m_4+x).w
s
*toegevoegde
i x4+ 3 —4— 22 . 3z —4 3
=Ilim — = lim — = lim — = ——
oo A F B — A — @ ek —T - e 9w 2
A
Va2 = —zalsz <0
Figure 5: https://www.geogebra.org/m/rnmp7qws
"
[voorbeeld 1] [Voorbeeld 2] flz)=+z2—1 °

1. dom f /= ickentabel maken onder wortclicken

x |- -1 1 +oo
E /‘ ®-1 + 0 - 0 +
A lim I oo le op SA
/ i = Il = 3 +
7 Jim f(x) = lim = +o0: controle op

2

Y a= tim 7@ Ty

/ T x *—+co I

b= lim f(x)—ax= lim o —a = +oc — oo : onbepaald
s—rtoo Pl

. ; (VaF—1+z)
b= lim (Vo —1—a)
I e el

= lim —— =0

oo THT
SAimiy=2

dom f =] — o0, ~1]U [1, +o00]

lim f(z)= lim —& = —o0 : controle op SA
x—r—00 r——t0
a= tim T@ - m o

T X P

b= lim f(r)—ar= lim ——(—x)=+oo —oc0: o1
z-za P

= lim (Ve —14a). VEZL=2)
b= lim (y 1+x) (Ve —T—2)
b= lim #Ho1-z2"_,

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/zvndwefs

4 Afgeleide

4
3
ToonPafa) g
25
x=1
Toon Q(x,f(x) S e
2
s . F(1)=1.13 Toon rechte PQ
f(§la) g spoor aan
s differentiequotient
o rico PQ = 1) = 1(@) spoor uit
z—a
xa
f@) - f(a)
05

toon rico raaklin

Sla) = lim =

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/NGkF3XS6


https://www.geogebra.org/m/rnmp7qws
https://www.geogebra.org/m/zvndwefs
https://www.geogebra.org/m/NGkF3XS6

P f(x)=x*+3x2- 4

Vergelijking raaklijn:

toy—f(a)=f(a)(z—a)

=1 = Pla,f(a) = P(~1,-2)

fla) = f(-1) = -2
fl()=382"+6x= f(a)=f(—1)=-3
toy—(=2)=-3(—(-1))
tey=-3z—5
Vergelijking normaal:

1
"‘—’y—f(a):—m(ﬂ’—u)

ney—(-2) =5 @— (1)

1 s
n<ey=—-x——
Y=3%73

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/EscjM2Rh

Afgeleide samengestelde functies:

(x)=sart(x) | gt=fe + 1 J foglz)=var+1

fog(z):x %w2+1%\/w2+1

g'(x) =2x |

J'@) = # = ['(g(x)) = TV

€T

Fod() = flg@) d(x) = (ﬁ) 20) =

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/YN8wHwSh



https://www.geogebra.org/m/EscjM2Rh
https://www.geogebra.org/m/YN8wHwSh

5 verloop

flz)=vxz2 -1

dom f =] — oo, —1]U [1,4o0
asymptoten : SA :y = tax (zieapartapplet)
snijpunten x-as en y-as:

Ve —1=0s2’—-1=0cs’=1cc=+1 P(0, f(0)) : 0.2 dom f

symmetrie : f(—z) =/ (—2)* — 1 = /22 — 1 = f(z) = Bven functie 2

verloop:
R E  EEEE RN EEEE e i R e 10
[z) = Zr o Torsl P P bbb - = G et ok e T:/ !
22 -1 N x = £1(zie bij dom) vF=1) (e=1) (e Nix=dl
x | -0 -1 0 1 +oo x | -0 -1 1 +00 51
T 0 + o+ 4 T
N + 0 NN+ N + 0 /0 +
f(x) S A + (x) I/ -
X —00 —1 0 1 +o0 8
(x) -1 )N+ toon grafiek
(%) - L+ -10
e N S U A A OV e
12
1444 18718 pp p| ® 2 s

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/zvndwefs

niet altijd afleidbaar

mogelijkheid 3:
Er is een verticale raaklijn

o Toon verticale raaklijn

N

Mogelijkheid 1: linkerafgeleide # rechterafgeleide

3 Vont, () f(1)=2

Figure 11:

2 3 1 5 3 7

Vot (1) =-2
1 x
4

https://www.geogebra.org/m/qfSull6rn|https://www.geogebra.org/m/qf Sulérn


https://www.geogebra.org/m/zvndwefs
https://www.geogebra.org/m/qfSuH6rn

flz) =+a*+3a?

Bespreek de afleidbaarheid voor x=-3 en x=0

domf : ;/Z : tekendabel moken onder wortelicken
x | —eo -3 0 +:
o = (e 3) | 0 4+ 0 + dom [ = [~3,+o0[

, O
. 6z) « VO =
Fla) = e ‘+31 - (357 + bz) Wi
A 9
i S ()= 07 T = verticale raaklijn bij x = =3
T s o
limg f'0) =5« in T en N factor (x-0) afzonderen
[w/] toon raaigin o SE4D) Swz+2) _
ey 1“2V
w02\ /a?(z +3) v
] Va? = 2|
| . Bz(r+2) i 32z +2) 6
0) = lim = =3
Ji0) = Jim. 2|z y/(z +3) ~u'u‘/(1+a
-5  linkerafgeleidezrechterafgeleide
70 = tim Ge(@+2) 0 Gzt 6 e

0 2al/ (@ +3) 0 g e T 8) —2v/3

g < 21121 . pm w 2 s

Figure 12: https://wuw.geogebra.org/m/zvndwefs

7 toepassingen

Bepaal de codrdinaten van het punt P zodat de oppervlakte van de driehoek maximaal is.

AP RRRRN -
fle)y=y=y4—-(z—2) Pian je verplaatsen 1. keuze onbekenden

2. Verband tussen de onbekenden, uit het gegeven:

.,,—\/47(%2)9

3. het gevraagde wiskundig uitdrukken:
t opp =" = fa) = ﬂ Vdf(lfz)
4. extremum bepalen

1 2, 1 1
Sey=-y4—(z-2)"+52 2z —2)
1) 2ot @2y

05 1 15 2 25 3 ;9: 4 f’(.”=47(172)!73.(1’7 z)=0
2\/51 —(x—2)*

OppA:Z.l Tid—o4dr—d-a2?t20=0& 22’ 4 6z =0& —22(z—3)=0

3 f T
o - x=0 z=3
+

=
N
60| 1/

0
0
0
fe) | /700

+
1
v 0 -
Jomax N,

-2 S. Formuleer het antwoord De covrdinaten van het punt Pzifn (3, \/5)

-2.5 e 41 18713 o w 2 s et

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/gceq8KGM
8 continuiteit

9 oefeningen

9.1 Herhaling

1. Gegeven is de functie f met voorschrift f(z) =+v1-22. In welk(e) punt(en) van de grafiek is
de raaklijn evenwijdig met de rechte met vergelijking y = -3z + 1?7 ( ( \ﬁ, ¥10 ))
2. Gegeven is de functie f met voorschrift f(z) = 2?-+v/2-z. In welk(e) punt(en) is er een

horizontale raaklijn? (A. (0,0) en (?, g—g[))


https://www.geogebra.org/m/zvndwefs
https://www.geogebra.org/m/gceq8KGM

9.2 Asymptoten
1. Bepaal de eventuele asymptoten van de grafiek van f(z) = Va3 — 422

2. Bepaal domein en eventuele asymptoten van de grafiek van

(a) f(z)=V922?+12z
(b) f(x)=V4x2-6x+2-

)
(c) flz) =5
(d)

)

Q) f(r) = V2

4x-1
2
(e) flx)= 5"

3. Toon aan dat de grafiek van f(x) = 4 o perforatiepunt heeft.

9.3 Verloop
V1+2x2 ?

2+x

1. Welke bewering is juist voor f(x) =
(a) f heeft minstens drie asymptoten
(b) de grafiek van f heeft een buigpunt voor z =1
(c) bld f=] - oo, —\/§[U]0, +oo[
2. Gegeven f(x) = Vx2(z +5)
(a) Ganadat f'(z) = 5(“2) n f"(x) = 10(;1; 1)
(b) Bepaal de eventuele lokale extrema (A. lM x=-2,1lm z=0)

(c) Bepaal de intervallen waar de functie stijgend en dalend is. (A. stijgend ]-o0, —2[U]0, +oo(;
dalend ]-2,0[)

(d) Bepaal de eventuele buigpunten (A. x =1)
(e) Bepaal de intervallen waar de functie hol of bol is. (A. hol ]1,+oo[; bol ] - o0,0[uU]0,1])

3. Toon aan dat Yz € [0,1]: 2vVw — 22 < %

e

Bepaal de eventuele buigpunten van f(z) = /-5

ot

. Bepaal het verloop van f(z) =z + Va2 + 16

6. Beschouw de functie f(z) = \/g%

a

(
(b

Bepaal het domein van f
Bepaal de afgeleide van f
(c) Bepaal het bereik van f

)
)
)
(d) Beredeneer dat f inverteerbaar is en dit zonder de inverse te berekenen
(e) Bepaal het domein van f~!

)

(f) Bereken (f_l), (0)

7. Gegeven is de grafiek van f’(x)



9.4

Figure 14: Grafiek van ’(x)

Bepaal de verlooptabel van f(x) en schets een mogelijke grafiek als je ook nog weet dat

£(0) =0.
Geef een lineaire benadering voor /9 + In(1,6)

altijd afleidbaar?

. Onderzoek de afleidbaarheid van f(z) = Va3 - 3z + 2

. Bepaal de afleidbaarheid van f(z) =z - V42 — 22 in de randpunten van haar domein

Onderzoek de afleidbaarheid van f(z) = V22 -4
Onderzoek de afleidbaarheid van f(x) = 2V/z5 - 53/x2

Onderzoek de afleidbaarheid van f(z) =z (z-3)3

Bepaal de relatieve extrema van f(x) = ¢/(z +1)2- 2>

extremumproblemen

1. In Egypte is in het graf van de farao Retneip V een serie gouden, kleine, rechte piramides

met vierkant grondvlak gevonden. Elke piramide is eigenlijk een draadfiguur gemaakt van
dunne gouden staafjes die samen een vaste lengte hebben van 12 dm. Er is iets bijzonders
aan de hand met de inhoud van de piramides. Van alle piramides die we kunnen maken met
12 dm goudstaafjes, zijn de gevonden piramides degene met de grootste inhoud. Bereken
algebraisch de lengte van de zijde van het grondvlak van die piramide waarvoor de inhoud
maximaal is.

In een halve cirkel (met straal R) wordt een rechthoek getekend zoals aangegeven op de figuur:
terwijl een van de zijden op de diagonaallijn van de halve cirkel valt worden de twee overige
hoekpunten op de cirkelboog genomen. Bepaal de rechthoek die dusdanig ingeschreven, een
maximale omtrek heeft. (geef dus de afmetingen van de zijden). Geef voor die rechthoek dan
ook zijn omtrek, en bereken het deeloppervlak van de halve cirkel wat niet bedekt is door die

. __10R _ s 4
rechthoek. (A: omtrekff, deelopp—R? (5 - g))



3. Liesbet zit gezellig te babbelen met haar vrienden op een eilandje (punt A) op een afstand

van 1 km van de rechte kustlijn (punt B). Plots merkt ze dat ze binnen de 42 minuten moet
gaan volleyballen op een terrein (punt C) dat 5 km verder ligt langs de kustlijn. Om zo snel
mogelijk op het terrein te zijn zal ze naar een punt P op de kustlijn [BC| zwemmen en dan
verder lopen naar het terrein. Lopen kan ze tegen 12km/h en zwemmen tegen 3 kmm/h. Naar
welk punt P op de kustlijn moet ze zwemmen opdat ze in de kortst mogelijke tijd op haar
afspraak komt? Is dat mogelijk binnen de 42 minuten?

B kustlijn c

. Bepaal de grootst mogelijke oppervlakte van een trapezium dat ingeschreven wordt in een
halve cirkel met straal r, waarbij de grote basis samenvalt met de diameter.

. In een cirkel met straal 10 wordt een gelijkbenige driehoek geconstrueerd, met de basis
loodrecht op een straal. Bepaal de grootst mogelijke oppervlakte van een dergelijke driehoek.

6. In het boek "Wat een hond ons over wiskunde kan leren’ moet Elvis, de hond van de schrijver

zo snel mogelijk een bal oppikken in (stilstaand) water. Hiervoor loopt hij eerst een gedeelte

langs de waterlijn en zwemt vervolgens naar de bal toe.
xr

Toon aan dat y = ——== met r zijn loopsnelheid en s zijn zwemsnelheid.
V(E)-1

Wat bleek nu? Elvis ging inderdaad altijd (ongeveer) op deze positie het water in.

10



9.6 continuilteit

1. Bepaal de waarde(n) van reéle parameter m zodat onderstaande functie continu is

mz—1
fay =1 =2 z<2
YaT5ail0-2 459
-z T >

10 taken

1. irrationale functies: verloop en toepassingen

11



Rekenregels afgeleide

(af +bg) () = af (z) +by/(x) (a,bER)
(f+9)(@) = J'(@) - 9(a) + f(x) - (@)
(f7) @) =i (@) @) (reR)

(5) - 7

N P gle) = f) - g'(w)
(E) (=) = g(z)*
flz)=c (ceR) filz)=0
flz) ==z fiz)=1
flz)=2"(reR) flx)y=ra"
f@) = vz @ =577
flz)=¢" filz)=¢
fla)y=a" (a e R\{1}) f'(z)=a"lna
flr) =Inzx fi(z) = %
f@) =" logx Fla)= —
flx) =sinx fi{x) =coszx
flr) =cosx fi{x) = —sinzx
f(z) = tanz fa) = —
flr) =cotx fz) = si;;.r
flx) = arcsinz filx) = \:"'1]——-1""
flx) = arccosx fiiz) = v’]_——.rz
f(z) = arctan z fiz) = T2
f{x) = arceot x fiz) i J_rl.ri

Figure 15: https://www.geogebra.org/m/rkbXbnRv

D+ 2)=0+4
(O-A)=0.-A40-4
(DEI]’=T'DPI l'DF

Ly -0
(E) N
(D)*_D’»&—D-.ﬁ'

N A2

O)y=r-0"0
' 1
vO) = — -0
( ) 2v/0
(ED}F =00
(@) = a"lna - O
1
(D) = = -0
a r__ 1 .
(*log0) Olna
(sin0) = cosO-O'
(cosO) = —sinO- O
1

r_ Eml
(tanO) = e O
(cotO)' = ,_,' '

St
(arcsin0)’ = v"li—EI? )
{arccosO) = v,% -0
(arctanO)’' = ﬁ O
r _1 7
{arc cot D} W .

12
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