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1 PARAMETR ELIPSY P

1 Parametr elipsy p

Cumme? na obrazek la. Kazdej blbec znéd a,b,e a vztah mezi nimi
(Pijthagorova véta v ACSF):

v =a® — e (1)
a definici relativni excentricity «¢:

€= (2)

Méné znamé je ohniskova $itka elipsy ¢ (latus rectum?!) a jeji po-

¢ — latus rectum

B
p — semi-latus rectum
(a) e — excentricita (linedrni) (b) £ — ohniskova sitka elipsy
¢ — relativni excentricita (numericka) p — parametr (p = (/2)
Obr. 1

lovina, parametr elipsy p (obr. 1b). Pojem parametr zndme u pa-
raboly a ma uplné stejny vyznam — polovina ohniskové sitky paraboly.
Neni divu — parabola je elipsa s jednim ohniskem v nekonec¢nu. Stejné
tak se ale setkdme s pojmem parametr i u hyperboly?.

ITento podivny az obskurni pojem vznikl ve starovéké fecké mathematice a je
zékladem Apolloniovych vét o kuzeloseckach.
2V definici kuzelosecky pomoci i{dici pifmky a ohniska ve vzdélenosti d je p = d-.
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Priklad 1: Vypocet paramatru p

Vyjadri p pomoci a, b, !

Dle obrazku staci pouzit Piythagorovu vétu pro AXEF. Dle de-
finice elipsy je délka provazku E — X — F rovna 2a, procez
| XF| =2a—p.
(2a —p)* = p* + 4¢?
4a* —4ap—|—yZ:;7Z+462
a’ —e* =ap
2
b

Takze dostavame

Ale z (2) mame e? = a%¢?, takZe

a?—a’e®  a*(l-€?)
b= a B a
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A odtud:

[ p—a(l—?) ] (1)

A po umocnéni na kvadrat:

p?=a*(1—&*)(1—-¢&%
P = (@ =) (1)
pP=(a"—e*)(1-¢%)
PP =0 (1—¢%

A odtud:

[p:bm] (5)

Geometrické disledky vztahu (3) vidime v obr. 2

rovnost ¥ _- geometricky

e SN~ -bh—b-
obsaht a:b=b:p priimer

Kolikrat je a vetsi nez b,
tolikrat je b vetsi nez p.

Obr. 2: Cisla a, b, p tvoii geometrickou posloupnost.
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2 Odvozeni polarni rovnice elipsy

P1i popisu pohybu planety po elipse kolem Slunce F' jsou vhodné po-
larni souradnice — poloha planety P je urcena dvéma souradnicemi —
vzdalenosti od Slunce r a thlem ¢, ktery svirda pruvodic¢ planety PF
se spojnici Slunce-perihelium FB (obr. 3a). Uhel ¢ se nazjvé azimut
planety, pripadné prava anomalie.

P[r; ¢](planeta) P[r; ](planeta)

Obr. 3

Vztah mezi soutradnicemi r a ¢ snadno najdeme pomoci cosinové véty
pro AEFP. Ziejmé |EF| = 2e a z definice elipsy dostavame |EP| =
2a — r. PTitom cos a = cos(m — ¢) = — cos ¢.

(2a —1)? = 4e* +r* — der cosa
4a® —4GT+YZ=462+}%+4€TCOS¢
a’ —e* =ar +ercosyp

b?> = r(a + ecosp)

b2
r = —
a—+ecosy

pa
T = —
a-+ecosy

4
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A vydélenim a dostavame

p
N 6
" 1+ecosp (6)

Pomoci této polarni rovnice elipsy muzeme snadno spocitat pro libo-
volny azimut ¢ vzdalenost planety od Slunce.

Specialné pro afélium A a perihélium B dostavame:

e B—=¢p=0°—=cosp=1

p a(l—¢e?)
= — —all—¢)=aq—
"B 1+¢ 1+4+¢ a( 8) a—c

e A= ¢p=180°—=cosp = —1

p a(l —&?)
pr— p— p— 1 pr—
A T - a(l+e)=a+

9]

Jak vidime, je to krastné v souladu s obr. 3b.

Zajimavy je graf zavislosti r na ¢ dané polarni rovnici (6). Je to
estétickd zvonovita kiivka (obr. 4) s maximem v aféliu a minimem v
perihéliu.

r(p) = ——
T 1+ ecosp

0 n/2 m 3n/2 2n

Obr. 4: Z¥i téz aplet: https://www.geogebra.org/m/uzqgddfa


https://www.geogebra.org/m/uzqg9dfa

3 DUKAZ EKVIVALENCE POLARNI ROVNICE SE STREDOVOU ROVNICI

Yoo

3 Dikaz ekvivalence polarni rovnice se
stredovou rovnici

A E Slzr F B
(Slunce)

Obr. 5: Vztah mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi planety P.

Cumme? na obrazek 5. Planeta P mé vedle polarnich souradnic P (5],
jimz odpovida poldrni rovnice (6), samozdiejmé taktéz souradnice kar-
tézské Plxp;yp], jimz odpovida stredova rovnice elipsy (SREL):

1'2 y2
¥+§:1 (7)

Snadno dokazeme ekvivalenci obou rovnic.

Dle obr. 5 plati mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi vztahy:
Tp=e€—Tcosa=e+1Ccosp (8)

yp = rsinp (9)

Sem dosadime za r z polarni rovnice (6).
Pro xp dostavame:

pcosg  edeccospt+pcosp  ca+ (e +p)cosp
l+ecosp 1+ecosp B 1+ecosp B

Tp =€+

6
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ea+ (e%a+a(l —e?))cosp  ea+acosyp €4 cosg
— = =a
1 +ecosp 1+ecosep 1 +ecosp

Pro yp dostavame:

_ psingp
gr = 1+ecosp
Odtud dostavame
> y*  (e4cosp)? p?sin? ¢

a2 > (1+ecosp)?  b2(1+ecosp)?
(e4cosp)?  (1—e?)sinp
(1+ecosp)?  (1+ecosp)?
€2 4+ 2e cos ¢ + cos? ¢ + sin? ¢ — e2sin?
(14 ecosg)? -
14 2ccosp+e’cos’p
(1 + ecosp)? B

1

Poznamka: Rovnice 8 a 9 jsou vlastné parametrickym vyjadrenim
elipsy, kterd ma stfed v pocatku a parametrem rovnice (nikoliv elipsy
p) je azimut planety (prava anomélie) ¢ = ZBF P, ktery bézi od nuly
do 360°.

Elipsu vsak muzeme zadat parametricky také tak, ze parametrem
rovnice bude thel E = ZBSP; (excentrickd anomaélie planety),
ktery rovnéz bézi od nuly do 360° (obr. 6).

Potom jsou rovnice jednodussi:

rp =acos F (10)
yp = bsin F (11)
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Obr. 6

O téchto rovnicich podrobnéji zde:

 https://www.geogebra.org/m/xqg8unrd

o https://www.geogebra.org/m/dyj5thph


https://www.geogebra.org/m/xqg8unrd
https://www.geogebra.org/m/dyj5thph
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