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Problemas — Tema 2

Problemas resueltos - 6 - ampliacion a representaciony
bocetos

1.Representa y=|-x"—2x+3| .

El valor absoluto coloca en positivo todos los valores negativos del argumento:  f (x):—x2—2x+3

Por lo que vamos a estudiar esta funcién a trozos, formando los siguientes intervalos:

— X’ =2x+3=0 - x=-3 , x=1

x<—3 — f(~10)<0 — cambiarsignode f(x)
—3<x<1 - £(0)>0

l<x — f(10)<0 — cambiarsignode f(x)

Nuestra funcién a trozos, ya sin valor absoluto, seria:

¥ 42x=3 si x<-3
f(x>: —x*=2x43 si —3<x<l
X42x—3 si 1<x

El dominio es toda la recta real, por ser funciones polinémicas en cada tramo.

Puntos de corte coneleje OX — y=0 — —x"=2x43=0 — (—3,0),(1,0)
Puntos de corte coneleje OY — x=0 — (0,3)

Al ser polinomios no tenemos asintotas.

Para estudiar el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos, hacemos la primera derivada e igualamos
a 0 para obtener los puntos criticos. Haremos el estudio distinguiendo los distintos intervalos.

x<=3 5 f(x)=x"R2x-3 > [f'(x)=2x1 , f'(x)=0 - x=—1¢(—w,-3)
—3<x<l - f(x)=—x"—2x+3 - f'(x)==2x-2 , f'(x)=0 - x=-—1
1<x - f(x)=x"Rx-3 > f'(x)=2x+ , f'(x)=0 - x=—1¢(1,)
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Tenemos un punto critico en x=—1 para el intervalo —3<x<1 . Calculamos la segunda derivada en
este intervalo para determinar si estamos ante un extremo relatvo — f'’'(x)=—2<0 — maximo
relativo (—1,4) de la parabola de este intervalo.

Ya tenemos informacion suficiente para representar la funcion. Fijate que la funcion es continua en toda la
recta real, pero no es derivable en los puntos angulosos que aparecenen x=—3 yen x=1

Grdfica de f(x)=|-x"—2x+3|

jOJoO!

Otra alternativa a dibujar la grafica de una funcién que esta contenida en valor absoluto es dibujar la funcion
contenida en el argumento y, sobre la grafica, pasar a positivo las imagenes que sean negativas.
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1
2. Obtener extremos de [ (x)=x+—x

e

Dominio de la funcion: toda la recta real, por ser suma de polinomio y exponencial. Y no anularse nunca la
exponencial del denominador.

f'(x)zl—% - f'(x)=0 - l—iXZO —  x=0 punto critico
e e

El punto critico (O,l) es candidato a extremos relativo. Evaluamos la derivada a izquierda y derecha de
x=0

(~,0) — f'(=10)=1——_<0
e
(0.) - £(10)=1--—L>0
e

Porlotantoen (0,1) tenemos un minimo relativo.
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2 -¥ . . . A A
3.Sea f (x):x e " .Determina las asintotas y los intervalos de crecimiento. Hallar, si existen, los
extremos relativos de la funcién.

El dominio de la funcion es toda la recta real, ya que estamos ante un producto y composicion de polinomio
y exponencial, que son funciones continuas en todo IR . Por lo tanto no hay puntos candidatos a asintotas
verticales, al estar la funcion definida en todo IR

Asintotas horizontales.
2

. 2 -y’ . X o0 . e s . . . . .
lim x“e " =lim —=3 — En el infinito la exponencial es mas potente que cualquier polinomio, por lo
X—00 X— 00 eX
x2
que la indeterminacion tiendea 0 — lim —=0
x—w @

Si este razonamiento nos resulta complejo, podemos aplicar L'Hépital en la resolucién del anterior limite.

2
De forma analoga, en menos infinito el limite resulta:  lim e =0

xX——0 @

Existe una asintota horizontalen y=0 .Y si existe asintota horizontal, no existen asintotas oblicuas.

Calculamos la derivada para el estudio del crecimiento.

flx)= 2N f,(x):2xex2—)fzex22x:2x—xz22x:2x—22x3

e ( ex )2 ex ex

f'(x)=0 - 2x-2x'=0 — 2x(1-x°)=0 — x=0 , x=+1 — puntos criticos

Estudiamos el crecimiento en los siguientes intervalos.

Funcién  f (x) f(x)r f(x)l f(x)T f(x)l
Intervalos (—o0,—1) (—1,0) (0,1) (1,400)

erivada [ '(x) £'(=10)>0 =1 (1 £'(10)<0
pered F5<0 | fr(z)>0

Si x=—1 — f(—l):é — (—l,é) — maximo relativo
Si x=0 - f(0)=0 — (0,0) — minimo relativo

si x=1 - f(1)=

1
— (1,—) — maximo relativo
e

Q| =
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- L xtl si x<0
4. Haz un esbozo de la grafica de la funcion [ (x)= X en un entorno

2x°—15x*4+36x+3 si x>0

alrededor de x=0

Solo nos piden centrarnos en un intervalo cercanoa x=0 . Estudiamos la continuidad del punto frontera.

=—w —AV. alaizquierdade x=0

L'=lim (2x’=15x" 436 x +3)=3

x—0

Encontramos una discontinuidad no evitable de primera especie de salto infinito.

Alaizquierdade x=0 sabemos que la funcién se dispara hacia menos infinito. Para completar el esbozo,
solo nos falta determinar si la funcion crece o decrece a la derechade x=0

Si x>0 - f'(x)=6x’-30x436 , f'(x)=0 — x=2 , x=3 son puntos criticos.

Condicion suficiente — £ ''(x)=12x-30 — f''(2)<0 — x=2 es maximo relativo, por lo que
la funcién crece a la derecha de x=0

-2

-4
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1
5. Representar sobre una misma grafica las funciones f(x)=|x2—1| y g(x)Z%—I—E . Obtener

puntos de corte de ambas graficas.

Si la funcion que tenemos dentro del valor absoluto es sencilla de representar (una parabola céncava hacia
arriba, en este ejercicio), la mejor forma de obtener un boceto rapido de su grafica es pintar la funcién sin
valor absoluto y luego pasar la parte negativa de la funcion a positiva.

La parabola y=x’—1 tiene extremo relativo en y'=0 — 2x=0 — x=0 — (0,—1) esun

. . " . . ~ 2
minimo absoluto de la parabola, ya que al ser positivo el coeficiente que acompafia a x~ genera una
parabola concava.

Los puntos de corte con el gje horizontal son > y=0 — x=*1 — (-1,0) , (1,0)
1
La recta g(x)=%+2 tiene pendiente m=§ (coeficiente que acompafiaa x en la forma explicita de

1
la recta) y pasa por el punto (O’E) (ordenada en el origen) y por el punto (— 1,0)

Para estudiar los puntos de corte entre ambas graficas, debemos en primer lugar romper el valor absoluto
en trozos. Recuerda: no operes con funciones con valor absoluto sin haberlas roto previamente en trozos.

Para ello igualamos el argumento contenido en el valor absoluto a cero, y obtenemos las raices.
-1=0 - x==*1
si x<—1 - x=—10 - (=10)’—=1>0
si —1<x<l - x=0 — (0)=1<0

si x>1 - x=10 - (10—1>0
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Donde el argumento sea negativo, deberemos colocar un signo menos al quitar el valor absoluto.

=1 si x<—1
f(x>= 1—x% si —1<x<1

2 .
x—1 si x>1

Fijate que ponemos el signo igual en uno (y solo uno) de los tramos de cada punto frontera, para garantizar
la continuidad de la funcion.

Ahora ya podemos estudiar los punto de corte, igualando la férmula de las graficas en cada intervalo.

si x<—1 — xz—lzl-l—1 — x2_£_§:0 — No hay solucion dentro del intervalo
2 2 2 2
si —1<x<1 — l—xzzﬁ-l-l — xz-li—l:O — x=—1 x=l
2 2 2 2 ’ 2
si x>l — x2_1:%4_; — xz—g—%ZO — XZ%
Los tres puntos de corte son (—1,0) (l%) y (%%)
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6. El nimero de litros por metro cuadrado que llovié en un determinado lugar viene dado por la
funcién siguiente:

3 2
=t 3¢ 9t
Q(t)——8 = +10

Donde ¢ es el tiempo en dias que va desde =1 (lunes) hasta =8 (lunes de la semana
siguiente).

a) Determina en qué dia de la semana llovié mas y en que dia llovi6 menos. ;Cuantos litros por
metro cuadrado llovié esos dias?

b) Representa graficamente la funcion durante los 8 dias.

a) Los dias en los que llovi6 mas y en los que llovid menos, dentro de un intervalo, son los extremos
absolutos. Para obtenerlos, debemos calcular la imagen de los extremos del intervalo y la imagen de los
extremos relativos.

Qrz_?3t2+3t_% — Q'=0 — t=2 , t=6 puntos criticos

-3
l!:_t
Q 4

0'"(2)>0 — =2 esun minimo relativo — coordenadas (2,0(2))=(2,6)
0''(6)<0 — t=6 esun maximo relativo — coordenadas (6,0(6))=(6,10)

+3

Evaluamos los extremos del intervalo en la funcién.
(1,0(1))=(1,6,875)
(8,0(8))=(8.6)

El dia de mayor precipitacion (maximo absoluto) es =6 (sabado), con una lluvia de 10 litros por metro
cuadrado.

El dia de menor precipitacion (minimo absoluto) es =2 (martes) y =8 (lunes de la otra semana),
ambos con 6 litros por metro cuadrado.

b) La funcion es continua por ser polindmica. Hemos obtenido al imagen de los extremos de sus intervalos y
la imagen de los extremos relativos, por lo que es facil trazar su curva en el intervalo [1, 8]

C=(6,10)

A=(1,6.68)

B=(26) D= (8, 6)

() = Si[(N<r=(8), - 13-2 9 e 10
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7. Dibuja sobre los mismos ejes f (x)=cos(x) y g(x)=sen(x) enelintervalo [0,7/2]

Las graficas del seno y del coseno son bien conocidas. Cuando nos piden representarlas en los mismos
ejes debemos obtener, especialmente, los puntos de corte entre ambas graficas.

Como solo nos piden dibujarlas en el intervalo [0,7[/2] , solo deberemos resolver la igualdad
sen(x):cos(x) en ese intervalo.

El dnico angulo donde coinciden seno y coseno en el primer cuadrante es 45°, donde

sen(x)zcos(x)zT2

El seno se anula en 0° y alcanza su maximo en 90°. El coseno alcanza su maximo en 0° y se anula en 90°.

glx) = .‘i'.r'l:_(-:'[l] o .ﬁ] L'u&{.e']‘_:l

A=(0.79,071)

0.5

flr) =] Si{0) £ x <
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8. Dibuja sobre los mismos ejes f (x)=x"—2x y g(x)=—x"+4x

Las dos funciones son parabolas, por lo tanto, para dibujarlas basta con obtener vértices y determinar si con
coéncavas o convexas.

. . . ~ 2 . . .
Recuerda que si el coeficiente que acompafia a x~ es positivo, la parabola es convexa y tendra un
minimo absoluto y relativo en el vértice. Si el coeficiente es negativo, la parabola es concava y tendra un
maximo absoluto y relativo en el vértice.

Los puntos de corte con el eje horizontal se obtienen igualando la funcion a cero.
El corte con el eje vertical se obtiene evaluando la funcion en x=0

Los puntos de corte entre ambas funciones, se obtiene igualando ambas funciones: f (x)zg(x)

f(x)=x"-2x _
f(x)=2x-2 > f'(x)=0 - 2x—2=0 — fla) =& -2 A
x=1 — vértice minimo relativo \ 4 W
Imagen del vértice » [ (1)=1-2=-1 — (1,—1) AR | Vi
f(x)=0 — x’=2x=0 — x=0 , x=2 —
(0,0),(2,0) — cortes con eje horizontal ;
£(0)=0 — (0,0) — corte con eje vertical -
A= (0, 0) £=(2,0 B=(4,0)
2 2 1 D‘ 1 g 3 g g
g(x)z—x +4 x iy
g'(x)=—2x+ - g'(x)=0 - —2x+4=0 — / ¢
x=2 — vértice maximo relativo [,
Imagen del vértice >  g(2)=4 — (2,4)
g(x)=0 - —x*+4x=0 - x=0 , x=4 -
(0,0),(4,0) — cortes con eje horizontal

2(0)=0 — (0,0) — corte con eje vertical

f(x)=g(x) » x—2x=—x"Hx > 2x—6x=0 —» x=0 , x=3 - corte entre
funciones — (0,0) , (3,3)
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9. Considera las funciones f(x) y g(x):R—R dadas por f(x)=6x—x"y

g(x)=|x2—2x| . Esboza el recinto limitado por las graficas de ambas funciones y calcula los
puntos de corte de dichas graficas.

f(x)=6x—x"
f'(x)=6-2x — f'(x)=0
6—2x=0 — x=3 — vértice maximo relativo

Imagen del vértice — f(3)=18-9=9 -
(3.9)

f(x)=0 - 6x—x"=0

x=0 , x=6 — (0,0),(2,0) — cortes con eje
horizontal

£(0)=0 — (0,0) — corte con eje vertical

Para dibujar funciones dentro de un valor absoluto, si
conocemos la grafica de la funcién dentro del
argumento del valor absoluto, es muy cémo dibujar
esa grafica y luego aplicar el valor absoluto: lo que es
negativo se vuelve positivo.

P 2
Asi, llamamos h(x)=x"—2x al argumento del
valor absoluto.

h(x)=x"-2x

h'(x)=2x-2 - h'(x)=0 > 2x—2=0 — x=1 — vértice minimo relativo
Imagen del vértice »  h(1)=1-2=—1 — (1,—1)

h(x)=0 - x’-2x=0 —» x=0 , x=2 — (0,0),(2,0) — cortes con eje horizontal

h(0)=0 — (0,0) — corte con eje vertical

Dibujamos ambas funciones, y graficamente aplicamos valor absoluto a la segunda.

Analiticamente, aplicar valor absoluto implica eliminar las barras del operador valor absoluto y anteponer un
signo menos. De esta manera, al igualar las funciones para estudiar los puntos de corte tendremos:

flx)=g(x)
6x—x'=x"—2x — x=0 , x=4 — (0,0),(4,8) — corte entre las funciones

6x—x'=—(x"—2x) - x=0 — (0,0) — corte entre las funciones
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10. Esboza el recinto limitado por la recta y=4—2x y las graficas de f(x)=3—x"y
2

g(x)z% . Calcula todos los puntos de corte entre las graficas (las dos curvas y la recta).

f(X>:3—x2 X hiy=-2x+4
fl(x)==2x - f'(x)=0

—2x=0 - x=0 — vértice maximo

relativo

Imagen del vértice —  f(0)=3 — [irs o

(0,3) i S g
*._

f(x)=0 - 3-x’=0
x=%v3 > (+/3,0),(=/3,0) —

cortes con eje horizontal

f(0)=3 - (0,3) - corte con eje

vertical
glx)=—
g'(x):% - g'(x)=0 - %ZO — x=0 — vértice maximo relativo

Imagen del vértice >  f(0)=0 — (0,0)
2
f(x)=0 - %zo — x=0 — (0,0) — corte con eje horizontal

£(0)=0 — (0,0) — corte con eje vertical

Larecta y=4—2x es una rectade pendiente negativa que pasa por (0,4) y por (2, 0)

Los puntos de corte se obtienen igualando, por parejas, todas las funciones.
flx)=glx) - (2,-1),(=2,-1)
flx)=y — (1,2)
glx)=y - (4,-4)


http://www.danipartal.net/

Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net
Asignatura: Matematicas 11 — 2°Bachillerato
Tema 2 — Ampliacion a continuidad y Teoremas : Problemas resueltos - 6 - ampliacion a representacion y bocetos

pagina 14/17

11. Sealafuncion f(x)=4 x’—x" definidaen f:R—IR .Hacer un boceto de su grafica.

Tenemos un polinomio. Por lo tanto, no tendremos asintotas de ningun tipo. El dominio es toda la recta real.

Para obtener el boceto basta con obtener los extremos relativos, los puntos de inflexion y los intervalos de
crecimiento.

f'(x)=12x"—4x> Spuntocritco f'(x)=0 — 12x°—4x’=0

4x*(3—x)=0 — x=0 , x=3 — candidato a extremo relativo

Evaluamos la primera derivada en los siguientes intervalos.

Funcion f (x) f(x)T f(x)T f(x)L
Intervalos (—00,0) (0,3) (3,4 )
Derivada f'(x) f'(=10)>0 | £'(1)>0 £'(10)<0

x=0 No es extremo relativo — es punto de inflexién —

(0,./(0))=(0,0)

x=3 Sies maximo relativo — (3, £(3))=(3,27)

(3,27)

f'"(x)=24 x—12x" — candidato a punto de inflexion
£7(x)=0 - 24x—12x°=0

12x(2-x)=0 - x=0 , x=2 — candidato a
punto de inflexién.

Evaluamos los candidatos a punto de inflexion en la tercera
derivada:

£ (x)=24-24x
f1'(0)=24>0 - x=
concavo a convexo — (0, £

f'"(2)=-24<0 > x

convexo a concavo — (2, £(2))

0 punto de inflexion de
0))=(0,0)

2 punto de inflexién de
(2,16)
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12. Sean las funciones polinémicas f (x)=x’+2 y g(x)=—x’+2x+2 . Calcula los cortes de
ambas graficas entre si y dibujas las graficas.

Los cortes entre ambas funciones se obtienen igualando sus ecuaciones.
X 42=—x"+2x+2
X4+ x=2x=0
x(x*4+x-2)=0
Cuyas soluciones son x=0 , x=—-2 , x=1
Las coordenadas de los puntos de corte son:
f(0)=2 - (0.2)
f(=2)=-6 — (-2,-6)
f(1)=3 - (13)

La primera funcion f(x) es una traslacion vertical de dos unidades, hacia arriba, de la grafica bien
. 3 . ' 2 .
conocidade x~ . Porlo que el punto de inflexion se encontrara en el punto (0,2)

La segunda funcién es una parabola concava (coeficiente lider negativo). Los cortes de la parabola con ele
eje horizontal se obtiene igualando a cero su ecuacion:

—x’+2x4+2=0 - Resolver ecuacién de segundo grado —» x=1 +V3 , x=1-V3
El vértice de la parabola (maximo relativo y absoluto) es el punto critico de la funcion.

g'(x)==2x+2 > —2x+2=0 — x=1 — g(1)=3 — Vértice (1,3)

1.3)

\ (2.73.0)

€
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13. Dibujar la grafica de la funcién f(x)z—x2+12 y dibuja el rectangulo inscrito en el recinto
limitado por la grafica de la funcién y el eje de abscisas, que tiene su base sobre dicho eje, con una
altura de 3 unidades y que es simétrico respecto al eje vertical.

Calcular el area del rectangulo.

Los cortes de la funcion con el eje horizontal son:
f(x)=0 - —x*+12=0 - x=+V12 — (=V12,0) , (+V12,0)

El vértice de la parabola concava (coeficiente lider negativo) aparecen en el punto critico:
f'(x)=0 - —2x=0 — x=0 — Vértice: (0,12)

Si el rectangulo inscrito tiene una altura de 3 unidades, significa que la imagen de la funcién es igual a 3. Es
decir:

3=—x"+12 - —9=—x" - x=—-3 , x=-3
Por lo tanto, las coordenadas de los vértices que forman la base del rectangulo son:
(—3,0) , (3,0)

©, 12)
10
3]
a
4

(-3,3) (3.3)
Fis
(-346,0)/ |(-3,0) (3.0)| | 3.46,0)
25 -4 -2 0 2 4 6

El area del rectangulo e obtiene multiplicando la longitud de la base por la longitud de la altura.

A=6X3=18u"
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14. Dibuja la graficade [ (x)=x|x—1|

Rompemos el valor absoluto, quedando una ecuacion a la izquierda de x=1 y otra ecuacion a la izquierda de
x=1.

A la izquierda de x=1 el argumento del valor absoluto es negativo, por lo que quitamos las barras y
cambiamos el signo.

A la derecha de x=1 el argumento del valor absoluto es positivo, por lo que simplemente quitamos las
barras.

La funcion es continua en el punto frontera, por lo que afiadimos el signo igual en uno de los dos tramos.

(= ; ) .
flx)=1* (—x+1) i x<I| _ f(x)= )§+x st x=<1
x-(x—1) si x>1 x—x si x>1

Tenemos dos parabolas. Estudiamos sus cortes con los ejes y sus vértices.

A la izquierda de x=1

f(x)=—x"+x > —x"+x=0 — Cortes con el eje horizontal: (0,0) , (1,0)
f'(x)==2x+1 > —2x+1=0 — xZ% — Vértice (maximo relativo y absoluto): (%%)

A la derecha de x=1
f(x)=x"-x > x'—x=0

Cortes con el eje horizontal: (0,0) (no esta a la derecha de x=1), (1,0)

f'(x)=2x-1 > 2x—1=0 — XZ% (no esta a la derecha de x=1)

a4 (05,025

-1.2 -1 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08 1 112 14 1.6 1.8

12
flr) = x|z -1
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	El dominio de la función es toda la recta real, ya que estamos ante un producto y composición de polinomio y exponencial, que son funciones continuas en todo. Por lo tanto no hay puntos candidatos a asíntotas verticales, al estar la función definida en todo.
	Asíntotas horizontales.
	→ En el infinito la exponencial es más potente que cualquier polinomio, por lo que la indeterminación tiende a→
	Si este razonamiento nos resulta complejo, podemos aplicar L'Hôpital en la resolución del anterior límite.
	De forma análoga, en menos infinito el límite resulta:
	Existe una asíntota horizontal en. Y si existe asíntota horizontal, no existen asíntotas oblicuas.
	Calculamos la derivada para el estudio del crecimiento.
	→
	→ → → ,→ puntos críticos
	Estudiamos el crecimiento en los siguientes intervalos.
	Si→ → → máximo relativo
	Si→ → → mínimo relativo
	Si→ → → máximo relativo

