
Bepaalde integraal

www.karelappeltans.be

March 3, 2024

1 Inleiding
"Oppervlakte" berekenen tussen de grafiek van een functie en een gedeelte van de x-as.

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/CwjpD27v
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2 Bepaalde integraal als Riemannsom

2.1 Riemannsom

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/CwjpD27v

2

https://www.geogebra.org/m/CwjpD27v


2.2 Onder- en bovensommen

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/CwjpD27v

3 Bepaalde integraal als som van georiënteerde oppervlakte

Figure 4: https://www.geogebra.org/m/CwjpD27v
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4 Rekenregel

Figure 5: https://www.geogebra.org/m/k3jNteMx

5 Bewijs rekenregel

5.1 Integraalfunctie
5.1.1 Begripsvorming

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/QzHejD4G

5.1.2 Hoofdstelling van de integraalrekening
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5.1.3 Grafisch bewijs

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/QzHejD4G

5.1.4 Algebraïsch bewijs

Verwisseling van grenzen

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/PwQgTmGT

optelbaarheid over intervallen

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/PwQgTmGT
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middelwaardestelling

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/PwQgTmGT
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bewijs

Figure 11: https://www.geogebra.org/m/rqa2xHAC

5.2 Primitieve functies

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/nY3X4vVw
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5.3 Bewijs rekenregel

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/nY3X4vVw

6 Oefeningen
1. Bereken en teken R4 (midden), s4 en S4 over het interval [0,4]

2. Bereken de "rechtereindpunt" Riemannsom voor f(x) = x3 − 6x2 over [1,3] met n = 4 deel-
intervallen. Is deze Riemannsom een onder- of overschatting van ∫

3
1 x

3 − 6x2dx? Leg uit.

3. Benader de waarde van ∫
1
0 3sin−1(x)dx door R2 met αi de rechtereindpunten (A. π)

4. Welke Riemannsom wordt berekend m.b.v. volgende formule?

∫
b

a
f(x)dx = lim

n→+∞
b − a
n

n

∑
r=1

f (a + (b − a)r
n

)

5. Los op:
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6. Gegeven is onderstaande grafiek van f(x)

Zij A(x) = ∫
x
0 f(t)dt met 0 ≤ x ≤ 6

(a) Over welke interval(len) is A(x) positief?

(b) Over welke interval(len) is A(x) stijgend?

(c) Over welke interval(len) is A(x) hol?

(d) Voor welke waarde(n) van x bereikt A(x) een absoluut maximum?

7. Los op:
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8. Bepaal het functievoorschrift van de functie f en een waarde voor de constante c zodanig dat:

∫
x

c
f(t)dt = cosx − 1

2

9. Bepaal de functie f en de ondergrens a waarvan Ia(x) = x4 − 16 een integraalfunctie is. Is
Ia(x) = x4 + 16 ook een integraalfunctie van dezelfde functie f?

10. Een functie f is continu in R en voldoet aan de vergelijking

∫
x

0
f(t)dt = −1

2
+ x2 + x sin(x) + 1

2
cos(2x)

voor elke x ∈ R. Bereken f (π
4
).

11. Bepaal alle reële getallen zodat:

∫
x

0
t3 − tdt = 1

3
∫

x

√
2
t − t3dt
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(Opl: x = 0, x = ±
√
2)

12. Los op:

13. Bewijs de optelbaarheid over intervallen als c ≤ b ≤ a

14. Bepaal c en f(c) waarvan sprake in de middelwaardestelling.

(a) f(x) = 4 − x2, a = −2, b = 2

(b) f(x) = 2x − 4, a = 0, b = 4

(c) f(x) = −x2 + 2x + 2 over het interval [0,3]

15. Als ∫
x
0 f(t)dt = x ⋅ e2x + ∫

x
0 e−tf(t)dt bepaal dan een expliciet voorschrift voor f(x). (Opl.

f(x) = e2x+2xe2x
1−e−x )
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7 Vragen mondeling examen
1. Geef en bewijs de formule voor het berekenen van een bepaalde integraal. Je weet al wat een

primitieve functie is en dat een integraalfunctie een primitieve functie is.

2. Geef en bewijs de formule voor het berekenen van een bepaalde integraal. Alleen de structuur
van het bewijs geven.

3. Leg het begrip integraalfunctie uit en bewijsDIa(x) = f(x) op een grafische intuïtieve manier.

4. Leg het begrip integraalfunctie uit en bewijs DIa(x) = f(x) op een algebraïsche manier. Je
mag er vanuit gaan dat alle hulpmiddelen gekend zijn.

5. Geef en bewijs de middelwaardestelling.

6. Leg het begrip primitieve functie uit en bewijs dat twee primitieve functies aan elkaar gelijk
zijn op een constante na.

7. Leg het begrip optelbaarheid over intervallen uit.

8. Leg uit: ∫
b
a f(x)dx = −∫

a
b f(x)dx

9. Leg het begrip Riemannsom uit.

10. Geef en verklaar de formule voor het berekenen van de inhoud bij het wentelen van een
vlakdeel om de x-as.
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