Torus-Loxodrome und andere - 1 -
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Inwikipediz werden neben den Kugel- Loxodromen [“Winkelgleiche™] such andere Kurven diszes Typs erwdhnt
A7 " Aligemeiner giot es zu jedem Rotationskirper Loxodromen als Kureen konstanten Kurses.”
Lomodromen findet man alzo such auf Zylindern, Kegeln und eben auch suf sinem Torus !
Walter Wunderlich hat 1952 in dem Artikel “Uber die Torusloxodromen™ fiir diese Kurven Parameterdarstellungen angegeben, die wir oben im

Applet verwenden. (Mongtsh. Math. 56 (1952} 315-334)
W Wunderlich bezieht sich wa. suf einen Artike! von Georg Holzmdller zus dem lzhr 1855 ~Elementanes Gber die Dugin'schen Cyididen wnd s

Grunalagen der Kriimmungstheorie™ (Zeitschrift d. Mathematik w. Physik 44 4 Heft 1829). Dort findet man dbrigens ein schines und genaues Bild dber
&im &- Eck-Metz von Villarceau-schen Kreizen suf einem Torws - erstelit ganz ohne Computer und moderner Softwars!
(H+v- cos{u)) cosiv) f=r Ringtorus
Porameterdarsteliung eine: Tores: Torus (u, o) = | (f + - cos(u)) - 8in (v) F=r Hormtorus
roEim {n) F=r Spindeltorus

In gllen drei FEllen giot & " Lowodrome ™!



— Was sind "Loxodrome” 7

Fir die Standart- L oxodrome zuf der Kogel fegt ein orthogonales Netz von Kreisen vor:
den Breitenkreisen und den Meridionen (L dngenkreise).
Loxodrome sind digjenigen Kurven, welche die Meridianen, brw. die Breitenkreise jewsils unter einem konstanten Winkel

schneiden.
Dieze Definition 156t sich veraligemeinern: Lisgt ein orthogonales Netz von Kurven vor, o kann man die Kurven, welche

die Metz- Kurven unter konstantem Winkel schneiden, Loxodrome nennen

D=z orthogonale Metz suf einem Torus besteht sus den Kreizen, welche bel der Rotation der Torus- Punkts um dis Achse entstehen wir haben siz im
Applet L dngskreise genannt. und den dazu orthogonalen Meridiankreisen (Querkreise).

(R+v- cos(m-t})-cos{n- 1)

Ein Kandidat fir die gesuchen Loxodromen kinnten die L ) _ i . .
Kureen mit der nebenstehenden Parameterdarstellung seinc b L (&) (R+r - cos ‘:m ) -sin(n-) | mtteR
rosin{m 1)

Fiir ganzzahlige e und nt entstehen geschlossene Kurven, welche sich spiralig um den Torus winden. Diese Kurven stimmen jedoach nicht mit den
won Walter Wunderlich angegebenen Torusloxodromen Uberein. Insbesonders enthalten siz im Falle des Ringtorus richt diz Villarceauschen

Kreize welche bekannterweize Loxodrome des Torus sind.

Im folgenden geben wir die Porometerdarstellungen der drei Kurventypen an. An einem Machweis, dass es sich wirkfich um die " Winkelgleichen™ der

handelt, versuchen wir uns noch!

Loxodromen
des
Ringtorus .
f=r
R . . nd
. A Rr-coalp), fr-sin(g),rsin (b @) I;E I~k -,k - ]

; =/ _ gt rloxofp)= .
mt Rr=+/R2—9r T o] v cos(b )

Fir b = m mit ganzzahigen m wnd n ergeben sich geschiossene Lowodrome: fir b = + 1 erhdt man diz Villarceauschen Kreize. dis = fir
die beiden anderen Torws-Typen nicht gibt.

Loxodromen
des

Spindeltorus

r>f

it rit und

aLoxo = (i o R gin (), roosinh(b - }
rit='ri - R () re-cosh(b-)+ R ( Gels () (b-2)) we [k omk-m
Wizder erhdit man fir b wiz oben mit garzzahfigen M wund 7 geschiossens Loxodrome. sllerdings nicht immer angezeigt. werden. Das
Worzeichen im Menner entzcheidet, welcher Teil der Kuree imn Inneren, wund welcher Teidl in AuBeren amgereigt wird.



Loxodromen

des 2R X
hLoxo () 1= ————— - (cos (), sin (), b @) it we |—k-mk-m
Horntorus 1T+b5- "

r=R
b m,m wie oben; wisder werden in einigen Fallen die Kursen nicht angezeigt (717)

Fiir die beiden letzten Torus-typen haben wir die Ldngs- und Querkreise fir die Schnittpunkte nicht berechinet, der Rechenaufwand ist insgesamit fir
i Parameterureen sehr hoch!

DerGrenzfzll B — [ fihrt Gbrigens zu den Standard- Loxodromen suf der Kogel das ksnn man im Applet gut erkennen!

Bemerkungen:

- In dem Faktor b steckt der Schnittwinke! der Lowodromen mit den Meridianen.

- o Holzmiiller erwshnt, dass e “bekannthich™ eine “einfache™ konforme Abbildung eines Rechfecks auf den
Torus gibe

Damit ist wohl gemeint, dass eine winkeltrewe Abbildung eines Rechtecks suf den Torus existiert, fir welche die
achzenparalizlen Srecken die Ldngs- und Querkreise. und die schrigen Parallel-Strecken die Loxodrome

engeben
Die=e Abbildung haben wir nicht gefunden, das i Falle der Ring- Tori angezeigte Gitter kbnnte ein Urbikd fir
diese Abbildung sein! Wie Holzmiller angibt. muss nur der Winkel der stimimen! 7!

- W Wunderlich verdeutlicht in einem Bild, dass die Projektion der Loxodromen vom Ursprung sus suf einen
to-zchsizlen Zylinder sinfache Sinus-Linien =rgiot.

=~ Eine hilbsche Aufgabe zur Veranschaulichung mit ge gebra-Hilfzmittein!




