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Ερωτήματα 

1ο στάδιο (εξέταση συμμεταβολής των μεταβλητών h και d) 

Μετακινήστε το σημείο “Αυτοκίνητο” κατά μήκος της διαδρομής ΑΒ.  

1.1 Ποιες είναι οι μεταβλητές τού προβλήματος;   

1.2 Έστω Μ το σημείο με συντεταγμένες (h,d). Για τη διάταξη των σημείων 

A, B και Πόλη1 που φαίνονται στο σχήμα, προσπαθήστε να σχεδιάσετε 

στο χαρτί την καμπύλη που διαγράφει το σημείο Μ σε ορθοκανονικό 

σύστημα συντεταγμένων xOy.  

1.3 Από τη μορφή της καμπύλης που σχεδιάσατε, προκύπτει αν η συγκε-

κριμένη συμμεταβολή είναι συνάρτηση; Επαληθεύστε στη συνέχεια τα αποτελέσματα ανοίγοντας το δια-

κόπτη «Γραμμή Μ».  

 

2ο στάδιο (εξέταση συμμεταβολής των μεταβλητών q και d) 

Ανοίξτε το διακόπτη “Εμφάνισε το σημείο Ν”.  

2.1 Ποιες είναι οι συντεταγμένες του σημείου N;  

2.2 Ποια συμμεταβολή εκφράζει η γραμμή που διαγράφει το σημείο 

Ν; 

2.3 Μετακινήστε την ευθεία (ε) σε διάφορες θέσεις: Βρίσκετε κάποια 

διαφορά στα γραφήματα των σημείων Μ και Ν;  

2.4 Αναζητήστε τον ορισμό της συνάρτησης και απαντήστε στο ερώτημα: "Σε ποια από τις δύο συμμεταβολές 

(h,d) και (q,d) έχουμε συνάρτηση;"15  

 

3ο στάδιο (Γεωμετρική επέκταση) 

3.1 Ανοίξτε το διακόπτη «Γραμμή Μ» και μετακινήστε το σημείο  Π1 

διαδοχικά σε κάποιο σημείο του τμήματος ΑΒ και τέλος στις θέ-

σεις Α και Β. Τί παρατηρείτε τώρα για τη γραμμή που διαγράφει 

το σημείο Μ;  

 
15 Στο σημείο αυτό αναφέρουμε ότι είναι εξαιρετικά δύσκολο (αν όχι απίθανο) να υπάρξει αλγεβρική αιτιολόγηση στο ερώ-

τημα “γιατί αυτό το είδος συμμεταβολής δεν αντιστοιχεί σε συνάρτηση». Η συγκεκριμένη -σχεδόν ανυπέρβλητη- δυσκολία 

θεωρούμε ότι προσδίδει πρόσθετη διδακτική αξία στη γεωμετρική προσέγγιση της δραστηριότητας που περιγράφεται στο 

3ο στάδιο και ειδικότερα στο ερώτημα 3.10, το οποίο στοχεύει να δημιουργήσει μέσω γεωμετρικών αναφορών το εννοιολο-

γικό υπόβαθρο για την απάντηση του ερωτήματος.  
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3.2 Nα αιτιολογήσετε τη μορφή της γραμμής που διαγράφει το σημείο Μ όταν η θέση του σημείου Π1 είναι 

στο Α ή στο Β. 

3.3 Κλείστε τους διακόπτες «Γραμμή Μ» και «Γραμμή Ν». Δίνε-

ται η διπλανή διάταξη των σημείων Α και Β με το σημείο Π1 

να είναι στο μέσομέσομέσομέσο του ΑΒ. Να εικάσετε τη μορφή της γραμ-

μής του σημείου Μ και να αιτιολογήσετε την απάντησή 

σας.  Επαληθεύστε την με άνοιγμα του διακόπτη «Γραμμή Μ».  

 

3.4  Στο σχήμα δίνεται η γραμμή που διαγράφει το σημείο Μ, η οποία είναι 

συμμετρική ως προς την κατακόρυφη ευθεία που περνά από το σημείο 

(2,0) του άξονα xx’.  

Να προσαρμόσετε κατάλληλα το δρόμο ΑΒ και την Πόλη1 ώστε να πά-

ρετε τη συγκεκριμένη γραμμή.  

- Σε ποια ευθεία φαίνεται να ανήκει το σημείο Π1; 

- Πώς ερμηνεύεται από τη διάταξη των σημείων A,B και Π1 η συμμετρία 

της καμπύλης του Μ; 16 

 

 

3.5 Δίνεται η γραφική παράσταση του σχήματος.  

Ι.  Τι παρατηρείτε για τη θέση του σημείου Μ σε σχέση με τα υπόλοιπα 

σημεία της γραφικής παράστασης; 

ΙΙ.  Σε ποιο σημείο της διαδρομής ΑΒ του αυτοκινήτου θα έχουμε τη 

συγκεκριμένη θέση για το σημείο Μ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή 

σας.  

 

3.6 Στο επόμενο σχήμα (βλ. σχήμα Ι) δίνεται η γραμμή που διαγράφει το σημείο Μ, για την οποία παρατη-

ρούμε ότι όσο αυξάνει το αυξάνει το αυξάνει το αυξάνει το hhhh    αυξάνει και το αυξάνει και το αυξάνει και το αυξάνει και το dddd. Να προσαρμόσετε κατάλληλα τα σημεία Α, Β και Πόλη1 

ώστε να προκύπτει τέτοιας μορφής γραμμή και να ερμηνεύσετε γεωμετρικά την κατασκευή σας.  

 

 
16 Σημειώνουμε ότι σε αυτό το σημείο και εφόσον έχει διδαχθεί ο ν. συνημιτόνων, είναι δυνατό να προστεθεί και το ερώτημα 

“να βρεθεί ο τύπος τής συνάρτησης h(d)”.   
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σχήμα Ι σχήμα ΙΙ 

3.7 Επαναλάβατε την προηγούμενη εργασία ώστε να έχετε καμπύλη όπως στο σχήμα ΙΙ όπου όσο αυξάνεται αυξάνεται αυξάνεται αυξάνεται 

το το το το hhhh    μειώνεμειώνεμειώνεμειώνεται το ται το ται το ται το dddd. Αιτιολογήστε γεωμετρικά την κατασκευή σας.   

 

3.8 Τοποθετήστε τα σημεία Π1 και Π2 όπως φαίνεται στο σχήμα (δηλαδή η 

ΑΒ να είναι μεσοκάθετος του Π1Π2) και εμφανίστε τη γραμμή που δια-

γράφει το σημείο Ν. Τι παρατηρείτε τώρα για το γράφημα του σημείου 

Ν;  Πρόκειται για γράφημα συνάρτησης; Σε καταφατική απάντηση, να 

αιτιολογήσετε κάνοντας χρήση των γεωμετρικών ιδιοτήτων του σχήμα-

τος.  

 

3.9 Στην επόμενη διάταξη των πόλεων Π1 και Π2 (η ευθεία Π1Π2 δεν είναι κάθετη στην ΑΒ) διαπιστώθηκε ότι 

η συμμεταβολή της μεταβλητής d με τη μεταβλητή q, δενδενδενδεν είναι συνάρτηση. Με βάση τα γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά της διάταξης των πόλεων να αιτιολογήσετε γιατί αυτή η συμμεταβολή δεν είναι συνάρ-

τηση. 

 

 

 

3.10  Με βάση το προηγούμενο ερώτημα, βρείτε ένα σύνολο των σχετικών θέσεων των σημείων Π1 και Π2 για 

τις οποίες το γράφημα του σημείου Ν αντιστοιχεί σε γράφημα συνάρτησηςγράφημα συνάρτησηςγράφημα συνάρτησηςγράφημα συνάρτησης.  
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3.11  Αιτιολογήστε με βάση τον ορισμό της συνάρτησης, γιατί η συμμεταβολή d(h) στο 1ο πείραμα, αποτελεί 

συνάρτηση, για κάθε θέση του σημείου Π1 σε σχέση με το δρόμο ΑΒ.  
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Απαντήσεις – Υποδείξεις – Χειρισμός ψηφιακών δομημάτων 
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Δ9.  O «τετραγωνισμός» του κύκλου 

1.Μήκος ημικυκλίου= πR . 

2,3.  H μέση ανάλογος των τμημάτων Α΄Ε β και ΕΚ R

είναι ένα τμήμα x με την ιδιότητα:  x β R
2

. Για την κα-

τασκευή της, θεωρούμε το ημικύκλιο διαμέτρου 

 A 'K β R και στο σημείο E, θεωρούμε την κάθετη ΕΝ 

στο Α΄Κ. Τότε θα ισχύει ότι:  ΕΝ β R
2

  (1) 

Φανερά, δοθέντων δύο ευθυγράμμων τμημάτων, είναι 

πάντα δυνατή η κατασκευή της μέσης αναλόγου αυτών. 

4. Όταν το σημείο Μ συμπέσει με το σημείο Α΄, τότε η 

σχέση (1) διαμορφώνεται: 

  ΕΝ πR R πR
2 2 . 

5. Όταν το σημείο Μ συμπέσει με το σημείο Α΄, τότε το 

εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΕΝ ισούται με το εμ-

βαδόν του κύκλου c. 

6. Το ευθύγραμμο τμήμα ΟΟ΄ β  του οποίου το μήκος 

ισούται με το μήκος του τόξου ΑΑ΄, δενδενδενδεν μπορεί να κατα-

σκευαστεί με κανόνα και διαβήτη.  

 

 

 

 

Δ10.  Η τριχοτόμηση της γωνίας – Μέθοδος Αρχιμήδη 

 

1.Είναι  ΚΛ ΚΟ R και επομένως το τρίγωνο ΚΛΟ είναι ι-

σοσκελές. Επομένως θα ισχύει �ɵΕΚΟ ω2 ως εξωτερική 

γωνία του τριγώνου ΚΛΟ.  

2.  Το τρίγωνο ΚΟΕ είναι επίσης ισοσκελές με  

 ΟΚ ΟΕ R και επομένως από το τρίγωνο ΕΟΛ θα ισχύει: 

ɵ �  ɵφ ΟΕΛ ΕΛΟ ω3 (ως εξωτερική του τριγώνου ΕΟΛ). 

Επομένως η γωνία ɵ ɵΕΛΟ φ
1

3
. 

3. Η κατασκευή του τμήματος ΚΛ, δηλαδή ενός τμήματος 

ίσο με την ακτίνα R του κύκλου (Ο,R). 

 

 

 

 

Δ11.  Η έννοια της συνάρτησης μέσω στοιχειωδών γεω-

μετρικών ιδιοτήτων 

1ο στάδιο 

1.1  Οι αποστάσεις hκαι d του αυτοκινήτου από το σημείο 

Α και την Πόλη1.  

 

1.2  Το σημείο Μ έχει συντεταγμένες (h,d) . 

 

1.3 Παρατηρήστε ότι αρχικά οι τιμές του d μειώνονται όσο 

αυξάνει το h. Στη συνέχεια συμβαίνει το αντίστροφο.  

2ο στάδιο 

2.1  Το σημείο Ν έχει συντεταγμένες (q,d) . 

 

2.2  Η κατακόρυφη ευθεία (ε) τέμνει το γράφημα του ση-

μείου Μ το πολύ σε ένα σημείο για κάθε διάταξη των ση-

μείων Α, Β και Π1, ενώ το γράφημα του σημείου Ν σε δύο 

σημεία (εκτός εξαιρέσεων).  

2.3  Το γράφημα του σημείου Μ αντιστοιχεί σε γράφημα 

συνάρτησης, ενώ του σημείου Ν δεν αντιστοιχεί σε γρά-

φημα συνάρτησης.  

3ο στάδιο (Γεωμετρική επέκταση) 

 

3.1  Πρόκειται για τεθλασμένη γραμμή από τμήματα ευ-

θειών. 

 

 
 

3.2  Στις περιπτώσεις που το σημείο «Πόλη1» ταυτιστεί με 

το σημείο Α ή το σημείο Β, το γράφημα του σημείου Μ 

είναι τμήμα ευθείας. Σε αυτές τις περιπτώσεις ισχύει ότι 

 d(h) AB h , ΑΒ: σταθερό (Σχήμα Ι) ή d(h) h  (Σχήμα ΙΙ). 

Δραστηριότητα  11 

Δραστηριότητα  10 

Δραστηριότητα  9 
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Και στις δύο περιπτώσεις με  h AB0  οι τύποι είναι της 

μορφής  y αx β , δηλαδή τμήματα ευθειών.  

 

 
Σχήμα Ι 

 

 
Σχήμα ΙΙ 

 

3.3  Αν καλέσουμε 
ΑΒ

α
2

 τότε θα ισχύει ότι: 

 
 

  
        

α h, h α
d(h) d(h) |h α|, h α

h α, α h α

0
0 2

2
 

 

Επομένως η γραφική παράσταση θα είναι η εικονιζόμενη.  

 

 
 

 
18 Σχόλιο: Σχόλιο: Σχόλιο: Σχόλιο: Το σημείο αυτό μπορεί να αποτελέσει αφορμή για την 

ιδιότητα 1-1 μίας συνάρτησης και κατ΄ επέκταση τής άρνησής 

της.  

3.4  Όταν το σημείο  Πόλη1 τοποθετηθεί σε οποιοδήποτε 

σημείο της μεσοκαθέτου του ΑΒ, τότε η καμπύλη του ση-

μείου Μ είναι συμμετρική ως προς κάποια κατακόρυφη 

ευθεία. Επομένως, αν ΑΒ 4 τότε η γραμμή του σημείου 

Μ είναι συμμετρική ως προς την ευθεία x 2 . 

 

 

 
 

Ερμηνεία:Ερμηνεία:Ερμηνεία:Ερμηνεία:    

Για κάθε θέση h
1
του αυτοκινήτου, υπάρχει άλλη μία h

2

συμμετρική ως προς τη μεσοκάθετο για την οποία ισχύει:. 

d(h ) d(h )
1 2

, αφού κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ισαπέ-

χει από τα άκρα Α και Β.18 

 

3.5  Ι. Παρατηρούμε ότι το σημείο Μ είναι το «πιο χαμηλό 

σημείο της γραφικής παράστασης»19. 

 

ΙΙ.  Αναζητάμε τη θέση του αυτοκινήτου ώστε να έχουμε 

το ελάχιστο d. Αυτό συμβαίνει όταν ΠΓ ΑΒ αφού σε 

κάθε άλλη θέση το d θα είναι πλάγιοπλάγιοπλάγιοπλάγιο τμήμα και άρα θα 

ισχύει: d d
1

. 

 

 
 

3.6 Στις περιπτώσεις των επόμενων σχημάτων με 

ɵ  ΠΑΓ 90 , για κάθε θέση του αυτοκινήτου θα ισχύει ότι: 

 

Για δύο τυχαία h h
1 2

 θα είναι και d d
1 2

(ως γνωστό, 

όσο το ίχνος ενός πλάγιου τμήματος απέχει περισσότερο 

από το ίχνος της καθέτουκαθέτουκαθέτουκαθέτου σε ένα ευθ. τμήμα, τόσο μεγα-

λύτερο είναι το πλάγιο τμήμα). 

 

 
19 Σχόλιο:Σχόλιο:Σχόλιο:Σχόλιο: Το συγκεκριμένο ερώτημα θέτει την έννοια του ελαχί-

στου μίας συνάρτησης.  
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Τέλος στην περίπτωση να είναι ɵ  ΠΑΓ 90  που αποτελεί ε-

πίσης λύση του προβλήματος, η απόδειξη είναι αντί-

στοιχη (θεωρήστε τμήμα ΠΚ ΑΒ και χρησιμοποιήστε 

την προηγούμενη ιδιότητα). 

  

 
 

3.7  Αντίστοιχα με το ερώτημα 3.5, θα πρέπει να έχουμε 

τη διάταξη του επόμενου σχήματος με  ɵΠΒΑ 90 . Η αιτιο-

λόγηση είναι αντίστοιχη με το προηγούμενο ερώτημα. 

 

 
 

 

3.8  Σε αυτή την περίπτωση παρατηρούμε ότι το γράφημα 

του σημείου Ν είναι γράφημα συνάρτησης (αφού κάθε 

κατακόρυφη ευθεία, θα τέμνει το γράφημα το πολύ σε 

ένα σημείο).  

 

 
20 Από την ανάλυση που προηγήθηκε και αιτιολογεί γεωμετρικά 

γιατί το γράφημα του σημείου Ν δεν είναι γράφημα συνάρτη-δεν είναι γράφημα συνάρτη-δεν είναι γράφημα συνάρτη-δεν είναι γράφημα συνάρτη-

σηςσηςσηςσης, γίνεται αντιληπτή η δυναμική τής Ευκλείδειας Γεωμετρίας 

 
    

Ερμηνεία:Ερμηνεία:Ερμηνεία:Ερμηνεία:  Στην περίπτωση που η ευθεία ΑΒ είναι μεσο-

κάθετος του Π1Π2 θα ισχύει ότι d q (αφού το σημείο Γ α-

νήκει στην ΑΒ). Επομένως το γράφημα του σημείου Ν, θα 

είναι τμήμα του γραφήματος της συνάρτησης y x (ταυ-

τοτική συνάρτηση). 

 

3.9 Θεωρούμε το συμμετρικό σημείο C΄ του σημείου C ως 

προς την ευθεία Π2Τ η οποία είναι κάθετη στην ευθεία ΑΒ. 

Τότε σε αυτή την περίπτωση θα είναι d d' και q q' (ε-

φόσον η ευθεία  Π1Π2 δεν είναι κάθετη στην ΑΒ). Επομέ-

νως για δύο ίσες ανεξάρτητες μεταβλητές q και q’ θα έ-

χουμε διαφορετικές εξαρτημένες μεταβλητές d και άρα το 

γράφημα Ν(q,d) δεν θα είναι γράφημα συνάρτησης. 20 

 

 

 
 

3.10  Από το προηγούμενο ερώτημα είναι άμεσο ότι για 

να είναι το γράφημα του σημείου Ν, γράφημα συνάρτη-

σης θα πρέπει η ευθεία Π1Π2 να είναι κάθετη στην ευθεία 

ΑΒ.  

 

στην κατεύθυνση της ερμηνείας αλλά και αιτιολόγησης θεμά-

των όπως αυτό που περιγράφηκε.  
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Σε αυτή την περίπτωση, για κάθε θέση του αυτοκινήτου 

C, θα υπάρχουν οι αντίστοιχες συμμετρικές C’ ως προς την 

ευθεία Π1Π2 για τις οποίες (λόγω συμμετρίας) θα ισχύει : 

Αν   q q' d d' , που σημαίνει ότι d(q) d(q') . 

Άρα, η συμμεταβολή d(q) θα είναι συνάρτηση.  

 

ΣχόλιοΣχόλιοΣχόλιοΣχόλιο    1111: Γενικά, η σχέση  ℝf : A θα είναι συνάρτηση αν 

και μόνο αν: 

Για κάθε α,β Α με   α β f(α) f(β) . 

 

ΣχόλιοΣχόλιοΣχόλιοΣχόλιο    2222:::: Στα προηγούμενα, παρουσιάστηκε μία ικανή 

συνθήκη, ώστε η συμμεταβολή d(q) να είναι συνάρτηση. 

Επομένως, τίθεται ως επακόλουθο ερώτημα, αν είναι και 

αναγκαίααναγκαίααναγκαίααναγκαία. Με άλλα λόγια αν υπάρχουν και άλλες διατά-

ξεις των σημείων  Α, Β, Π1 και Π2 ώστε η συμμεταβολή d(q) 

να είναι συνάρτηση.   

Τέλος σε καταφατική περίπτωση, αν είναι δυνατή η εύ-

ρεση όλων αυτών των θέσεων. 

 

3.11 Αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε h ,h
1 2

με h h
1 2

θα είναι    d h d h
1 2

. 

Όμως για κάθε διάταξη των σημείων Α,Β και Π1 αν ισχύει 

ότι h h
1 2

, τότε υποχρεωτικά οι αντίστοιχες θέσεις του 

αυτοκινήτου θα ταυτίζονται στο δρόμο ΑΒ. Επομένως υ-

ποχρεωτικά, θα είναι και    d h d h
1 2

. 

 

 

 


