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Darboux Cycliden: Die Formeln
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Diese Aktivitdit ist eine Seite des geogebra-books conics bicircular-quartics Darboux-cyclides
(April 2021)

Eine Darboux Cyclide ist eine implizit definierte Flache mit einer Gleichung des Typs:

o a (@42 +Lizy ) (22412 +2°) + Q(zy.z) =0 mit linearem L (z.y, 2)
und quadratischem @ (z,y, 2}, jeweils mit reellen Koeffizienten

Die reell 12-dimensionale Klasse dieser Flache ist invariant unter raumlichen Mébiustransformationen.
Jede solche Flache besitzt mindestens eine Symmetrie-Kugel, dh. eine Kugel, an welcher gespiegelt die
Flache invariant ist. 1)s.u.

Wahlt man eine solche Symmetrie-Kugel als (komplexe) Koordinaten-Ebene, so ist die Schnittkurve eine
bizirkulare Quartik.

Bizirkulare Quartiken lassen sich charakterisieren tber die Anzahl der paarweise orthogonalen
Symmetrie-Kreise. 2)

Im obigen Applet ist die bizirkulare Schnittkurve 2-teilig, mit einer geeigneten
Mobiustransformation erreicht man,

dass die Cyclide symmetrisch zu den Koordinatenebenen, zur Einheitskugel und zu einer weiteren
orthogonalen

imaginaren Kugel liegt 4). Die Gleichung der Cyclide reduziert sich auf

® darboux(z.y, =)= (5-:2-—g,rz—22)2—2-.4,‘9:2—?3;_,-3.'2—2-CE-:?—:1:0

Wir betrachten die Koordinatenebenen als komplexe Gausssche Zahlenebenen, damit vereinfachen
sich viele Rechnungen.
Punkte, welche fir die Cyclide eine Rolle spielen, treten wegen der Symmetrieen in den Ebenen stets

als Quadrupel auf:

11 .
PP o € , von den wenigen Ausnahmen 0,00,1, -1, —i abgesehen.

Leider kennen wir fiir diese Darboux Cycliden keine Parameterdarstellung ).
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Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
11 . .
o 5. —sg sy, s, =ty A VA1, 5,5y sy;- 5 =i/ Byt /B, -1,

—
mit s::= 4/ C: +1/C:* — 1 ergeben sich die Schnittpunkte mit der z-Achse (0,0, s}, (CI;U_. ﬂ:l) .

Schnittpunkte mit den Einheitskreisen in den Koordinatenebenen:

° spi= iv"l ;“ _,.i +i- /Bl - Aq" liefert die Schnittpunkte mit dem Einheitskreis der zy-Ebene;
L ¥y~ Sl

entsprechend berechnet man die Schnittpunkte mit den Einheitskreisen der anderen

Koordinatenebenen,
sofern sie existieren.

Brennpunkte:

Einzelne Darboux Cycliden gehoren stets zu einer Schar konfokaler Darboux Cycliden: gemeinsam
sind die 3*4 Brennpunlkte,

zusammenfallende Brennpunkte mitgezahlt.

e Mit &= % =: =@y berechnet man das Brennpunlkt-Quadrupel fo, = :tv' Qut /@21

in der wy -Ebene. Diese Rechnung liefert komplex die Brennpunkte auch dann, wenn sie auf dem
Einheitskreis liegen!!

Zu den fantastischen Méglichkeiten, in geogebra komplex zu rechnen, siehe die Hinweise und
Bemerkungen unten! 3)

Fur die zz- und die yz-Ebene wurden oben die zugehdrigen bizirkularen Schnittquartiken in der zy-
Ebene © dargestellt.

Deren Brennpunkte berechnen sich mit Hilfe der entsprechenden Formeln fir @,, und @,..
Die Brennpunkte mussen in die zugehdrigen Koordinatenebenen gedreht werden.

Leider unterstutzt geogebra keine impliziten Kurven in der zz - bzw. der yz-Ebene.

Implizite Kurven in der zy-Ebene lassen sich in den Raum verschieben, aber nicht drehen.

Die Hohenlinien sind verschobene implizite Kurven, die bizirkularen Quartiken

in den anderen Ebenen sind als Ortskurven erzeugt - und daher manchmal etwas instabil!

Man variiere im Applet oben die Koeffizienten 4., B,. . (fs-Fix entsperren!) und beobachte die
Brennpunkte.

Die Koeffizienten A,, B,C. bestimmen die Lage der Brennpunkte.

Diese sind entscheidend firr die Form und die Eigenschaften der Darboux Cyclide!

Konfokale Cycliden, Fokal-Kurven:

Durch jeden Punkt des Mébiusraumes, von den Brennpunkten abgesehen, gehen genau 3
orthogonale konfokale Darboux Cycliden.

Die Koordinatenebenen und die Einheitskugel zahlen dabei mit.

Auf den Achsen gibt es also zu fast jedem Punkt eine "echte" Darboux Cyclide durch diesen Punkt; die
Brennpunkte

dieser konfokalen Cyclide sind per definitionem dieselben.

Wie berechnet man die zugehdrigen Koeffizienten AC,. B, CC,?

Mit dem Schieberegler sC' wird oben zunéchst ein z-Achsenschnittpunkt sC. (Scheitelpunkt) auf der »
-Achse variiert.

Hiermit erhalt man die Koeffizienten:

1 2 1 . . .
o ACi=g5- (scf- + ﬁ) . Mit der oben berechneten reellen Zahl @., ergibt sich:
1- -dc.r ' Q.rg . . . . .
o D= TAC. - 0. und, da der Scheitelpunkt sC, auch fir die zz -Ebene Scheitelpunkt ist:
T )
Tl J-_ACI'Q:M
M oA
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Beachtenswert ist die auf den vielen Symmetrieen beruhenden Einfachheit und Symmetrie der Formeln.

Im obigen Applet ist die Start-Lage der Cyclide so gewahlt, dass durch die Scheitel auf der x-Achse
alle Cycliden der konfokalen Schar erreicht werden.

Bei anderen Ausgangslagen kann es eintreten., dass manche Cycliden der Schar die = -Achse nicht
schneiden.

Dann muss man Scheitelpunkte auf einer der anderen Achsen zu Hilfe nehmen:

Mit Hife des Schiebereglers = +«— y kann man den Scheitelpunkt auf der y-Achse wahlen.

Besondere Quartiken sind diejenigen, deren Scheitelpunkt mit einem der anderen Brennpunkte
Ubereinstimmt.

In der zy-Ebene konnte das die Quartik mit den Brennpunkten f., und dem Scheitelpunkt f.. sein.
Diese Kurven sind die Fokal-Kurven der Schar. Nahern die Scheitelpunkte sich einer solchen Lage, so
entarten

die Cycliden in flache Flachenstlicke, deren Rander die Fokal-Kurven sind.

Die Koeffizienten dieser entarteten Cycliden werden mit den obigen Formeln berechnet, beispielsweise
mit &0 = far.

Sonderfille:
Wir haben die Gleichung im Applet nicht in der etwas allgemeineren Form

o (P4 24,27 2. B,y —2.C. 2+ 6=0 mit A, de {-1,0,1}

verwendet, um die ndtigen Fallunterscheidungen zu begrenzen.

® A=0: Quadriken mit 3 Symmetrie-Ebenen

e §=0: Quadriken invertiert

e A=1,6=-1:1-teilige Darboux-Cycliden

e 2 der Koeffizienten 4., B, C. sind gleich: Rotations-Symmetrie

e Einer der Koeffizienten ist gleich 1 bzw. gleich -1: die Quartiken in den zugehorigen Ebenen
zerfallen
in elliptische Kreispaare (2 sich schneidende Kreise) bzw. in hyperbolische Kreispaare (ohne
Schnittpunkte)

o @+ 121 (P4 + )+ 4R (P4 + (R -7 =0
sind die verschiedenen Tori-Typen, &' —r* = 1 erreicht man durch geeignete Streckung.
Der Torus liegt dann symmetrisch zur Einheitskugel.

e Méobius-transformierte der Dupinschen Cycliden

Hinweise und Links:

1): Die Punkte des Mébiusraums kann man projektiv beschreiben in einem rellen 4-dimensionalen
Raum mit nicht-ausgearteter

Mobius-Quadrik der Signatur (+,+,+,+,-). Die Punkte des Mébiusraums sind dann die Punkte auf der
Mobius-Quadrik.

Eine Darboux Cyclide ist der Schnitt dieser Quadrik mit einer 2-ten Quadrik.

Neben der Mébius-Form besitzt der zugehorige 5-dimensionale reelle Vektorraum

eine 2-te symmetrische selbstadjungierte Bilinearform. Dazu sollte es mindestens einen Eigenvektor
geben.

2): Die Eigenraume sind paarweise orthogonal beziiglich der Mébiusform, bestenfalls ergeben sich
5 paarweise orthogonale Symmetrie-Kugeln, welche als die 3 Koordinatenebenen, die Einheitskugel
und eine dazu orthogonale imaginare Kugel gewahlt werden konnen.
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3): Obwohl im Handbuch zu lesen ist, dass geogebra komplexe Zahlen nicht unterstiitzt, kann man in
geogebra ganz trefflich

komplex rechnen. Die wichtigsten Funktionen (,/, sin, cos, exp, In ...) kdnnen als komplexe Funktionen
behandelt werden,

Berechnungen lassen sich klaglos komplex durchfiihren!

. .. . . 1= A B,
Z.B.: die Koeffizienten A, B,, ¢, sind reell, die Zahlen @,, = —/——=~

4. - B,
abgesehen vom Sonderfall 4, = B,, bei welchem die Cyclide rotationssymmetrisch ist und Brennpunkte
zusammenfallen!!

ebenfalls,

P
Die (reelle) Berechnung fu, := V"Qm +/ @2 — 1 liefert in manchen Fallen

wegen des bekannten Verhaltens der Wurzel-Funktion bei negativen Radikanten kein Ergebnis.

f
Mit dem "Trick" fey:= | Qarty @:y% —140-i rechnet in geogebra die Wurzel-Funktion komplex,

und so werden in entsprechenden Féllen die Brennpunkte mit denselben Formeln komplex berechnet,
wenn sie auf dem Einheitskreis liegen!

4): Zur Mébiusgeometrie: - vgl. das geogebra-book Moebiusebene

5): Fur 2-teilige bizirkulare Quartiken kennen wir = Parameterdarstellungen

— Walter Flchte
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