PROBLEMA: Milyen 0 < a < 1 esetén van tobb megoldasa az a* = l0gax
egyenletnek?

Allitas: akkor és csak akkor,ha 0 <a<e®

Bizonyitas: Legyen A olyan szam, amelyre a* = A (azaz ahol az y = x egyenest
metszi a két gorbe). Tobb metszéspont akkor és csak akkor van, ha van olyan x > 4,
amelyre az
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a) Hae® <a, akkor
1) -e<lna<0.
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Masrészt, mivel a z =y In y fiiggvénynek € -ben van mir\lirnuma (ez
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figgvényvizsgalattal konnyen adddik), €s ennek érteke = , ezért
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mivel x>0, ezért a* < 1).
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Az (1) és (2) 6sszeszorzasabol viszont az adodik, hogy 1> a*Ina*Ina > 0, amibdl
f'(x) < O-t kapjuk, ami azt jelenti, hogy f fliggvény csokkend.

Viszont f (1) =1, igy azt kapjuk, hogy nem létezik x > A gy, hogy f(x) = 1
teljestiljon

B) Ha a = e*, akkor a* = 1 ekvivalens azzal, hogy €™ = 1. Ebbé] kivetkezik, hogy
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A=¥% . 1gy, ha x> 1, akkora*#a*=1=¥¢, ami azt jelenti, hogy (2)-ben a



baloldalon < jel van, azaz f'(x)<0 ebben az esetben is, és mivel f (1) = 1, ezért nem
Iétezik olyan x > A, hogy f (X) = 1 legyen.

v) Ha 0 < a <e™®, akkor
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Mivelaz = fliggvény novo a (0,1)-en (1d. fliggvénydiszkusszio), ezért (4)-bol
kovetkezéen A < e amibol
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(5) Al =g e
adodik.
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Innena*lna*Ina-1=2x*(na)*- 1>\ -1=0,azaz f'(1)>0¢ésf (1) =1,

tehat A-nak van olyan jobboldali kérnyezete, ahol f (x) > I. Viszont f (1) = a® < 1,
igy a Bolzano-Darboux féle tulajdonsag miatt a (A ; 1) intervallumon valahol kell,
hogy az f(x)=1 teljesiiljon.

Ezzel a bizonyitas kész.

Megjegyzés: A fentiekbdl adodik, hogy 0 < a < €™ esetén (a szimmetriat
figyelembe véve) legalabb 3 metszéspont van. Tobb azonban nem lehet, mert ha a
g(x) = a" - log, x fiiggvénynek 3-nal tobb zérohelye lenne, akkor a Rolle-féle
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In
kozépértéktétel szerinta g'(x) =a*Ina- rd fiiggvénynek legalabb 3 zérushelye
1

lenne, ami ekvivalens azzal, hogy az a* Ina = *ina ,azaz az x(In a)* = a™*
egyenletnek legalabb 3 megoldasa lenne, ami viszont az a™ fiiggvény szigort
konvex volta miatt lehetetlen, hiszen egy egyenes egy ilyen gorbét legfeljebb 2
pontban metszhet.



